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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1968. Том 182, № 5 

УДК 517.521.8 МАТЕМАТИКА 

Ш. А. АЛИМОВ 

О СУММИРОВАНИИ РЯДОВ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ 

(Представлено академиком Л. Я. Тихоновым 26 II 1968) 

Рассмотрим в N-мерном пространстве нормальную область g с грани­
цей Г и полную ортонормированную систему {ип(х)} собственных функ­
ций оператора Лапласа первой краевой задачи 

Аа + Хи = 0, х е g, и | г = 0. 

Определим непрерывный треугольный метод суммирования, порождае­
мый функцией y>k(t) = 0 при t ^ Я, абсолютно непрерывной при t ^ 0 
и удовлетворяющей условию Km (fx(t) = 1. 

Ряд libn назовем с у м м и р у е м ы м м е т о д о м <р к ч и с л у 5, если 
существует предел 

lim ^ 4>b(K)K-=s' 
х ~ > 0 0 л п < х 

Настоящая заметка посвящена изучению свойств ядра этого метода 
суммирования 

Ф (х, уЛ)= S (^п) ип (я) Ип (у). 

Для метода Рисса (R,Xn,a) известны точные результаты С 1" 4), позво­
ляющие просуммировать ряд Фурье f(x) ^Lz{g). В случае кратных ря­
дов Фурье Э. Штейном ( 5) получены результаты для f(x) е Lp(g), р ^ 1. 

Для любого £ > 0 и целого /с ^ 0 определим 

о 
Обозначим для произвольного фиксированного /? > 0 через gn. множе­

ство точек области g, отстоящих от Г больше чем на i?, и через Ds(r,X) 
функцию, при г > R равную нулю и при г ^ R определяемую равенством 

DB(r,%) = %dk(RYl)№(R*-r*)\ 5 = 0 , 1 , 2 , . . . 

Тогда из формулы среднего значения ((*), стр. 230) вытекает равен­
ство 

Ф(х, у, X) =Ds(rxy, X) + 1>упип(х)ип(у), (1) 
где 

уп = (2 %У s I (2 я)™ С ds (r/l) JA[tK) rMdr> v = (N ~ 2)/2+ *. 
л n 

Заметим, что /)о(гзс|/, ^) при ^ Д совпадает с Ф*(#, I/, Я) — ядром 
суммирования методом ф разложения в обычный iV-кратный интеграл 
Фурье. 
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Т е о р е м а 1. Пусть сумматорная функция <pi(t) имеет производную 
порядка l> NI р, I ^ р ^.2, удовлетворяющую условию 

\^{Щ<ск-1. (2) 
Тогда равномерно относительно x ^ g R справедлива формула 

\Ф(х, у, К) - - ч *(х, у, b)iLq(g) = o(l). 

Норма берется по у е g, q = р / (р — 1). 
Для доказательства теоремы достаточно оценить правую часть (1), что 

нетрудно сделать, используя свойства ядер дробного порядка ( 6 ) . Указан­
ная схема соответствует методу Минакшисундарама 2 ) . 

Теорема 1 утверждает равносуммируемость разложений в ряд по соб­
ственным функциям и в обычный интеграл Фурье. Следуя С. Бохнеру ( 7 ) , 
можно установить суммируемость разложения в интеграл Фурье произ­
вольной функции f(x) ^L(g) к значению функции в каждой точке Лебе­
га в случае, если <р удовлетворяет условию (2) с I > (N + 1) / 2 . 

С л е д с т в и е . Пусть р принадлежит интервалу 1 ^ р ^ 2N j (N-\- 1) 
и для (fh(t) справедливо (2) с l>N/p. 

Тогда ряд Фурье произвольной функции f(x) e L p суммируется мето­
дом ф к значению функции в каждой точке Лебега, 

Для метода Рисса из равенства (1) можно получить более точный ре­
зультат. 

Т е о р е м а 2. Если f(x) е Lv(g), 1 ^ р ^ 2, то ее ряд Фурье по соб­
ственным функциям суммируется к ней методом Рисса (R, Я п , а) порядка 
а > NI р — 7г в каждой точке Лебега. 

Если f(x) е Lp(g), 1 < р < 2, то это же утверждение остается спра­
ведливым при а — Nip — 7г. 

Автор считает необходимым отметить, что аналогичные результаты мо­
гут быть получены из тауберовой теоремы Левитана — Марченко ( 8 ) . 

В заключение пользуюсь случаем выразить благодарность проф. 
В. А. Ильину за внимание к моей работе. 

Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова 
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