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ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ КЛАССИФИКАЦИЯ РАЗВЕТВЛЕННЫХ НАКРЫТИЙ 

ДВУМЕРНОЙ СФЕРЫ 

I. Введение 

Разветвленные накрытия Ф ^ ! \ — * • Н\, с 1 = 1,2. называют­
ся гомеоморфными, если существуют такие гомеоморфизмы |:[\—*-У\г. 

%'• HL *• Н2 , что о о фх = (fа о | . С одной стороны, 
как показал еще Гурвиц [3] , задача классификации разветвленных 
накрытий поверхностей редуцируется к комбинаторно-алгебраической 
задаче изучения представлений фундаментальной группы дополнения 
множества ветвления в базе в симметрическую группу Sol , где 
d - число листов накрытия. С другой стороны, разветвленное на­
крытие поверхности имеет очевидные инварианты - число листов, 
число точек ветвления и их типы, и в некоторых случаях уже этих 
инвариантов достаточно для определения накрытия с точностью до 
гомеоморфизма. Как показал Клебш [2] в 1873 г. (см. также 
[i] ), это справедливо в случае простых разветвленных накрытий 
сферы. Недавно теорема Клебша была распространена на простые на­
крытия произвольной замкнутой ориентированной поверхности, см. 
[4] и [б] . В случае простых разветвленных накрытий некоторых 
неориентируемых поверхностей также имеются аналогичные резуль­
таты, см. £б] . Возникают следующие задачи: во-первых, устано­
вить, какие еще накрытия, кроме простых, определяются очевидными 
инвариантами; во-вторых, установить, в каких случаях набор оче­
видных инвариантов можно дополнить несложными комбинаторными ин­
вариантами так, чтобы получившийся набор уже определял накрытие 
с точностью до гомеоморфизма. Этим задачам и посвящена настоящая 
работа. В ней, в частности, доказываются результаты, анонсирован­
ные в заметке автора [12]. В существенной части доказательства 
опираются на классификацию так называемых систем Гурвица (конеч­
ных последовательностей подстановок, произведение которых есть 
тождественная подстановка) относительно действия некоторых групп. 
Вследствие ограниченного объема статьи здесь приводятся лишь ре­
зультаты такой классификации, доказательство будет опубликовано 
автором в другой работе. 

Автор пользуется случаем, чтобы выразить благодарность 
О.Я.Виро, под руководством которого была выполнена работа. 
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2. Предварительные сведения и определения 

Пусть М , N - компактные ориентируемые поверхности. Раз­
ветвленным накрытием поверхности N называется такое открытое 
отображение ф: М —*• Ц , что его сужение на дополнение неко­
торого конечного подмножества внутренности поверхности И яв­
ляется локальным гомеоморфизмом и что прообраз V (х) лю­
бой точки из N конечен. 

2.1. Очевидные инварианты. Пусть Ц> : М —•• N - разветв­
ленное накрытие. Обозначим через C i t множество точек из Y[ , 
в которых *? не является локальным гомеоморфизмом. Множество 

Зц, = Ц> (Су) называется множеством ветвления накрытия, а 
точки этого множества - точками ветвления. Пусть N - связная 
поверхность. В этом случае для всех точек х € N \ Ъц число 

ф 4>-1(х.) точек прообраза одинаково, # 4>-i(/.) = dl , и 
называется числом листов накрытия Ч* . Для X е. Bvp прообраз 
состоит из меньшего числа точек. В окрестности каждой точки IJU 
прообраза 4>_А (к) = •[ IL, иа,. . ., u m J- точки ветвления к е&\f 
отображение 4* эквивалентно отображению С — * - С '• Z i—*-Z • 
Если (Ц > i , то u-v £ d f . Такая точка называется точкой 
разветвления накрытия, а (ц - ее порядком. Набор [А А А, 
•••Дт.] назовем типом точки ветвления и обозначим через Е 0 0 • 
Условимся при записи типа точки ветвления пропускать единицы. 
При фиксированном числе листов это не приводит к утрате информа­
ции, так как Е ch = а . Набор D = { Е (fc)j xeg,»p назо­
вем паспортом ветвления. Разветвленное накрытие называется прос­
тым, если каждая точка ветвления имеет тип [2] . Паспорт такого 
накрытия имеет вид -[[2],..., [2]j . Примем очевидное соглашение 
о сокращенной записи паспортов, в соответствии с которым паспорт 
простого накрытия, например, записывается в виде -[ и [2.] J , 
где и - число точек ветвления. 

Ясно, что число листов, число точек ветвления и их типы со­
храняются при гомеоморфизмах накрытия. Будем называть их очевид­
ными инвариантами разветвленного накрытия. 

2.2. Оснащенные разветвленные накрытия. Разветвленное а -
листное накрытие ф -. М —»• N с отмеченной точкой Z е. N \ Е>̂  и 
фиксированной биекцией f : 'vf (г) —*•{*>&>•••><*} назовем 
оснащенным, а пару ( Z , T ) - его оснащением. Два накрытия t\,:Y[\,->-
-»Nj, ) ̂ = i)£) с оснащениями (^,1^) и (Za,t2) назовем оснащен-
но гомеоморфными, если существуют гомеоморфизмы jf : МА —»-Мг , 
<}• ( М А , £ А ) — (N»,Z4), такие что <j » ̂  = ifE ° J и Т г ° | « т ; ^ 
= vi. Если Ni = Na и о. изотопен тождественному отображению, 
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то накрытия <|>л и fj называются оснащенно изотопными. В слу­
чае Hi = Nfc =» Sa для оснащенной изотопности накрытий доста­
точно потребовать, чтобы гомеоморфизм ft сохранял ориентацию. 

Разветвленное а -листное накрытие $ \ М —*• N с осна­
щением (z,T_) индуцирует отображение монодромии р ^ : ^ 
(N N Bip, Z ) —*• &d (где S<1 - симметрическая группа степени 
<t ), которое класс петли с С N \ Вхр с началом, в точке z 

переводит в подстановку (-Дс^ТС^) ' ' * "Aci)) ' где \Л •• 
..., "с^ - конечные точки путей в М \ Ч*-1 (&<f) , являющихся 

поднятиями пути С и начинающихся в точках T"A(i) , T-1(2),... 
..., T^CoL) соответственно. Образ группы ЭГА ( N \Вц,,г) 
при отображении р̂ > называется группой монодромии (оснащенно­
го) накрытия. 

2.2Л. Зависимость монодромии от оснащения. Пусть рА, рг : 
3ij_ (N \ Bq^z)—«-5о1 - монодромии накрытия Ч> , отвечающие 

оснащениям {ZXTX) и (Zit a) • Тогда рг = Т о рх , где Т 
внутренний автоморфизм группы Si , точнее сопряжение на под­
становку Т а о Т А

- 1 = ^ е Sol (p a( a) =^_ipj.(tt)^j П . 
Классические результаты Гурвица [3] можно сформулировать 

следующим образом (ср. [4] ): 
2.2.2. Теорема существования. Пусть N - компактная связ­

ная ориентируемая поверхность, Е> с Itvt N - конечное множест­
во, о: 3ij. (N \ Ь^, z)—»-Sol - гомоморфизм, нетривиальный на 
каждом классе, представленном малой петлей, охватывающей точку 
из Е> . Тогда существует оснащенное а -листное разветвленное 
накрытие У : М —>• N с E>ip = Е> и р^ = р 

2.2.3. Классификационная теорема. Два а -листные развет­
вленные накрытия ^А : МА—*-Н и Ч>г"-Ма —»• N компактной связ­
ной ориентируемой поверхности N с оснащениями (Z^,TA) и 
(Z a,T a) оснащенно гомеоморфны тогда и только тогда, когда су­

ществует гомеоморфизм a: (_N , B^ Zj)—>-(N,b\fa,Z2). такой что 
2.-3. Связные накрытия. Связным называется накрытие со связ­

ным накрывающим. Очевидно, разветвленное а -листное накрытие 
поверхности связно тогда и только тогда, когда группа монодромии 
накрытия есть транзитивная подгруппа группы S oL 

3. Системы Гурвица и общая классификация накрытий 
3.1. Системы Гурвица. Конечная последовательность подстано­

вок %.— (^i,ota> . . .j °t«,), оС̂  е. £»dL , называется системой 
Гурвица, если </.А' £г-. . .• А% = 1 . Если группа < 3 t > , порожден-
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ная подстановками из ЭД , является транзитивной подгруппой 
группы 5а , то система Гурвица X называется транзитивной. 
Обозначим через Е (Л.) набор длин непересекающихся циклов, на 
которые разлагается подстановка d €. 5cL , и назовем его типом 
подстановки. Условимся при обозначении типа подстановки пропус­
кать единицы. Паспортом системы Гурвица Ж назовем (неупоря­
доченный) набор -[Е ( л Д Е (otJ,,..,.E (.«Ц)}. 

3.2. Вложенные базисы и системы Гурвица оснащенных накрытий. 
Рассмотрим конечное подмножество Е> = { Х1;Хг ,.. ., Хп, J сферы 5 
и точку Z £ & \ В . Пусть 5Ь1)Я5г,..., вйЛ и Я) - малые по­
парно непересекающиеся диски с центрами в точках Хх, Xa,..., Х^ 
и Z • Фиксируем одну из ориентации сферы 5 . Граничные 
окружности дисков ориентируем как границы дополнений 5 \ йН , 
i = •1,&,...,И/ и 5 \ ов соответственно. Соединим точку 2. с 

окружностями 9 ^ простыми дугами 1\, с непересекающимися 
внутренностями так, чтобы точки "V. ЛЭсй располагались на 
окружности 3 оЬ циклически по возрастанию индексов в направле­
нии, заданном ориентацией 35& . Петлю, которая получается при 
прохождении по дуге %-к от . Z. Д° точки %•• Л 9 2);, , затем 
по окружности 9 obj, в направлении выбранной ориентации и затем 
по дуге 1^ в обратном направлении к точке Z , назовем 
1-ой элементарной петлей. Гомотопические классы й ^ С Ц ,..., 01^ 
элементарных петель вместе с соотношением о.А-0LU . .. И Л = 1 со­
ставляют задание группы 0l\ (̂5 \&,z) . Последовательность 
(di, Olj ,. • •, СЬЛ) будем называть вложенным базисом группы 
}ГА ( & г \ B,Z) . Две последовательности простых дуг и соответ­

ственно два вложенные базиса (возможно различных групп ЗГЛ(5 \B,Z) 
и ЭГА(5 \ В , Z )) будем называть одинаково ориентированными, 
если они отвечают одной и той же ориентации сферы, и противопо­
ложно ориентированными в противном случае. 

Очевидно, что индуцированный гомеоморфизмом cn^Sjb, z ) — -
— * ( S * E>,Z )изоморфизм а*: 3^(5 \ & , Z ) — - У ^ \b',Z)перево­
дит вложенный базис во вложенный базис. Если о. сохраняет (об­
ращает) ориентацию, то <J* переводит вложенные базисы в оди­
наково ориентированные (противоположно ориентированные) вложен­
ные базисы. Если а - другой гомеоморфизм, такой что о,*=»а* , 
то а и а изотопны (изотопия сохраняет В и Z ). За­
метим далее, что для любых двух данных последовательностей прос­
тых дуг ij., гг ,..., г^ и г[, %'г, ..., г'^ легко построить гомео­
морфизм а сферы, переводящий первую последовательность во вто­
рую, причем а сохраняет ориентацию, если и только если после­
довательности одинаково ориентированные. Таким образом, имеется 
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взаимно однозначное соответствие между множеством изоморфизмов 
фундаментальных групп, переводящих вложенные базисы во вложен­
ные базисы, и множеством изотопических классов гомеоморфизмов 
сферы, переводящих В в В и г в z . Если В совпа­
дает с В и г совпадает с Z , то указанные выше множест­
ва являются группами, а взаимно-однозначное соответствие - изо­
морфизмом групп. 

Пусть Ф: Н — - bZ есть разветвленное а, -листное накры­
тие с оснащением ( Z , T ) . Отображение монодромии переводит 
вложенный базис Н группы 3^ (S \Btf,Z) в последователь­
ность подстановок (<£А,<£г,..., <L%), *(^ £ Set . удовлетворяющих 
соотношению <<А • eta •. . . • et^ = 1 , т.е. в систему Гурвица; будем 
называть ее системой Гурвица накрытия if , отвечающей вложен­
ному базису Н • Заметим, что монодромия однозначно восстанав­
ливается по системе Гурвица и вложенному базису Н • Нетрудно 
также видеть, что паспорт системы Гурвица накрытия совпадает с 
паспортом ветвления накрытия. 

Обозначим через 5 Х ( w ) множество М/ -элементных систем 
Гурвица подстановок из Si, , а через В С (к) и ВС(И/) -
множество классов оснащенно изотопных и множество классов осна­
щений гомеоморфных разветвленных oL-листных накрытий сферы с *г 
точками ветвления. 

3.2.1. Имеются естественные сюрьективные отображения 
JUT: 5 X ( V ) - ^ e > C ( X > , &• 5tt(«i>—*bC(*i). 
Доказательство. Пусть ЭД е S M ^ w ) , Ж .=? (<Л,.,Аг ,..., «О^). 

Для произвольного подмножества В ^(х.А,Ха,...,ХМ|)сферы ^ а > 
точки 1 6 . 5 \ Ь и вложенного базиса Н =(oLljaa)...)aH)t отвеча­
ющего естественной ориентации сферы, определим гомоморфизм 

0 ^ ( 5 \&,2.) —«-Si > отнеся элементу (Ц базиса Н под­
становку o(.-t . В силу теоремы 2.2.2 существует oL-листное 
оснащенное накрытие Ч>: М —*• 5 с В^ =; В и ^W~? » 
нетрудно видеть, что при этом Е (.*;,)= Е {J-0 • Обозначим че­
рез [Я1]» класс оснащенно гомеоморфных накрытий, содержа­
щих ц> , а через [\*f'] ̂  - класс оснащенно изотопных накры­
тий, содержащих накрытие у . Определим^отображения М, и 
jjjC , положив jU/(1t) = [^Igt и fii {Ж) = [Ф] ̂  . Определения 

корректны в силу теоремы 2.2.3. П 
3.3. Общие классификационные теоремы. В силу 3.2.1 задача 

общей классификации оснащенных разветвленных накрытий сферы сво­
дится, очевидно, к следующей: установить, какие системы Гурвица 
определяют один и тот же класс оснащенно гомеоморфных накрытий. 
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Рассмотрим группу F H с умножением элементов слева напра­
во, состоящую из автоморфизмов группы 3^(5 \ В }Z) , перево­
дящих вложенные базисы во вложенные базисы, и ее подгруппу р , 
состоящую из автоморфизмов, переводящих вложенные базисы в одина­
ково ориентированные вложенные базисы. Фиксируем некоторый вло­
женный базис H j s»'̂ 0t1J0La,'...,tl,l). Из геометрических соображений 
ясно, что любой автоморфизм £ЕРи> переводит 0,̂ , в T^OUTj" , 
где Т\ есть произведение элементов из Hj, и им обратных. Так 
как, кроме того, а ха г... ам, = (а1)|>(аг)|>... (aj|> = i , то в силу 
теоремы Артина (см. [9, ТЛ.1.9Д ) имеется представление клас­
сической группы VV-KOC Артина Б Л в группу F« • Это пред­
ставление устроено на стандартных образующих 0^, й)а,...., й>я_А 
группы В Л следующим образом. Каждой образующей (х)-ь соответ­
ствует автоморфизм, который мы также обозначим через сОА : 

Ядром этого отображения является нормальная подгруппа, порожден­
ная косой (u^u^. . .Л Л. А) ^CM" D^3 ) ' Таким образом, мы можем 
отождествить группу Г Л с (абстрактной) группой (хя , заданной 
образующими (iJi, й г 1. . ^w-i и соотношениями 

«Mv+i^v^uA^i+i , Ь —1,г,...,*-г; 
й-Л — сЛ|сйь", |*-}|>г ; 
(^ сог... оЭ№_д) . * i . 

При отождествлении группы Q% с группой j ^ изотопических 
классов сохраняющих ориентацию гомеоморфизмов сферы, переводящих 
В и Z в себя, образующей Й)^ соответствует скручивание 

на 180 вдоль границы некоторого диска, содержащего точки 
"*1 > ^l+i из ^ ' соответствующие классам OLj,, 0L^+i , и не 
содержащего других точек из В , и, естественно, точки Z 

Сопоставим единственному нетривиальному элементу ,̂ груп­
пы Z автоморфизм С^Да,.. .,0,^)—^(а^,...,а2, а^ ) . Этот 
автоморфизм реализуется (топологически) обращающим ориентацию 
гомеоморфдзмом сферы. Нетрудно убедиться, что группу F«, (и 
группу "iffr изотопических классов гомеоморфизмов сферы, пере­
водящих В и Z в себя) можно отождествить с полупрямым про­
изведением G-ц, групп (хЛ и Х а , определяемым' соотношениями 

Обозначим через Р множество всех вложенных базисов, а через 
Р + множество, состоящее из вложенных базисов, одинаково ориен­

тированных с базисом Hi, • Правое действие группы & Л в мно­
жестве Р (т.е. действие как группы автоморфизмов) транзитив-
но, правое действие группы G-̂ , в множестве Р + также транзи-
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тивно. Рассмотрим здесь другие действия групп &„, и G-w , дей­
ствия слева, более удобные для последующих приложений. Имеются 
естественные биекции ^ : G^ i—•- Р 

f h - * H ^ = (af|,,aai(b,...^aM,(p) 
и ^ = ^ 1 ^ -. Gft—.-P+ . Определим левое действие Gr^x P — - P , 
положив Й Н = % (&-'%~rl (H)); , аналогично, определим левое дей­
ствие & Л * Р +—»- Р+ . Так как \ н % биекции, действия 
транзитивны. Нетрудно видеть, что действию образующей &\, со­
ответствует следующее преобразование произвольного Н С Р : 
C*)Cai.aav",^.ftin,---,aO^C^,ato"Matai+ia;t,;(tt,...,aK) 
а действию образующей )=> соответствует преобразование 
(**) Са1,аг,...,аЛ)-^(а"Л

1,..-,а^. а"/). 
Таким образом, левые действия групп 0г% и G*. не зависят от 
выбора вложенного базиса Н £ 

Отметим здесь, что преобразование (:*) базиса Н реали­
зуется (топологически) скручиваниемн на 180° вдоль петли, обхо­
дящей две точки из Ё> , соответствующие классам (Ц, 0 Ц + 1 > 
и свободно гомотопной в S \ Е> петле, представляющей класс 
^i'G-v+i * Гомеоморфизм, реализующий преобразование (* *_) , 
также нетрудно построить; всякий такой гомеоморфизм обращает^ 
ориентацию. Таким образом, имеются отображения •-) '• G«,*P — " З ч 
и -) •• &„, * Р —•- У Л . Сужения этих отображений на Gr«, * { Н } 
и & Л * { Н } суть изоморфизмы, которые мы обозначим через 
"i н '• "&«, —" ?м, и ^ н "• &* —" Ум. • П Р И Н = Н [ эти изоморфиз­

мы являются изоморфизмами отождествления, рассмотренного выше. 
Е с л и Н ^ Щ , Н = Й Н Н^ , то -}Н(Л) =(if^(K) Й н . 

Пусть Ё> есть множество ветвления, а Ъ - отмеченная 
точка оснащенного накрытия У '• М —»• & . Отображение монодро-
мии переносит рассмотренные выше левые действия групп G^ и &„, 
в множество систем Гурвица накрытия У . Эти действия устроены 
следующим образом: если %•— {<*-х,Аг,..., о1л) - произвольная сис­
тема Гурвица накрытия, то образующей й);, соответствует преобра­
зование 

образующей >̂ соответствует преобразование 
(П) (е£А) -Ц,...,^*) > (<*-«;, .., л г , j . l ) . 
Очевидно, преобразования (I) и (П) задают действие групп G„, и 
G u в множестве S H {*,) всех w -элементных систем Гурвица. 

Рассмотрим отображение jtl : SWC*)—»- &C(+v) . Множество /£'(№) 
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есть в точности множество систем Гурвица накрытия <f при все­
возможных^ выборах вложенных базисов. Из транзитивности действия 
группы Grn в множестве всех систем Гурвица накрытия ф и 
теоремы 3.2.1. немедленно получаем 

3.3.1. Отображение jw/& : SJ&itj/G—* BC(W является би-
екцией. D Аналогично получаем 

3.3.2. Отображение 1И/(хп- SWW/G^ ~*• ВС(») является би-
екцией. D 

Определим действие группы $(/{, в $>}{(%) , относя под­
становке (fe 5d следующее преобразование произвольной системы 
Гурвица 
(Ш) <*,,*»,...,«»>->• {*/,*/, ...,%{), »/=<Г'«;(Г. 
Обозначим через SK(D,<() подмножество множества &Ж(п) , 
состоящее из систем Гурвица подстановок из S(( о паспортом 

D . Из 2.2.1 и 3.2.1 следует ,^что отображения Jih'- S#(I>,<1)-»-
—у BC(D,<t) и $'• S<ff(D,d)—*- BC(D,(i; являются сюрьек-
тивными Si -отображениями. Фактор-отображение u,lSi : , 
$,'К(1>,&)/£&—*-BC(J),A)/Srf. относит классу сопряженных систем 
Гурвица класс гомеоморфных накрытий сферы. Так как преобразова­
ние (Ш) перестановочно с преобразованиями^]!) и (П), то 
(S%(vJ)/M)/&„ = ( $%QA)/$JU= №(Ф&„*& " из 3-зл и 
3.3.2 немедленно получаем следующие теоремы. 

3.3.3_. ТЕОРЕМА. Фактор-отображение jUs/Gr^tSi множества 
SK(b,<!)/&„, х 5(t на множество классов гомеоморфных dl-листных 
разветвленных накрытий сферы с паспортом D является биекпией. D 

3.3.4. ТЕОРЕМА. Фактор-отображение jH/Crn * $d/ множества 
&?((D,<l)/G>t x S^ на множество классов изотопных а-листных 
разветвленных накрытий сферы с паспортом D является биекпией.О 

3.3.5. СЛЕДСТВИЕ. Если два d-листные разветвленные на­
крытия сферы с группой монодромии Sd гомеоморфны (изотопны), 
то они оснащение гомеоморфны (оснащенно изотопны) при любых ос­
нащениях. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть % - система Гурвица, такая что 
< 3£>= 5(t . Достаточно показать, что Qn(7()-(xtl,x S^(7{) , 
т.е. что для произвольного feSd, 7£ е б-^(ЭД) . В силу 3.2.1 
система Гурвица Ж является системой Гурвица оснащенного (t -
листного разветвленного накрытия ip , отвечающей согласованно­
му с естественной ориентацией сферы выбору вложенного базиса 
Н = (<ц,ай,..., Ь п ) . Так как <Ж> = $<Ь , то множество/J (Л 
не пусто, пусть &е £у (<fa . Вложенный базис Н4 = 
(ft CL4CI,0<~ \ ft,... Д"а„Л) одинаково ориентирован с базисом Н 
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Отображение монодромии переводит Н, в систему Гурвица И . О 
3.4. Поднимаемые гомеоморфизмы. Пусть (f: М —•*- $ - раз­

ветвлённое Л-листное накрытие. Гомеоморфизм a: S —*• S назы­
вается поднимаемым относительно накрытия (|) , если найдется 
сохраняющий ориентацию гомеоморфизм f: И —»- М , такой что 
о, • <р = ф о £ . В случае когда (р - оснащенное накрытие с 
оснащением (г,V) , дополнительно требуется, чтобы f- пере­
водил каждую точку из (jT*(ss) в себя. Обозначим через L № t 
и 1-Ы группы изотопических классов гомеоморфизмов сферы, под­
нимаемых относительно оснащенного и неоснащенного накрытия 
(р:Г1-^,Й* . Пусть £t(#)={ w e ( r j w # = Я } и 

3.4.1. УТВЕРЖДЕНИЕ. Группа L M изоморфна группе St (Я) , 
где ?{ - произвольная система Гурвица накрытия (|1 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Теорема 2.2.3 в рассматриваемой ситуации 
может быть сформулирована следующим образом: гомеоморфизм 
ft: $г—•- $>% поднимаем относительно оснащенного накрытия С|> 
тогда и только тогда, когда ft сохраняет ориентацию, £(B<J=Bu> 
ft (7t) = г и fy = fo« j w . Пусть Н - некоторый вложен­

ный базис, которому отвечает система Гурвица % . Рассмотрим 
отображение VH : & № —«- Г№ . Ясно, что VH(St<#)) = L„ , 
и V H / St(9f) '• St<3f?-+-LK , изоморфизм. D 

Обозначим через К нормальную подгруппу группы (J-̂  , 
порожденную элементами %=• (W^WS... W^.,)"*, V%- W<*(W3 ... W„..( )*"*, 
....^«(« l..,w e) { r t(u M...u i t. l|'' M

l...,^ r(« )« l...« M) w . 
Из теоремы Магнуса (см. [8] или [l3j , теорема № 9) следует, 
что группа Qs J К изоморфна группе fla-p изотопических 
классов сохраняющих ориентацию гомеоморфизмов сферы, переводя­
щих множество Bjp в себя. 

3.4.2. УТВЕРЖДЕНИЕ. Группа L № изоморфна группе 
Y ( st(3f)) , где ЭД - произвольная система Гурвица накры­
тия Ч> , и у: Grn—*• Or J К -проекция. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть система Гурвица % отвечает осна­
щению {Ъ,Ъ) и вложенному базису Н накрытия (f . Гомомор­
физм , X '- G-ц. ~-*" (г№ / К после отождествления групп Grn и f^ 
индуцирует гомоморфизм J : <гл —»- M(tp . Рассмотрим подгруппу 
Ь № > 1 группы Уц , состоящую из изотопических классов гомео­

морфизмов сферы, поднимаемых относительно (неоснащенного) накры­
тия Ц) . Ясно, что у С Lн,л|) = L№iv, . С другой стороны, как 
следует из 2.2.1 и 3.5.1, группа L^,* изоморфна группе Ш % ; 
следовательно, Ь л изоморфна группе y(stc3f)) . П 
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Занумеруем точки ветвления накрытия у и рассмотрим естест­
венные гомоморфизмы 7i^Ьи^-*-^, %'-hn-+- S» • Обозначим через эе 
канонический гомоморфизм &№—>-£„, , ядро которого составляют 
крашеные косы. В качестве следствий из 3.4.1 и 3.4.2 получаем: 

3.4.3. Группа Т^Ь*,*) сопряжена в $п группе Mst (#)), 
где 36 -произвольная система Гурвица накрытия q> . о 

3.4.4. Группа ^ Я(Ь №) сопряжена в S w группе %(st(Ж)) > 
где 3£ - произвольная система Гурвица накрытия <р . • 

4. Дополнительные инварианты 

Рассматриваемые здесь инварианты разветвленных накрытий 
сферы ( Аг£ - инвариант и сигнатура) были введены ранее в за­
метке автора [l<0 . 

4.1. Дт^ -инвариант. Рассмотрим & -листное разветвленное 
накрытие if: fl—>-£й , все точки разветвления которого имеют 
нечетный порядок. Построим отображение 0 : Н< (14, 2 )—>- 2» 
следующим образом: пусть простая замкнутая кривая а е М - такой 
представитель класса к е Ц., ( M,2ft) « ч т° Ч>(Я) лВср = 0 и 
самопересечения кривой ф(#) трансверсальны,, тогда Q (я) 
есть число самопересечений кривой ф(«) , взятое по модулю 2. 
Нетрудно убедиться, что 0 - квадратичная форма, ассоциирован­
ная с формой индексов пересечения на 1-1,(14, %%) (т.е. Q(a,+4) = 
= 0 Ш + б ( $ ) + 0,-i , где • обозначает индекс пересечений). 
При известном соответствии (см. И ) межпу такими формами и 
спинорными структурами в М форма 0 отвечает спинорной 
структуре, продолжающей спинорную структуру дополнения М\<Р-1(В.и)> 
которая индуцируется единственной спинорной структурой сферы по­
средством Ср . Пусть СЦ,&,,.. ., Она, 4 в, - симплвктический ба-
зис в Н1С И, 2 Л) (т.е. агй,: = ^ - £ j = 0 и Ц-^= 5ц ). 

Аг£ -инвариант Да^(б) = Б б(а^) 0(6J) формы 0 является 
(единственным) инвариантом спинорной структуры относительно го­
меоморфизмов поверхности М (см.[7] ). Положим Ат£«р)= Аг^(б). 
Ясно, что Ат;ИФ; является инвариантом накрытия относительно 
гомеоморфизмов. 

4.2. Сигнатура. Пусть ф ; 14 —»- 5 1 есть i -листное раз­
ветвленное накрытие с паспортом \ и. И } . Группой монодромии 
такого накрытия в случае связного |"| является знакопеременная 
группа Act (см. 5.1). Обозначим через Д-р множество, состоя­
щее из 3-циклов группы A<t • При i = i и <1=Л множе­
ство A J состоит из двух классов сопряженных в А((, циклов. 

Класс, содержащий цикл (145) , обозначим через Е+ ,ДРУ-
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гой класс - через Е_ . Пусть (Ъ,Ъ) - некоторое оснащение 
накрытия. Рассмотрим подмножества В+/В_ множества В<р , 
полученные следующим образом: точка ветвления х е В + , если 
класс элементарной петли, обходящей эту точку в направлении, со­
гласованном с естественной ориентацией сферы, переводится моно-
дромией в подстановку из E t , в противном случае х е В - . 
Ясно, что разбиение (В+,В_) является инвариантом относительно 
сохраняющих ориентацию автогомеоморфизмов оснащенного накрытия 
Ц) , а упорядоченный набор ( C w C-),, С ± = # В ± является 

инвариантом относительно оснащенных изотопии. Так как С++0_ = № . 
то в качестве инварианта удобно рассматривать разность С +-С- , 
обозначим ее через S"z и назовем целочисленной сигнатурой. Из 
2.2.1 немедленно получаем, что целочисленные сигнатуры, соответ­
ствующие оснащениям сг,Т) и (г, vr) , равны, если подстановка 
т « с и четная, и противоположны по знаку, если она нечетная. 
Следовательно, модуль 1С+-С_| является инвариантом (неосна­
щенного) накрытия у относительно гомеоморфизмов. Заметим, что 
инварианты 6"г и & можно вычислять по системам Гурвица (см. 
[12] ): «*2 = ff'j СК) = С+-Ь_ , где с+ (соответственно С_ ) 
есть число элементов из "Я , принадлежащих Е + (соответствен­
но Е- ), Ц- произвольная система Гурвица оснащенного на­
крытия (р , отвечающая выбору согласованного с естественной 
ориентацией сферы вложенного базиса; г = 04 %) = IС+ - с_| , 
где % - произвольная, система Гурвица накрытия ср 

Сказанное выше допускает естественное обобщение. Множество 
ветвления накрытия tp : М —»- S* с паспортом{w, E(,H>%Ev.,., fcpEP } 
разбивается на подмножества В^ , состоящие из точек типа Е; » 
каждое из множеств Bj, можно разбить в свою очередь на подмно­
жества Bj,...,B- * . состоящие из точек ветвления, одинаково 
ориентированные элементарные петли которых при некотором (а зна­
чит и при любом) оснащении переводятся отображением монодромии 
в подстановки, сопряженные в группе монодромии. Сохраняющие ори­
ентацию автогомеоморфизмы оснащенного накрытия переводят каждое 
В.* в себя..Гомеоморфизмы (неоснащенного) накрытия переводят 

множество {В.* } в себя. Рассмотрим (р вместе с некоторым 
оснащением. Для каждого Е^ упорядочим множество классов сопря­
женных в группе монодромии подстановок типа E-v'. Е\,..., Е*-* 
Рассмотрим соответствующее упорядоченное разбиение множества 

что упорядоченный 
является ин­

вариантом накрытия относительно оснащенных изотопии. Нетрудно 
также показать, что такой набор, рассматриваемый с точностью до 
10 заказ 280 
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естественного действия нормализатора группы монодромии в Sd, , 
является инвариантом (неоснащенного) накрытия относительно изото­
пии, а если каждый класс Е* вместе с подстановкой (Г со­
держит подстановку -<Г" , то инвариантом накрытия относительно 
гомеоморфизмов. 

4.3. Склейка накрытий. Пусть ip. : М 4 — - $ г с v=1,% 
есть К -листные разветвленные накрытия с оснащениями (%i,'Vi) 
и (%,^) , а Я ^ с £ \ В ? , - замкнутые диски, такие что 
% t e 8й^ . Рассмотрим естественную ориентацию сферы и ориентиру­
ем границы дисков как границы дополнений 5*\ Sfj . Удалим из ба­
зы каждого накрытия внутренность, а из накрывающего - полный про­
образ внутренности соответствующего диска. Составим из получив­
шихся накрытий новое, склеив базы и накрывающие по гомеоморфиз­
мам, обращающим естественные ориентации и задающим оснащенный 
гомеоморфизм сокращений этих накрытий на края баз и накрывающих. 
Обозначим накрывающее через М . Отождествив базу нового на­
крытия с 5* > получим накрытие М —»- JS , которое обозначим 
<Р, Ц <рг . Операцию lq будем называть оснащенной склейкой. 

Множество классов оснащенно гомеоморфных накрытий сферы с опера­
цией tj является абелевой полугруппой, единицу которой пред­
ставляет тривиальное накрытие S*iL.S*]l ...Л.^*—•J* . Будем гово­
рить, что накрытие (р является результатом склейки накрытий 
(J и (рА , если <р с некоторым оснащением можно получить 
как оснащенную склейку накрытий (р̂  и Ц)^ , снабженных неко­
торыми оснащениями; в этом случае будем также писать <р= (̂  fc| (̂  
Следующее утверждение очевидно. 

4.3.1. (i) Если («„,,., »м) и (.£,,,,,, £ь) - системы 
Гурвица оснащенных накрытий ф( и (р , отвечающие одинаково 
ориентированным вложенным базисам, то (<*.„,,ям,А,..., Ръ ) 
система Гурвица оснащенного накрытия чр. ̂  ip 

(it) Если ip имеет систему Гурвица (*„..v*w,/,,..., / s ) 
и «< •**••• •'<*!«.= <. <и значит д.д... / 4 = { ), то Ч-^/ц % , 
где Ч>., и Ч^ - накрытия с системами Гурвица (*<>..,, a? M ) 
и (£«,.•• . р<>) (отвечающими одинаково ориентированным вложен­
ным базисам). D 

4.3.2. УТВЕРЖДЕНИЕ. Пусть все точки разветвления накрытия 
q): f] — н S8, имеют нечетный порядок и Я/ - % fcj W^ , тогда 
Aaf<4>) = Aaf«M + H$(%). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть М1 и Г1 - накрывающие поверхности 
накрытий ^ и <Pj, • Ьазис в Ц|(И Z,,) можно выбрать так, 
что он будет состоять из элементов базисов в Hf(P1i>Z;t,) и 
Н ^ ( М Л , 2 ^ } , и, кроме того, еще из некоторого числа элементов 
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<Ц, 6f,.,., Лк, •б к » таких что представителями 0>ц...,(Ьк яв­
ляются компоненты прообраза окружности в S* , получившейся в 
результате склейки из границ удаленных дисков. Очевидно, 
0(<Ц) = 0. D 

4.3.3. УТВЕЩЕНИЕ. Пусть q>. : fy—S* с i=f,H есть 
i -листинге, А/ £ Н , разветвленные оснащенные накрытия, все 

точки ветвления которых - точки типа [з] ; тогда SJ, ((J), tj уя) = 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть #,= (««,...,«») и ЯЯ=(/„...,.М•-
системы Гурвица накрытий Ц11 и <pv , отвечающие естественной 
ориентации сферы S* . Тогда последовательность подстановок 
•}{ = (<*,,,,,, а т; fa,. •< , j39) является системой Гурвица на­
крытия Ч>( Ц % • Имеем 

5. Канонические системы Гурвица 

Здесь приводятся результаты классификации систем Гурвица с 
точностью до действия групп Ccn>Gr х $, и & № х SJ 

5.1. ТЕОРЕМА. Пусть %- транзитивная система Гурвица 
подстановок группы SJ С паспортом { К ВД} .^Тогда 
%*Л-\, <Ж>= А<(, , множества Q^ x S^(Ж) и fr^S^CTf) 
совпадают и с точностью до действия группы &„, * Set система 
Гурвица "И имеет вид: 

а) при А-Ь 
(1) 1 К(|Л 3), ИИ 4 Зй)] с K S W , W.-K=6"(^); 

б) при d= 4 
(2) { KCI %Ъ), 3 <Af3 ) \ ПРИ 8-(^)=и-, 
(з) {ки%Ъ), тазг),(гчз),азч)} с к<^, т-к=б-(^>, 

или 
(4) { K ( U } ) , (13*), U43),UH)} с к < т + & ; тЛ-к = «*<3£); 

с) при четном (i> ̂  

K = w при И/ четном и <= ин-3 при It нечетном 
или 

к =W-1 при и- нечетном и к= кн + Яг при п четном; 
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при нечетном Qt>l\ 
(7){К(1Щт,ЦЩ(ЧЪ5),(3HS),(65%(96V,...,(U,b,-%,i\l4rt,i-i,i)} 

к=м при и. четном и к= и*+3 при нечетном, 
"ИЛИ 

m=K+i при и- нечетном и к= w»*fc при п четном. п 

5.2. СЛЕДСТВИЕ. Пусть Ь-3 или 4=4 и Ж пробега­
ет множество систем Гурвица с паспортом |и [ з ]} • Тогда Р(ЭД. 
пробегает множество 

О, 0>, \%,..., fc[«/&] при ^ четном, 
5 , 9 , ^ , . . . , 6 Dnt3)/&]-3 при и, нечетном, п 

5.3. ТЕОРЕМА. С точностью до действия группы Gr транзи­
тивная система Гурвица % подстановок из £<{, с паспортом 
{ к М , S[з] } единственна и имеет следующий канонический 
вид: 

а) при s = 1 

(9) ioit),u%),(%s), ас-и+чн*ък%т,...,ил-1Л)}, 
б) при i=i и S > 1 

(10) {"ИШ;, <1Ш*;, к<ЯЗ)}, 
в) при (i>3 и S > 1 

если -%-< d-3 ; «lA=(i--^ четное и «•*#$ * 2«t-A 5 

если -?-<А-3 и i ~ i - -^ нечетное; 

( I3)H(f»3)^(« j j F (K-U+MJU.JKW,. . . , Я«М,<И , 
если - f - » d - 3 , 

В (10) - (13) г=<? при s четном и \ - о + Ь при s не­
четном. 
{1А) {м%),(\нь)л%ь,\),(5НМ5о,),..., W- iAr-% Л'и 

d'-г, i'-iAr); *Ы',<&«,..,,*<iM,rf>b 
если к+Js = X,(t— и s нечетное. D . 
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5.4. СЛЕДСТВИЕ. Транзитивная система Гурвица подстановок из 
Sfo с паспортом { К [X], i M 1 существует тогда и только 

тогда, когда к четное и выполнено неравенство k+#s > %d-fr.a 

5.5. ТЕОРЕМА. Пусть % - система Гурвица подстановок из 
U с паспортом fl = I k Ш , ft, Е,, % Ег, • • • > ир Ер } • ТогДа е с л й 

< $ > = Ц и к^-ЯЛ-г-шасс {J р Е ( ^ - 0 | Е е З Ь то ^ с 
точностью до действия группы G- определяется паспортом и име­
ет следующий вид: 

6. Классификационные результаты 

В этом пункте классификационные результаты, анонсированные 
автором в [12] , выводятся из результатов предыдущего пункта. 
Кроме того, для накрытий, классификация которых проведена, ре­
шается задача нахождения всех перестановок точек ветвления, ин­
дуцированных поднимаемыми в накрывающее гомеоморфизмами сферы. 

6.1. ТЕОРЕМА. Связное разветвленное накрытие сферы, имею­
щее точки ветвления только типов [2] и [з] , в случае, когда 
число точек типа [2] отлично от нуля, определяется с точностью 
до гомеоморфизма числом листов d , числом к точек типа \z] 
и числом S точек типа [з] . Набор инвариантов (k, s, А/) тог­
да и только тогда реализуется накрытием, удовлетворяющим услови­
ям теоремы, когда к четное и выполнено неравенство k+%s?%<l-b. 

Утверждение теоремы является прямым следствием теорем 
3.3.3 и 5.3. . 

6.2. ТЕОРЕМА. Каждое связное <t -листное разветвленное на­
крытие сферы S* , имеющее и точек ветвления типа [з] и 
не имеющее точек ветвления других типов, с точностью до гомео­
морфизма определяется: парой (и, <П при Я=3 ; тройкой 
(И,^, Aifj при i=t ; парой (и, Да*) при к>4 . 

Инварианты п, v, Ат.£ принимают при этом любые значения, 
удовлетворяющие следующим ограничениям: Нг> d-i ', 

О, 6,1&,... , б [к/б] при и- четном, 
i, 9, iS,.., , 6[(И+3)/б]- 3 при П нечетном; 

(О и j при и,>i-i , 
Ift та& % при и-=4-< • 
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Доказательство см. 6.4. 
СЛЕДСТВИЕ. Пусть связное Л-листное разветвленное накры­

тие сферы S* имеет И- точек ветвления типа [з] , и не 
имеет точек ветвления других типов. Тогда: 

1) при (1=3 с точностью до гомеоморфизма существует 
ровно [ОИ'+д+3(--'Ои7^2 накрытий. В частности, при 

%£п < 5 и п = 1 накрытие единственно; 
2) при & = Ч и и > 3 с точностью до гомеоморфизма 

существует ровно %£(%nti + 3H)n/lil накрытий. При 
и.=3 накрытие единственно; 

3) при d > Ч с точностью до гомеоморфизма существует 
ровно два накрытия при П>&-1 и ровно одно накрытие 
при « = <t-f . a 

Разветвленное (t-листное накрытие ^: П Л S*JL8lJJ..„l5*-*-S*' 
назовем элементарным, если И - сфера S* или тор Т* , 
множество точек разветвления содержится в f"f , все точки 
ветвления имеют тип [з] и их число | Вц)| не превосходит 
четырех, число (ИИ) листов сужения Ф| м •' П—>- S* также 
не больше четырех. Такому накрытию отвечает четверка инвариантов 
(|В(Й|, Л(П), /Wf, б") • Заметим, что уже первые три инварианта 
определяют элементарное накрытие с точностью до гомеоморфизма. 

6.3. ТЕОРЕМА. Любое d -листное накрытие Ц: М — * - S * , 
имеющее точки ветвления только типа [з] , является результатом 
склейки элементарных d-листных накрытий следующих четырех 
типов: 

с инвариантами (Z,3,0,0)f 

с инвариантами (if3}1,5), 
с инвариантами- (3,^,0, 3), 
с инвариантами { 4 , ^ , i , 0 ) . 

При этом если d=$ , то <f = l|/, Ц •• • 4 % Ц % Ц ... Ц % ; 
если <|> связное и (t = /f , то (|)= ^ ^.„ЦШ Ц^Ь) .„tj^ijIlA 
с i = J, t ; 
если Ч) связное и ( t?4 , то ср = ^ t j . . . Ц ^ t( *f ^ с 
UX,M . 

Обозначим через ВчФ) множество, состоящее из ф с раз­
личными оснащениями. 3 качестве следствия из теоремы б.З немед­
ленно получаем, что множество { ft( % ) , ^ ^ % ) , В(Ф5), Т? СФч-) 
представляет минимальный набор образующих полугруппы классов 
оснащенно гомеоморфных w-листных, А > 3 , накрытий сферы, 

%• 
к 
% 
1 

Ь*1 S*Jl-. 
: T l I S * I . , 
: S * l 8 * 1 . 

: T * J L S * 1 . 

. 1 S * — - S* 
. . 1 S 1 - ^ - S* 
.. JL **—— S* 

„is*—*- s* 
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все точки ветвления которых имеют тип [з] . При &=& такой 
минимальный набор представляет множество (1{,((Ц), И'СЧ'ц)} 

6.4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 6.3 и 6.2. Нетрудно видеть, что 
каждая каноническая система Гурвица, указанная в формулировке 
теоремы 5.1, допускает разбиение на "элементарные" подсистемы 
Гурвица. Эти элементарные системы Гурвица суть (с точностью до 
сопряжения) следующие четыре: \{Щ),(Щ)}; | 3 ( Ш ) } ; {(131/), 

ичз),(mil; Цпь),№),1т),(т)} . ясно, что они 
определяют различные классы гомеоморфных разветвленных (* -лист-
ных накрытий сферы. Пусть %, Ул> %, Уц - некоторые пред­
ставители этих классов. Очевидно, это элементарные накрытия 
^ : 14; 1 S* 1., , JL S*-*- S* . Известная формула Римана-Гурвица 
дает следующие значения эйлеровых характеристик поверхностей 
П* : * ( М ( ) = М < М * ) = 0, ;<М,> = * , И Л , ) - 0 • Очевидно, 
Подсчет A*v^ -инвариантов дает следующие значения: Д'Т'Л % | = 
= Ali(4'j) = 0, At;M1V = Atf(!^) = 1.Таким образом, накрытия 
ф.,.,., ij/jj есть в точности указанные в 6.3 элементарные 
накрытия. Утверждение теоремы 6.3,немедленно следует из того, 
что каждое разветвленное накрытие имеет систему Гурвица одного 
из указанных в 5.1 видов и утверждения 4.3.1. 

Докажем теорему 6.2. Пусть % - некоторая система Гурви­
ца, (р - некоторое накрытие из определяемого системой Гурвица 
класса оснащенных накрытий. Положим /W;F($) = hlf-tty) 
Из общих классификационных теорем (см. 3.3) следует, что 
At-fC30) является инвариантом системы Гурвица % относитель­
но действий групп (Ĵ ,, G-^ , 
Пользуясь теоремой 6.3 и утверждениями 4.3.1, 4.3.2, можно вы­
числить A*t-£ -инварианты указанных в формулировке теоремы 5.1 
канонических систем Гурвица. После этого вычисления оказывается, 
что система Гурвица "$ подстановок из £& с паспортом 
| ИГЗ]] определяется (с точностью до действия группы 
О* * &А ^ сигнатурой &<.%) при ^ = 3 , парой инвариан­
тов S'i'H)) Ат>$(%) при Л=4 и A^J—инвариантом при 
Л > 4- ; теорема 6.2 оказывается, таким образом, простой ин­

терпретацией (см. 3.3.3) этого факта. D 
Связное разветвленное накрытие ф: И —»- £* назовем 

разложимым, если его можно представить как композицию М-* И -+S 
неоднолистных разветвленных накрытий. Нетрудно показать, что 
й/-листное накрытие Ф : M->-S неразложимо тогда и только 

тогда, когда элементы системы Гурвица накрытия порождают прими-
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тивную подгруппу (см. [il] ) группы Si • Ясно, что накрытие 
с простым числом листов неразложимо. Но уже при А = ̂  сущест­
вуют как разложимые, так и неразложимые накрытия с одинаковым 
паспортом ветвления, например, накрытия с паспортом ^[#], ВД, 
[*0> М } • ^сли накрытие имеет точку разветвления простого 
порядка, большего &/% , то оно неразложимо. Всякое накрытие 
с паспортом { к £%}, ь [з] } , К > 0 или с паспортом [ и<[3] ] 
неразложимо, так как в первом случае группа монодромии есть вся 
симметрическая группа S^ , а во втором случае она совпадает 
со знакопеременной группой А <( . Следующая теорема является 
усилением теоремы 4 из \_IZ] . 

6.5. ТЕОРЕМА. Пусть <J>; ft-»-^ -связное i -листное не­
разложимое накрытие, К - число точек ветвления типа [2] . 
Если KZ-Xi-Jz-Miin \ £ (<({,-'() I х е В ф } . то накрытие 
определяется с точностью до гомеоморфизма числом листов и пас­
портом ветвления. 

Утверждение теоремы прямо следует из теорем 3.3.3 и 5.5. п 
Результаты, эквивалентные специальному случав теоремы 6.5 с 
Б={к[г],Е}, были получены независимо Берштейном, Едмондсоном 
[4] и СМ.Натанзоном [14]. 

ЗАМЕЧАНИЕ. В рассмотренных здесь ситуациях различие между 
топологической и изотопической классификациями несущественно, 
гомеоморфные накрытия изотопны. 

Пустьf:M—*5 - разветвленное накрытие. Перестановкой мно­
жества ветвленияБ>(|=(хА,хг,..,хя)накрытия ^ будем называть биективное 
отображение T'.bvf — - Ъ у , такое что Е (Н) = Е (Т(х,,)) . 

6.6. ТЕОРЕМА. ( И Пусть >Р - накрытие, удовлетворяющее усло­
виям теоремы 6.1. Тогда всякая перестановка точек множества вет­
вления реализуется поднимаемым гомеоморфизмом сферы. 

(<-̂ ) Пусть Ц1 есть & -листное накрытие, удовлетворяющее 
условиям теоремы 6.2. Тогда при а >к любая перестановка множест­
ва ветвления реализуется поднимаемым гомеоморфизмом, при а = 5 
и A =h перестановка T-.bif—*Ъ^ реализуется поднимаемым гомео­
морфизмом тогда и только тогда, когда Т({Е>+,В_}) = { Е>+, В-} . 

(til) Пусть ^ -накрытие, удовлетворяющее условиям теоремы 
6.5. Тогда всякая перестановка точек множества ветвления реали­
зуется поднимаемым гомеоморфизмом. 

*' по поводу усиления частного случая этой теоремы с 
D = { K [ 2 ] , E } см. С.М.Натанзон [14]. 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть %- каноническая система Гурвица 
рассматриваемого накрытия. Заметим, что во всех случаях подстано­
вки одинакового типа расположены в $ рядом. В силу 3.4.2 до­
статочно показать, что для каждой пары {&\,,Х{^ ^ подста­
новок одинакового типа (и принадлежащих к одному классу сопря­
женных элементов в случае (ii), &=3,Ь ) найдется элемент 
Wi eG- № , такой что W; «ff = % и -Х(Щ) - (\, м-Ое Sn 

Случай (iio . Рассмотрим все типичные случаи расположе­
ния 3 -циклов в % и выпишем соответствующие им ы± : 
1. (ПЬ),(ПЬ) 

(<Н , «i ) *Ч = Wi , 
2. И Ш , C/MJ Ч = «? , 
3. < Ш ) , (Ш) W; = to? , 
4. U H b (Я6) W;= «of, 
5. U3«, (fW «;= W?, 
6. - ( Ш ) , <Ш>, (JJW Wi- W.+/ w. « £ w. ̂  , 

7. ( Ш ) , (546), ( W ) W;= «£ w i W^ M. wr , 

8. (U 3 f\ («V), (W) «i = «£, «4 (J/ , u). w/, , 
i-3 + i-fc i-( i i + < *"' *"' 

9. И И ) , [1Mb), (%ЬЦ), (H3S), MS) 
w; - 4-e «•-* «£, w* w-H w* « Й < < 3 , 

10. ( Ш ) , (fIJj, (»W, ( Ш ) 

i. 4-t-f t+l i+3 

11. ( Ш ) , U43J, С 23^J, (ЦЪ5) 

Si = w*+, «1,* ы ы s < , <„, w;1̂  , 
12. ^ = (.... Cf»S),(f»*J, А, ( 4 Ш , (SHIP),,,. ) 

4 s W ~ 4 ( W j w H Wj W[+ , W > где Ы=П(ИКЫМ;, 
i3. #=(...,<f*w, (13*), A, U M M W ) , («« ) , . . . ) 

3 i = W"1KWivWb' " H "*"* " * ^ W H U * « ? W ' 
где W = П ( Wk Wk+< ) . 

Таким образом, при i У 'ь для каждой пары ( * i ; * i + 1 ) эле-
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ментов из % имеется а£« (г^. Пусть &=$ или <t=4 • Покажем, 
что группа 9t-(St(^) изоморфна группе S ^ * S*_ , где и<± 
есть число подстановок из Ж , содержащихся в одном из двух клас­
сов сопряженных в Aj(, 3-циклов или эквивалентно п± есть число 
элементов множества Б ± . Упомянутые классы суть {(Ш)} и 

Нш)} при (i=3 * {u%i),iw),uw,(m)}, {(M),uxw> 
( Ш ) , ( Ш ) } ПР И ^-^ • Если система Гурвица "% имеет вид (I), 
(2) или (4), то утверждение немедленно следует из I, 2, 3. Если 
% имеет вид (3), то она (ги-эквивалентна системе Гурвица 
{ ( Ш ) , к(1М), ЫШ)Л%Н)} и следовательно утверждение также 
справедливо. Осталось заметить, что если и.+ = Н- (т.е. &= 0 ), 
то после сопряжения системы Гурвица на (%Ь)^ S^ элементы одно­
го класса сопряженных подстановок переходят в элементы другого 
класса и, следовательно, реализуется любая подстановка $;Вц—-
-+Вф. такая что S(B*J = В_ , S(B_) = B + 

Случай (ij . Рассмотрим пару (cfy, а^+1 ) стоящих ря­
дом подстановок одного типа из канонической системы Гурвица на­
крытия. Если #{,#{+< транспозиции, то Wj = W{, в слу­
чае а^ = & i + ) и ы̂ , = W* в случае "Ц* oci+f 
Пусть *i , *̂ ,+1 _ 3-Циклы. Если 2f имеет вид .(14) или 
вид (II), (12) при 4 - % > Н- , то существование wij, сле­
дует из (it) . Остается рассмотреть лишь случаи, когда Ж 
имеет вид (10) и вид (13) при I --£• = 4 , а ( fl^, а^+<) = 
= ((1Щ((Ш,) или((5Я^), ( Ш ) } • Нахождение соответству­
ющих й | не составляет большого труда. 

Случай (iHj . Пусть (Л^оС^) - пара стоящих рядом 
подстановок одного типа из системы Гурвица (15) накрытия. Если 

ai" *i+l - не транспозиции, то 0Ц =«$.,., и й 4 = о)^ 
Пусть ( Xi, *j,+1) - пара транспозиций. Нетрудно видеть, что 
найдется коса w e Gn (возможно, тривиальная), такая что 
{•••,Щ, «ыг'Ои-!,,,,^,»^,,,,) и транспозиции «i,Xi+1 
либо совпадают, либо их произведение есть 3-цикл; в первом 
случае оо̂  = W"1 со» со , во втором случае сО|= W"'co-3w . П 

Пусть ф: П —• £ - связное разветвленное накрытие с три­
виальной группой автоморфизмов. Обозначим через b((f) группу 
изотопических классов гомеоморфизмов сферы, поднимаемых до го­
меоморфизма М — * • И накрывающей поверхности, через 1Чй/р(М) -
группу изотопических классов гомеоморфизмов поверхности М , 
через ^ р : Ь(ф) —*~ l4flf>(M) - естественный гомоморфизм. 
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6.6. ТЕОРЕМА. Пусть <р: М —*- S* - связное & -листное раз­
ветвленное накрытие с паспортом [ к[А] , S \%\ \ . Тогда 
если K+Hs = %&/-% или s< 4--3 , то гомоморфизм 
fq ' L((pJ —*-Мор С Ml определен и является эпиморфизмом. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если K + U = М - Д , то накрывающая по­
верхность есть сфера и утверждение теоремы очевидно. Пусть 
S < А - Ъ . 3 этом случае группа монодромии накрытия есть 
Jty , (i ̂  3 , и, как нетрудно увидеть, группа автоморфизмов 

накрытия тривиальна. Из теоремы 5.3 легко следует, что среди 
систем Гурвица накрытия (|) имеется при S четном система 
Гурвица 

при S нечетном, S H , система Гурвица 

и при s=1 система Гурвица (9). Из 4.3.1 немедленно следу­
ет, что ^~^t # % , где cpf : S*JL ...JiS*—•- S* - разветвлен­
ное накрытие с паспортом { % £з] } при s > f и с паспортом 
Ц Я , * С Ш при s = 1 ; ф % : s*il...JLS*U (Ч-+ S* -
разветвленное накрытие с паспортом { к[%]} при s > f 
и с паспортом {(К-Я)М} при s = 1 , поверхность М 
гомеоморфна поверхности П . Отождествим И с И и рас­
смотрим сужение if = %\м ', М—«-£*• Так как <р - простое на­
крытие с числом листов ft-S?3 » то (см. [ю] )Уф(Ь(ф)) = 
= Парсfb« Следовательно fy(Li(ф))=Г1лр(И) • П 

Литература 

U L u r o i b J. Note uber Verzweigungsachnitte und Quersch-
nitte in einer Riemann'schen Plaohe. - Math.Arm», 1871, 4, 
181-184. 

2. C l e b s c h A. Zur Theorie der Riemann'schen Flaohen. -
Math.Ann., 1873, 6, 216-230. 

3. H u r w i t z A. tlber Riemann'sche Flachen mit gegebenen 
verzweigungspunkten. - Math.Ann., 1891» 39, 1-60. 

4 . B e r s t e i n I., Edmonds A.L. On the classification of 
generic branched coverings of surfaces. - Illinois J.Math., 
1984, 28, 64-82. 

5. S k о r a R. Maps between surfaces. - Trans.Amer.Math.Soc, 
1985, 291, N 2, 669-679. 

155 



6. G a b a i D., K a z e r W.H. The classification of maps 
of surfaces. - Bull.Amer.Math.Soc., 1986, 14, N 2, 283-286. 

7. J o h n s o n D. Spin structure and quadratic forms on sur­
faces. - Journ.London Math.Soc, 1980, 22, N 2, 365-373. 

8. Ы a g n u s W. Uber automorphismen von Fundamental-gruppen 
berandeter Flachen. - Math.Ann., 1934, 109, 617-646. 

9. В i r m a n J. Braids, Links, and Mapping Class Groups. -
Ann. of Math.Studies, 1974, v.82. 

10. Berstein I., Edmonds A.L. On the construction of branched co­
verings of low-dimentional manifolds. - Trans.Amer.Math.Soc., 
1979, 247, 87-124. 

11. К у р о ш А.Г. Теория групп, 3-е изд., M., 1967. 
12. П р о т о п о п о в А.Н. Гомеоморфизмы разветвленных нак­

рытий двумерной сферы. - ДАН, 1986, 290, ® 4, 792-795. 
13. М а г н у с В., К а р р а с А., С о л и т э р Д. Комби­

наторная теория групп., М., 1974. 
14. Н а т а н з о н СМ. Вещественные мероморфные функции на 

вещественных алгебраических кривых. - ДАН СССР, 1987, 297, 
№ I, 40-43. 

Protopopov А.Ы. Topological classification of branched coverings 
of the two-dimensional sphere. 

The paper is devoted to the following questions: 1) what 
coverings of 2-sphere besides the simple ones are determined by 
the obvious invariants (number of sheets, number of branch points 
and types of the branch points), 2) when the set of obvious in­
variants can be augmented by simple combinatorial invariants so 
that the resultant set determines the covering up to homeomorp-
hism. In some cases such additional invariants (Arf-invariant 
and signature) have been constructed by the author. To prove the 
result, a reduction of the classification problem of branched 
coverings of 2-sphere to some combinatorial problem which is es­
sentially due to Hurwitz, is developed. 
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