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Résolution algorithmique des problémes réguliers
de Poincaré et de Riemann.

(Mémoire premier: Le probleme de Poincaré, concernant la construction d’un
groupe de monodromie d'un systéme donné d’équations différentielles
linéaires aux intégrales réguliéres).

Par M. J. ‘A. Lappo-Danilevski (Léningrad).
L.

§ 1. Fixons m points a; (j=1, 2,...m) & distance finie sur le plan
de la variable complexe x et tragons m coupures (aj. o), joignant ces
points au point a linfini.

Désignons par:

— 1], —_— () P
U=l | et V=1 | (=1, 2...m)

deux systémes de substitutions linéaires du dégré n, dont les coefficients
ui’l) et "’1(31) (k, I=1, 2,...n) sont independants de x. Nommons
»matrice réguliére, admettant les substitutions diffé-

rentielles U] et les substitutions intégrales V, en
points singuliers respectivement a;“, toute matrice

Y ()= llg,, 01l

formée de n? fonctions analytiques y,,(x), satistaisant aux conditions

suivantes.
1°. Y (x) représente une matrice intégrale du systéme d’équations
différentielles linéaires aux singularités réguliéres:

QY
™ &= 2ima

=1

2°. Les valeurs des fonctions y,, (x) sur le bord positif et négatif
de toute coupure (a; ) *) sont lices par les rélations:

—~ +
(2) Y (x)= V,-Y (x).
*) En suivant la coupure (@; oo) du point a; a l'infini on ale bord positif
du c6té gauche. ’
*iar. C-3a, 1. iL 3. 1 {1228,

Kypr. Neanmrp. Dus-2at.
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‘Les deux problémes fondamentaux de la théorie des matrices régu-
li¢res sont:

A) Le probléme de Poincaré, concernant la détermination
des matrices régulitres et des systémes correspondant des
substitutions intégrales, les substitutions différentielles, ainsi
que la configuration des points singuliers étant supposées
données.

B) Le probléme de Riemann, concernant la détermination
des matrices reguliéres et des systémes correspondant des
substitutions différentielles, les substitutions intégrales ainsi
que la configuration des points singuliers étant suposées
données.

_§ 2. Le groupe dérivé des substitutions intégrales V, étant un groupe

de monodromie du systéme d’équations (1), la résolution du probléme (A)
nous fournit évidemment la résolution du probléme sur la déter-
mination d’'un groupe de monodromie d’un systtme donné (1). Ce pro-
bléme a été traité dans toute sa généralité le premiére fois par Henri
Poincaré dans son mémoire célebre: ,Sur les groupes d’équations
linéaires“ *). )

L’éminent géométre a établi, que les coefficients 'vij sont les fon-

.ctions entiéres des coefficients uyl), mais sans donner les expressions

explicites de ces fonctions. Ses recherches, ainsi que celles de Mittag-
Leffler *) concernent plutét la détermination des invariants des
groupes d’équations’ linéaires dont les coefficients sont des fonctions
algébriques (Poincaré), ou des fonctions analytiques uniformes, ne pos-
sédant qu'un nombre fini de points singuliers dans toutes portion finie

du plan de la variable complexe (Mittag-Leffler). Les expressions
analytiques des coefficients vi’l) , mettant en évidence le -caractére

de leur dépendance des coefficients u(kjl), ainsi que de la configuration
des points singuliers a, manquaient encore. Ces expressions, ainsi que

les expressions analogues pour les matrices régulieres correspondant se
trouvent établies dans le troisitme chapitre de ce mémoire (**¥). Elles
constituent la résolution algorithmique du probléme régulier de Poin-
caré. Le deuxiéme chapitre présente un examem préliminaire des fon-
ctions analytiques des substitutions linéaires, ce qui est indispensable
pour fonder la théorie algorithmique des matrices régulieres ***¥),

*) Acta Mathematica (1884) t. 4, p. 201; (Euvres; (1916), t. II; p. 306.
##*) Acta Mathematica (1891), t. 15, p. 1.

#%%) Les résultats principaux, concernant la résolution algorithmique du
probléme régulier de Poinecaré ont été énoncés dans notre Note: C. R. (1927)
t.-185; p. 439. Voir aussi notre mémoire: , Théorie algorithmique des oorps de

iemann; Recueil mathématique de Moscou; (1927); t. 34 fascic. 2; pp. 113—148.

*#¥¥) Cette méthode de linvestigation fournit, outre cela, la résolution
algorithmique du probléme de Poincaré pour systtmes d’équations différen-
tielles linéaires & coefficients rationnels arbitraires (Voir notre Note: C, R. (1928)

1. 186, 5. 2a2).
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§ 3. Le probléme (B) se reduit évidemment au probléme bien connu
de Riemann sur la construction de matrices réguliéres et d’équations.
linéaires correspondant, admettant un groupe de monodromie donné.
Le fait d’existence des solutions du probléme de Riemann
a été etabli par M. M. Hilbert *), Plemelj **), Birkhoff **%),
Garnier ) et Schlesinger *™**), dlailleurs le cas général
n’a été truité que par M. M. Plemelj et Birkhoff. Ces deux
géométres démontrent d’abord I'existence des solutions d’un probléme
altéré, en considérant un systéme des coupures, liant consécutivement
les points singuliers par une courbe fermée et en supposant, que les
coefficients des substitutions données sont les fonctions des points.
de cette courbe, admettant les dérivées continues A 'aide d’un certain:
systtme des fonctions non analytiques ils demontrent ensuite,
que lexistence des solutions du probléme altéré entraine Iexistence
des solutions du probléme propre de Riemann. Cette méthode ne
peut donner ancun algorithme analytique pour resoudre le probléme
de Riemann, d’ailleurs elle ne nous apprend rien sur le caractére de
la dépendance des matrices cherchées des substitutions et de la confi-
guration des points singuliers données. Outre cela, la méthode indiquée
ne donne aucun renseignement sur la nature de I'indétermination d’une.
matrice reguliére, ‘satisfaisant aux conditions du probléme. -

En considérant le probléme (B), comme un probléme inverse par
rapport au probléme (A), nous établirons dans le mémoire suivant les:
expressions analytiques explicites de, toutes les matrices réguliéres cher-
chées et des subtitutions différentielles correspondants, mettant complé-
tement en évidence le caractére de leur dépendance des substitutions.
intégrales et de la configuration des points singuliers. Ces expressions.

donneront ainsi la résolution algorithmique du probléme régulier de Rie~
mann FREEER)

IL.

§ 4. Les éléments donnés ainsi que les éléments cherchés des pro-
blémes de Poincaré et de Rie mann étant des substitutions linéaires.
du dégré fixe n, c’est la notion de la rélation fonctionnelle dans le do-

*)' Gott. Nachr. (1905) S. 307: ,Grundziige einer allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen® (1912). S. 8I.
#*) Monatshefte fiir Math. und Physik; (1908) Bd. 19; S. 211.
#%*¥) Proc. of the Amer. Academy of arts and sciences; (1913); t. 49, p. 52I.
###%) C, R. (1925); t. 181; p. 1046.

###%%) Crelles Journ. (1905). Bd. 129, p. 287 Bd. 130, p. 26; Math. Ann.
Bd. 63; p. 273; Acta Mathem. t. 31. ,Einfithrung in die Theorie der gewGhnlichen
Differentialceichungen auf funktionentheoretischer Grundlage“ (1923). S. 3orI.
##%#%) Dans le cas, ou les substitutions intégrales se trouvent dans un certain
voisinage de la substitution identique, les expressions analytiques, donnant la.
résolution algorithmique du probléme de Riemann ont été établis dans notre
Note: C. R. (1927) t. 185, p. 528, et dans notre mémoire déjé cité.

Les résultats principaux concernant le cas général ont été enoncés dans notre:

Note. C. R. (1927), t. 185, p. 1181.
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maine des substitutions linéaires, qui fournit le fondement logique de
'analyse des problémes considerés.
Chaque substitution linéaire

X={X |,

sera traitée comme un systéme de n? ,éléments { X}, (k, =1, 2,...,n),
qui sont des nombres complexes. La substitution, dont les éléments
| { X1, | sont respectivement les modules des éléments de la substi-
tution X, sera désignée par | X |. 4 et B étant des substitutions aux
éléments: {4}, =a; {A},=o0 (k£1); |B|,={B},=>b, nous
écrirons pour abréger: A= gq; =& *). Les n? rélations:
| $ X1, ] <11Y}, | seront considérées comme équivalentes a une
seule rélation | X | << | Y| . Les définitions usuelles des opérations

rationnelles dans le domaine des substitutions linéaires du dégré n sont
présentées par les formules:

FXEY Ly =1 X Ly ==Y b 1 V= DX, - 1 Y5

s=1
LR -1, _ le(X)' .
\'Y)Ikl—{X }kl—-m, k, I———I, 2...n,

N

ou, dans le dernier cas, le déterminant D (X) de la substitution X est
destinct de zéro et D, (X) est le complément algébrique de D (X).

[ee]
Les n’ séries: E { X, {,=1X], étant convergentes, nous dirons

v=1 .

oo
que la série des substitutions: E X,— X est aussi convergente et a
v=1
pour somme la substitution X.

Désignons par ao, & . . (ji,jase--f, =1, 2...m; V=1,2,3,.. J)
des constantes numériques, par X;, X;...X des substitutions aux élé-
ments variables, par X?, Xg,. . .X?n des substitutions aux éléments fixes

,2...m)
| v , . .
et par des sommes de m termes, qu'on obtient en faisant par-
JuJa-e-Jy
courir indépendamment aux indices ji, j;,...j, les valeurs 1, 2,...m.
Les n* séries:

(3) {F (X1, Xopo oo X)), =
o (1,2...m)
=+ D) DX —XD 4 —XD X=X
=1 jy, Jaeedy
#) Pour la substitution identique nous conservons parfois la notation usuelle:
I, de sorte que § 1}, = 1; {I{;, =0 (k£ )
Kypuanr. 7



98 J. A. Lappo-Danilevski

sont ainsi des séries, ordonnées suivant les puissances des binomes:
§ XAy — XU G=1. 2,...m; k, I=1, 2,...n). Sicesséries représen-
tent les n? fonctlons (F (X1, X,,. .. X )}, de mn® variables complexes
{X]§ o holomorphes dans un voisinage:

m

D =X | <

Jj=1
du point { X0}, dans Pespace de mpz dimensions,. nous dirons que la
série des compositions:

@ F & X X)=

o (1,2....m)
— X0 Yo
=0+ 20 2 KD K XKD s,
v=1 jy Jja.:

représente une fonction F (Xl, X,,...Xm) de m substitutions Xj, X... X,
holomorphe dans le voisinage

) Dx—x21<llell

=1
du systéme des substitutions X?, XJ,... X°. *) Siles fonctions (3) sont
entiéres ou méromorphes par rapport aux variables {X] - {,; 1a fonction (4)
sera dite réspectivement entiére ou méromorphe. Donc, la notion d’une
fonction holomorphe de m substitutions variables du dégré n se réduit

a la notion d’un systtme de n’ fonctions holomorphes de mn® variables
numeriques, dont les développements en séries des puissances sont

de la forme (3) **).

§ 5. Les coefficients a. . .
Judaseeedy

¢évidemment des polynomes des coefficients C ). .. ) --
11

de la série des compositions (4) sont
. ”(1";). .. p‘(:'z
des developpements des fonctions { F (X, X,... X ){,, en séries des
puissances des fXJ% o X;.) } .+ En calculant ces polynomes on établit,
que les égalités: C )..., 1)+ (m)-+-, (m=——0 pour toutes les va-
"3 ¥ an P Fan

leurs des indices entrainent les égalités %y=a , . =0 pour toutes
les valeurs des indices. 1l en resulte I'unicité de la représentation de la
fonction F (X; Xz...X, ), holomorphe dans un domaine (5), par le
série des compositions (4). .

*) Nous prenons le domaine de la convergence sous la forme spéciale (5),
ce qui nous suffira pour la suite.

#*) La notion d'une fonction analytique des substitutions linéaires peut étre
définie d'une fagon beaucoup plus générale. Cette généralisation est, par exemple,
indispensable, si I'on veut traiter ['opération du prolongement analytique. Elle

se réduit au changement des coefficients numériques % ar...j, PAT des substi-
Sy

tutions fixes, a la considération des substitutions iterées et a la généralisation
correspondant de I'opération de la composition.
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En désignant par | @™ | le plus grand des modules % i |
oo

(jy jy-j,= 1,2..m) et en remarquant, que la convergence de la
oo

série 2 n' "l (p—e)" | a® |, ot & est un nombre positif si petit

v=1
4
.que 'on veut, entraine la convergence de la série
o (1.2...m)
0 0 0
. — X0 - — XD ... =X - e
2 2 | X]l ij | | {\’Jz Xh I l ‘X;w_ A,Iv | ] hJa"-JvI'

v=1 j jaurfy

pourvu que les substitutions X; - Xz...X soient dans le domaine (5),
[ee)

on arrive ‘A la conclusion suivante. Si la fonction f (E):E a(v)iv
- v=1

de la variable numérique & est holomorphe dans le cercle | & | < pn,

la fonction des substitutions (4) est holomorphe dans le domaine (5).

Dans le méme domaine on a I'évaluation

6) IF(Xp, Xy ... X)) —a | <

<D U X=X 4 | X — X3 | 4 | X, —X2 1) o]

v=1

§ 6. Les propositions sur le calcul des séries des compositions
sont analogues aux propositions correspondant sur les séries ordinaires
des puissances, sauf quelques singularités algorithmiques concernant la
détermination des coefficients. ce qui vient de l'incommutativité de
'opération de la composition. Ces propositions peuvent étree énoncées
comme il suit:

Lemme I: Si la substitution.

o (1.2...p)
p— Yo __yoO —_VO0) @
Z—27= ) 3 (=Y (V=YD =) By,
v=1 Jjijaudy

est une fonction des substitutions Y3, Y,,... Yp, holomorphe dans un
voisinage du systéme Y9, Y),... Yg, et si les substitutions
Y. — V0=
i j
oo (1, 2,...m)
_ 0 —_x0 X0 o e
—_2 Z ()(11 /Yll) ()(12 Xje)' ' ()(Jv IYIv) a]" Jareedv? J=1, 2. P
v=1j1 700 Ty
sont A leur tour des fonctions des substitutions Xj, X3,...X , holo-
morphe dans un voisinage du systtme X9, XJ...X°, la substitution
Z— ZO est une fonction
oo (1, 2,...m)
Q
70— — 0 —_x0 __x0
z z _E Z (‘Xll Xfx) (Xfa Xfa)' ”(va X.fv) Yjp JaseeJy
v=1 ji, jar-dy
7*
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des substitutions X;, X,...X , holomorphe dans un voisinage du
systeme X9, X),...X°, les coefficients Vi ..., Gtant definis par les
) Gy

formules:
p
— (k)
@ ‘le - Z ait B 1
h =1
3y s
T jan- Tueeesding 1x1+1 xy T
B=1 hhy by 1L <oty g
(Rp)

(7) “ e a]x _1+1 Bh, hy.. hp.’

ou la derniére somme est étendue sur toutes les valeurs entiéres posi-
tives des indices %, %3,...% satisfaisant a l'inégalité indiquée.

p—1
En particulier, si Z=1Y, : Y, on a:
v—1
=S
Ji Jaedy Jieedx Tx 41y
x=1

Si Z est une fonction entiere des Yi, Y,,... Yp’ et si ces derniéres
substitutions sont des fonctions entiéres des X, X,.. X, Z est
de méme entiere comme fonction des Xj, X3,...X .

Lemme II: Si les m substitutions:

a, 2.
Y ~Yi= 2 2 (X —X°) (X,—X?)..
v=1 h]z Jv
(8) (X '—XOV) 1» joeiyd J =1 2eeem

sont des fonctions des substitutions X, Xb,.. X, holomorphes dans
un voisinage du systéme X9, XJ,...X?; et si le déterminant:

1 1 1
a®, o, .. a® w

@ @ (2)
@y, Ay e

(M)
11 2 9%

est distinct de zéro, le systtme d'équations (8) admet un systéme
unique des solutions Xj, Xa,...X , se réduisant a X?, X93,...X) pour

Y, =Y} Y,=VY),...Y =Y, qui sont presentées par les fonctions:

o (1, 2,...m)
— YO — Yo Yo
X—xH=23 X =) =1
v=1ji jaedy
=YD B = e,
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holomorphes dans un voisinage des systéme Y9, Y2....Y% les coeffi-
cients B?) juerrj, Ctant définis par les rélations de récurrence:
1 Jasees Iy

5 A..
() __ i
B ="

0 . B gk
Bju Jares ’jv_ A 2 2 pjl‘"ill pjl,+1"'j12 T

"hI‘ 1 é x1<...<xu__1§v

gk o A
: ij_l—{r—l"'j\a hy, hg,~..hP’ hj’

=
Il
[
>
Il
-
>
ke

ou Ahj est le complément algébrique de.la h-iéme ligne et de la j-éme

colonne dans le déterminant A. La démonstration de ces deux lemmes
est évidénte: on forme les séries des compositions satisfaisant formelle-
ment aux conditions et on établit la convergence en se servant des
propositions analogues de la théorie des fonctions de plusieures variables
complexes.

§ 7. Le calcul des séries des puissances d’une seule substitution X
est complétement analogue au calcul des séries des puissances d’une
variable complexe £, cas l'incommutativité de la composition ne peut
étre patente dans ce cas. *). On démontre ainsi la proposition suivante:
soit G (M, My,-..M,) une fonction entiére des variables numériques

N1, M, - - - M, ; si les m fonctions: ®; &= 2 a&") £ (j=1,2..m) de la
v=0

variable £, holomorphes dans un voisinage du point £=o, ‘identifient la

relation: G (¢ (£), ¢, (), .. .9, (E))=o0, les m fonctions: ®; X)=

= Ea(v’) X' de la substitution X identifient la rélation analogue:

v=0
G(C‘Pl (X)) D2 (A)a s QP,,, ()‘) ) == o. **)

#) Ces séries sont au fond un cas particulier des séries des puissances
d'une quantité complexe formée avee plusieure unités linéairement indepen-
dantes, qui ont été étudiées par M. Weyr. [Bulletin des Sc. math. (1887)
2-me série, t. II; p. 205]. Les séries des puissances d’une matrice du deuxiéme

o0

1
dégré de la forme 2 i X' ont été considérées par M. Schlesinger.
v=0

(+Einfihrung in die Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen auf
functionentheoretischer Grundlage®. 1922, p. 154). Cet auteur en fait quelques
applications a I’étude d'un systéme d’équation différentielles linéaires dans un
voisinage d’un point singiilier.

#*) En vertu du § 5 les fonctions ®; (X) sont holomorphes dans un voisi-

(o]

nage de la substitution nulle. D’ailleurs, pour que la série 2 a, X' soit con-

v=0
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: : 1z . X X t |

‘Les fonctions élémentaires: e¢” ; ¢, IgX, X', ou f est un nombre,
jouent un rdle important dans la suite. Les deux premiéres fonctions
sont définies par les développements entiérs:

(10) eX=E % X' K = M {!—(Xlgt)".
v=20

L
b

Il
(=]

v

Le logarithme: Y'=—IgX sera trait¢é comme I’ensemble de toutes les

substitutions satistaisant & I’¢quation e’ = X. 1 résulte immédiatement
de la proposition indiquée ci-dessus et du § 5, que la branche du loga-
rithme, se réduisant a zéro pour X =1, est une fonction holomorphe

bt v—1
(11) lgX = 3, 0 gy

v=1

dans le voisinage | X—I | << ;

o
-:.—“ de la substitution identique. La fonc-

‘tion X' se trouve définie par la rélation: X'= """, La branche de
cette fonction, se réduisant a I pour X=—1I est une fonction holomorphe

X t(t—1) . . t—v M
x= 2T e
v=0

dans le voisinage indiqué de la substitution identique.

§ 8. Les éléments et les nombres caractéristiques de la substitution
X étant donnée, les éléments des substitutions eX, tX, lgX, X * se calcu-
lent a l'aide d’'un nombre fini d’opération rationnelles, exponentielles et
logarithmiques: Pour le faire voir, considérons une matrice réguliére Y3 (x)
ne possedant qu'un seul point singulier a a distance finie et se
réduisant a la matrice identique pour x==b. Soit U et V la substitution
différentielle et la substitution intégrale de la matrice Y, (x). La substi-

tution U étant donnée, la matrice Y, (x) satisfait au systeme

(12) dYy __ YU
12 dx = x—a
et les développements (10) du § 7 fournissent les représentations:
U
_( x—a . __ 2nU
(13) rw=(5"%); v=="

vergente il faut et il suffit que les nombres caractéristiques de le substitution X
(o]

soient 4 l'interieur du cercle de la convergence de la série E a,t . Cette

v=0
proposition suit immédiatement d'un théoréme de M. Weyr. (op. cit. p. 207)
*) Dans le développement

U o
x—a I v Xx—a
(5=5) =1+ Xarw'5=4u
v=1
on prend les déterminations des logarithmes, se réduisant a zéro pour x == b.
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Supposons que le déterminant caractéristique de la substitution U
n’admet que les diviseurs élémentaires simples: 6 — oy, 6 — a,,. ..,

...,0—0_ et désignons par [0;, G5,...0,] la substitution, dont tous les
éléements sont nuls, sauf les éléments diagonaux, qui sont respectivement
51, ... 6, . En tenant compte de la représentation canonique:

U:fS [01, T2y o v e Un] S-1 ,

et en resolvant le systtme (12) on recoit les représentations cano-
niques:

(=) =s[ () () () ]

2niU 21io 2nio, 2nio —1
e :S[em’, e L., em"]S .

En procédant d’une fason analogue, on démontre, que si le déter-
minant caractéristique de la substitution U admet les diviseurs élémen-
taires:

(6—01)", (6—0o)*,..., (—3)’; ps+p2+ ...+ p,=n,

. e Y . e ge 2riU
les diviseurs élémentaires de la substitution e~ = sont:

_2misy oy, _2mioy \o, __ 2mivg \os
(0—e™ )" (o—e ) (o—e e .

9 e ey

On recoit ainsi les représentations analogues des substitutions

—a \Y :
< :_:) et &Y dans la cas général.

Inversement, si la substitution donnée V admet les diviseurs élémen-
taires:

(0)—‘“)1)91: (0—wp),. .. -(“’—“’s )P’ N + .- +Ps:"r

les diviseurs élémentaires de toutes les déterminations de la substitution

I
z—ﬂlg V sont de la forme:

I P1 I P2 1 Ps
g— —:lg 0, — ; o ——lg 0o,— s |lo——lg o —r
( omi Ig o, rl) ’ ( 2w lg o r,) ! ( 2mi Ig o S) ’

ou par lgo;, Ig @y ...,Igw_sont désignées les valeurs principales des
logarithmes et r,, r3,...r, sont des entiers arbitraires. Si les diviseurs

élementaires de la substitution V sont simples, de sorte que:

V="Tlo,0...0]T",



104 J-A.Lappo-Danilevski.

les représentations canoniques des substitution

— 1 —1
V= TLT Ig‘”+"1’ =8 @gf-r2,. . 'leg“’n_f"’n] T

1 1
lgw,+r s—lgw,+r,

1
—lgV
(x__a_) ZRzLT[ x__a)?,ﬂ:z _x__a>2n:z
b—a - (b—a ’ (b—-a ’

1
x—a 270 lgwp + rn
) ( b—a >

Dans le cas général on recoit les représentations analogues.

Ces considérations mettent complétement en évidence le caractére
de la multiformité du logarithme d’une substitution et donnent en méme
temps la résolution des problémes réguliers de Poincaré et de
Riemann dans le cas élémentaire d’un seul point singulier & distance
finie. La résolution du probléme de Poincaré est présentée par les
formules (13) et celle du probléme de Riemann — par les formules:

1
TR

(14) U= —]gV Y(x)-(x—a>2 .

'Jrl.

2 i b—a

Les expressions (14) représentent évidemment toutes les matrices
reguli¢res, admettant la substitution intégrale V' en point a et se redui-
sant 4 [ pour x =25 et toutes les substitutions différentielles correspon-
dant, pourvu que l'on prenne toutes les déterminations du logarithme.

IIL

§ 9. En abordant la résolution algorithmique du probléme de
Poincaré, nous introduisons Ie syst¢tme des fonctions:
(15) L,(a; a;,

. a, [x)jvjae--j, =1, 2...m; V=1,2,3 ...,

N

définies par les rélations de recurrence:

x—a.;

(16) b(a lx)-——'/’: % H

x

Ly(a;...a;_ |%)
Lb(ajl ceea ajv‘x): f dx,

x=a,
b

ot b est un point fixe a distance finie, distinct des points a,, a,,. . .qa,, .

Nous avons nommé ces fonctions ,hyperlogarithmes* de la coufigura-
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tion ay, a,. . .a, *). Chaque hyperlogarithme (15) peut &tre traité comme
une fonction uniforme sur la surface universelle de la superposition:
® (ay, a,, a,, co) aux points de la ramification a,, a,,. . ., a, oo du type
logarithmique, les feuillets étant réunis le long des coupures (a,, o),
(a2c0)...(a, ) [§ 1]. En fixant le point ‘& sur I'un des feuillets
et en designant par 3 la lougueur d’un chemin (bx) sur la surface
© (ay, a3. . .a,, ), liant les points b et x et par 8 —la distance mini-
male de ce chemin aux points aj, @3,...q,, on a les évaluations
évidentes:

(17) lLb(ajl aja""ajle)‘<‘311-<%) .

On déduit aisément des rélations de récurrence (16), qu‘a l'inté-
rieur du cercle dont le centre est en point b et dont le rayon est le
minimum de la distance de point b aux points aj, ay- .., a,, I'hyperlo-

garithme (15) est développable suivant les puissances de x — b:

(18) L, (aj. a ..., a | x) =

I
= (=1)" ¥, (x—0b) 2 . O (P ST T WS
; o :sm(x 1) (Prtpete e i, )

1
(aj‘ — b))t (a;, — by, .(ajv — b))%y

la derniére somme étant étendue sur toutes les valeurs entiéres posi-
tives de indices {4, Ua,. .., 1, satisfaisant & I'égalité indiqué. Le prolon-
gement analytique de la série (18) se fait d’une maniére particulié-
rement simple: soit (bx) un chemin fini arbitraire sur le surface
S (al, a,...,a,, <o), ne traversant aucun des points a;, a,,...,q,, -
On marque sur ce chemin quelques points intermédiaires c,, ¢c,, - . .¢, »
s |
: LA ... Q, ; L, A, ,...a |C
afin que toutes les valeurs: L, (a]l ) @, a; | c1); ch(ah 14 L )

co.L (aj1 1 ;.. .q; | x) se calculent 4 I'aide de la série (18), et on regoit:
(19) L, (a].l, @, -a; | %)=

_ E< Lla - ay el (a ooea |-

... Lcs (aix,+1 eea | x),

*) C. R. t. 185. (1927) p. 439. Les fonctions de cette forme ont été
mentionnées par Poincaré (op. cit. p. 312).
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N I A
oi lon pose, que le facteur LC1 (af*q-&-l ... aJ.XH_1 | c,py) est égal

a l'unité, six. 41 >x_, *). Cette formule vient immédiatement des
rélations (16).

Désignons par b, le point superposé b sur la surface S (ay, ajy,-

. a, , ), qu’on obtlent en suivant dans le sens positif le chemin (a ),
croisant une seule fois la coupure (a co) et ne croisant aucune autre
coupure. Les valeurs dhyperloganthmes en points 1) représentées par
les intégrales:

L (a |b)—‘P(’)(a )—/ dx.

(a] ) 11

(20) Ly, ...aq, a |b)=Pa;...q; a)=

1.1'] Jvl]v

:/ L, (aj, - - | x) d
@) 5

seront nommées ,paramétres de la configuration ay, ay. .., a,_ “ **). Il suit

de la formule (19), que les valeurs d’hyperlogarithmes sur le bord
positif et négatif de toute coupure (a oo) sont liées par les rélations:

+
(21) L, (aj:,ajz,.. ) a; |X)—2 P’)(a, . ,a) b(]_*_1 Q. lx)

Jv
*x=0
Ces rélations mettent complétement en évidence le caractére de la
ramifications de la hyperlogarithmes en points aj, a,,..., a,.

§ 10. En se servant des fonctions introduites dans le paragraphe
précédent, on démontre le théoréme fondamental sur la représentation

d’une matrice réguliére normale ***) par la série des compositions des
substitutions différentielles.

Théoréme I. La matrice réguliére normale en point
b et admettant les substitutions différentielles

Ui, U,,..., U, en points a, a..., a, est une fonction

entiére des substitutions différentielles, représentée
par le développement:

(22) Yb<x):<pb<U"U2""'Um P )_—_

Ay, A2ye ey am |

oo (1,2,...7’1)
:]_I_E 2 Uj1 UJ? UjvLb<aj1,aj2,...,ajv|x>,
v=1 i, gy

.*) Une convention analogue concerne encore quelques formules suivantes.
**) Les rélations de recurrence, définissant les paramétres de la configuration
independamment d’ hyperloganthmes, seront données dans notre mémoire suivant.
**#) Nous dirons, q'une matrice réguliére est normale en point b, si elle se
réduit a la matrice identique en ce point.
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dont les coefficients sont les hyperlogarithmes de
la configuration aj, @3, ...,a,. Ce développement est

uniformement convergent par rapport & x et repré-
sente la matrice reguliére dans chaque domaine fini
de la surface & (q, az,...,am,oo), ne contenant a I'inté-

rieur et sur le contour ancun des points aj,a3...,a_.

Démonstration. En vertu des évaluations (17) et des considérations
de la fin du § 5, on conclut, que la série (22) représente une fonction
entiére des substitutions Ui, Us,..., U et que la convergence est

uniforme par rapport 4 x dans chaque domaine fini de la surface
© (ay ay,. . ., a,,0), ne contenant a l'intérieur et sur le contour aucun

des points ay, a3,..., a, . En différentiant cette série membre 3 membre,
conformémant aux rélations (16), on resoit:
dY, (5
dx

— JXEE 2 U U UJ'-, U] Lb(ajl’ajz”"’ajv’aj | x)=
:SE 2 U U Ui~, Lb(afl’afz"' 4 lx)xl_fa;:
j=1v=0 .

On voit de 13, que la série (22) représente une matrice reguliére
admettant les substitutions différentielles U;, Us, .., U _ en points
aj, ay,...a, . Cette matrice est évidemment normale en point b.

Notre théoréme I n’est au fond autre chose, que la résolution du
systéme d’equations différentielles (1) 4 'aide de la méthode des appro-
ximations successives. Grace au calcul des substitutions nous avons réussi
quand méme de mettre le résultat sous forme définitive d’une série
des compositions, cette forme étant trés instructive et trés favorable
pour les recherches ultérieures, car elle donne la représentation algo-
rithmique des fonctions en question dans tout la‘- domaine de leur
existence et met complétement en évidence la nature de leur dépendance
de la variable x, des substitutions différentielles Uy, Us,..., U _ etdela
configuration des points singuliers a, ay...,a,.

Il suit du théoréme démontré une évaluation simple d’une matrice
reguliére normale, admettant les substitutions différentielles données. En
vertu des formules (22), (17), (10) et (6) on a l'inégalité:

(2 e )t St (3 =

5—(|U1|+|Uz|+--~+"Um (D)
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d’ou il vient:

Uu,U,...,U,
(23) @,

Ay, Qgye - -, a.
S1

s.m.n.p

o

e —1

e

U lzlell (=1, 2. ., m).

|

Une matrice réguliére arbitraire, admettant les substitutions diffé-
rentielles Uy, Uy,..., U en points ay, a,. .., a,, est évidlemment liée

avec la matrice normale considerée par la rélation:

Ui Us..., U, Uy, Us- -, U,
x :C-‘I’b< x|, ou

ai, as..., a ai, Q,...; Qa
6)

Il en résulte, que le théoréme I nous donne la représentation de
toute matrice reguliére, définie par un systéme des substitutions diffé-

rentielles et par sa valeur initiale en point arbitraire, distinct des points
singuliers.

G o

m ¢ m

Ul, Ug,..-, U

m

c:@(

ai, az, ..., a,

Ce théoréme fournit, outre cela, le moyen convenable aux calculs

U10U2$" ’ U

m
x), on marque

numériques. Pour calculer la valeur (I)b(
) A1y A2y o -y am
sur le chemin (bx) les points intérmédiaires cy, co,. . ., ¢, afin que les

coefficients hyperlogarithmiques des développements des matrices

U, Us,.., U, Uy, Us,..., U, | U, Us...
K VYR s St e

-

U i
c ™ x
it aj, ag,...,U |/

se calculent a l'aide des séries de la forme (18), et on pose:

Ula U_’a"') U
o )=

Uy, Uy,...,U |
Q)“.éc( v jx)

agy, az..., a ag, az..., a,

m

ai, ay,. .., a

U, Us,...,.U Uu,U,. .,U
:%<12 ¢J@xl e U,

aj, azy..., a

aj, az,..., a S\ a1y ayh.. , a,

m m

La formule (22) devient particuliérement simple si la groupe derivé
des substitutions différentielles est commutatif. Un calcul simple montre,
qu'on a alors:

U, Us,..., U m x—a; \ Yj
(25) ‘IJb< v ™ x)'—-—— i < ]) .

ai;, az-..., a,| i=1 b_“aj

Il s’ensuit, que dans ce cas les intégrales du systéme régulier d’équa-
tions différentielles linéaires sont représentables sous forme finie.
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§ 11. Il suit de la définition méme [§ 1; (2)], que la substitution
intégrale en point a, d’une matrice réguliére normale en point & est

présentée par la valeur de cette matrice en point superposé b. de la
surface © (ay, az, ..., a,,00) [§ 9]. Donc, en posant dans le dévelop-
pement (22) x=b; et en tenant compte des rélations (20) on arrive
au théoréme suivant, sur la représentation, d’'une substitution intégrale
par la série des compositions des substitutions différentielles:
Théoréme II. La substitution intégrale en pointg

d'une matrice réguliére, normale en point b et admet-
tant les substitutions différentielles U;, Us,..., U_ en

m
points aj, a,.... a,, est une fonction entiére des sub-

stitutions différentielles, représentée par le déve-
loppement:

(ULUs, ..., U
=Q()) m) =
(26) II] b (al, A2y- .4y Am )
o (1,2...,m)

=143 N U, Uy U, P (a0 a),

Ji Iz

dont les coefficients sont les paramétres de la confi-
guration a;, ag,...,aq,.

En vertu de la rélation (24) la substitution intégrale en point a.

. Ui, Uy,.. , U,
d’une matrice réguliére arbitraire @ x|, définie par
ai, ..., a, |,
un systéme des substitutions différentielles et par sa valeur initiale en
. o U, Us,..., U,
point b: b | = C, est représentable sous forme:
ay, A2y. .., a.
Uy, Us,..., U (UL U,,..., U _
(26a) 90’( ’ “):c 95;’( v ’") c.
a, az..., a, ay, a,..., a,

Il suit de la rélation (25), que si le groupe dérivé des substitu-
tions différentielles est commutatif, les substitutions intégrales sont:

; UX)UZ""’U) i
o\ m)__ 2nilj
(27) b ((11, az. .., a, €

§ 12. Pour achever I'exposition de la résolution algorithmique du
probléme de Poincaré il nous reste a étudier la nature des para-

métres de la configuration Pg’ ) (aj, a,... @ ), traités comme fonctions
I 1 v

des points singuliers a;, a,,..., a, et du point de la normalisation b.
A cet effet nous démontrerons qu'il existe une fonction:

0 <U1, Us,....U

m
Q, azy..., a

x> =2, (x

m
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N

des substitutions Uj, Us,..., U, holomorphe par rapport a U, dans

m
un voisinage de la substitution nulle et entiére par rapport a
Uy..., U, U, ERTERRE U représentant une matrice reguliére

m’
Z, (x), qui admet les substitutions différentielles Uj, Us,..., U, en
points ai, a@j,..., a, et qui est développable dans un voisinage du

point x =a, en série de la forme:

(28) Z, ()= (—a) " Z, (v),

ou
Z, =14+ D, 4 (—a,y
s=1

les matrices Aﬁ:) étant indépendantes de x. Nous nommerons la matrice
Z, (x) »matrice réguliére métacanonique“, car, si la substitution S,
réduit la substitution différentielle U, a la forme canonique: ShUhSh_1
la matrice intégrale canonique du systéme (1) en point a, s'écrira évi-
demment sous forme:

S, - Z, ().

En substituant I'expression (28) dans le systéme (1), on recoit:

(x—a )Uh S S s—
e [1 +E 4 (e— “h)]+(x"“h)0h2 sA (x—ay) =

s=1
. . (x—a;)* !
R A5 | [ 5 S =
- s=1 J_““:h s=1 g

et les matrices AS) se. trouvent définies par'les rélatlons de recurrence:

(29) U,AY 454 — AP U, =

(S 1) (s—2) 1)
Ah Ay I
_2 [ aj—ay (aj_ah)2+ + )S_1+ S:l Ijj.

J_T:h a —ah)

Afin de resoudre ces équations par rapport aux matrices Aﬁ:) nous
remarquons, que l'équation de la forme:

(30) UA-+sA— AU=K

peut étre traité, comme un systéme de n? équations, linéaires par rapport
aux élements {A{,, de la matrice A4, le déterminant de ce systéme
€tant distinct de zéro, pourvu que les différences des nombres caracté-
ristiques distincts de la substitution U ne soient pas entiéres, ce qui
a toujours lieu, quand la substitution U se trouve dans un voisi-
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nage convenable de la substitution nulle. A cette derniére condition,
Péquation (30) admet la solution unique, représentable par la série:

Q- —0® (@B
(31) A=Y v kvt S EE
a, =0

En effet, il est aisé de voir, que cete série identifie formellement
I'équation considerée. En supposant, d’ailleurs, que

U <fall< ||l TKI<IKIl,
on a:
(32) bad « a"‘! k !
lal< Durikl - 1uP 5% < |t |-
a, B=0 -

Donc, si la substitution U se trouve dans le voisinage indiqué de la
substitution nulle, le série (31) est absolument convergente et repré-

sente la solution unique de I'équation (30)._
Introduisons le systéme des fonctions:

AE,S) (ajx’ ajg" OEE} afv); Ju J2se o iv: I, 2400y mj V=1, 2, 3y....
définies par les rélations:
(s) ¢ ey
Ah (ah )= {

(s) Xo Ay dgy
A (a a, @ .- a, G )=

1 pour Ap=o0

o pour A >0’

T (ot Moo, By Ay)

(ah:——ah)”‘ (ahﬂ—ah)”’. . ((1,,3—ah)p'°y
prtpet. . e =s
) ;% N ey .
pour s> o, et A, (a, @, @ ...a, a’)=—o pour s< g, ou les
indices Ay, h2,..., h, sont distincts de Iindice A, les indices
X, Af,..., A,—sont des nombres entiers non négatifs, la ligne:

U Qpueeoy @y @ @y Qoo @ @

.....

Ao fois Ay fois
est remplacée, pour abréger, par le symbole: a;" a, a;‘ a, ... — la somme
est étendue sur. toutes les valeurs entiéres positives des indices
#1, Wgy. .., W, satisfaisant a l’égalité indiquée, et les constantes numé-
riques: T (Ao, 1, Aq,..., B, A) sont définies par la rélations de
recurrence:
VS W e ) M (U5 ) I
(33) T(ho g M) = R W,
T (ot AL Lop A=

A N N
_ 2 (=D P h ) T Qo= g Mpeee, By g lgy)
=T, “ A (prFpat e ofrp ) T T
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En se servant de la formule (31) on tire consécutivement des réla-
. . 0 ) , .
tions (29) les expressions des matrices Ai) sous forme des séries des
compositions:

A?:}s: Ew ZU U, Uy ... U, Uy X
=1 gpess A g =0 hy,..-

A X,
X A}(l’) (ah° a, a .. -ay ah"),

ol la deuxiéme somme est étendue sur toutes les valeurs entiéres non
négatives des indices Ay, Ay,. ., A, et la troisitme sur toutes les com-

binaisons des valeurs 1, ..., A— 1, A+ 1,..., m des indices
hi, hsy..., h,. En posant:

LU L <Mull < |57

P LUl <l lls |a—a,| >0

— '
(=1,..., h—1, h+}1,..., m); -n—(—"—l~l—)'—1~:t

I—2nu

et en tenant compte de la formule (32), on déduit les inégalités:

8

D NGO, O, g P

¢4+t

s, Ay
X lAi)(af a; a - Ay, aha) | < @

On en conclut, que la série:

oo

ix—ahl DI SRCAUT AP

S=1 Yo hg=0 hy,..chy & &
XU 187 @) ay, )" -..a),0) |
et, par suite, les séries:
Z, ()=
—1+2 (x— a,) E 2 > uru, Ureu, U x
5=1 houlooAg=0 hyyohy ok A

) A
X A} (a}I a, ah e, a

)
sont convergentes, pourvu que l'on ait:

(34) | U,

ol 8
’ 'x_ahll< 1+t °
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Ces conditions étant supposées remplies, le changement d’ordre des
-sommations est permis et on a: .

Ul! UQ!“"IU! )
x | =

m

(3 5) Eh(x) _—:_@h (

ag, az ..., a,

co (1, 2,.., m)

ou

(36) 1\7,1((1," a....a,| x) = 2 (x —a,) A;’) (aj‘ a..., afv).
s=0
En différentiant les séries (36) on établit, que les fonctions

I_V}‘ (aj. a ..., a | x) satisfont aux relations de récurrence:

N(I)__"dx ..,h.N _
(37) ha,-l,X~jx—;7j»szm: } N, (@, [ ) =o
N, '(ajl ceea | x) =

N, (a;, | x
___f e Gy )dx, si ji =+ h,

x-a

et

7V (ah~a....a. a [x):

f lNh (ap a;. .. a | x) . _1}’11(—(1]-_1. cea 4 | x) ] i,
x—a] x—a,

si j, =h. Les coefficients du développement (35) sont définis par
les relations de récurrence (37) dans tout le domaine de leur existence
sur la surface © (ay, ay,..., @, co). Démontrons maintenant, que la

_matrice ?h (x) est représentable par le développement (36) aussi dans
tout le domaine de son existence par rapport & x et que la matrice

métacanonique:
x)- = (x-—ah)U" @h ( x)

peut étre traitée comme une fonction des substitutions différentielles,
holomorphe par rapport a U, dans un voisinage de la substitution

nulle et entiére par rapport a Uy,...U, ,, U, 4+ -+ U, dans chaque
‘domaine fini de la surface & (ay, ay, a 0 <), ne contenant a l'intérieur

Uh U27‘ . ')U

m

U, Us,..., U
@hK‘ ? m

Ay Aoye ooy a, agy agy. .., a

Kypnaa. 8
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et sur le contour aucun des points ay, a3,. .., a_. En effet, si les points:
b et x se trouvent dans un voisinage convenable du point a,, en vertw
de la formule (24), on a les relations:

)=

/U1, Us,...,U

m

U, U, U,

ai, agy. .-y a

(x—a)’* O, (

==(b—a,) Un g}.

\ Uy, Uy, ., U
b|- @

\\ ai, az-.., a, aj, azy..., a

et

—g (le Uz,.--,Um

h
\ a1y A2y ..y A

(372) _(b— a,,)”h _ (Ul, Ue- -0 U
h

U, U,...,. U
" b).(I)b(‘ mix)r
x—a, ay, a. .., a_ ai, Q- -y @,
I s’ensuit, que les fonctions 1\_/h (ai 1A, |x) sont des polynomes:
— 1 2 v
des fonctions N, (aj‘, TR S |b) et L, (a].‘, TR |x) et que la.

série (35), ou les coefficients sont définis par les formules (37) est
uniformement convergente par rapport 4 x dans chaque domaine fini de
la surface © (ay, ay,..., a_, co), ne contenant a l'intérieur et sur le
contour aucun des point ay, ay,..., a,.

m’

Outre cela, en vertu de la convergence uniforme de cette série dans.
un voisinage du point a,, qui entre dans la série de Taylor pour
la matrice Z, (x), la série (35) reste évidemment uniformement conver-:
gente dans chaque domaine finie de la surface ©(ay, a3,. ., a, ©),
ne contenant a Iintérieur et sur le contour aucun des points
Qe Qs Gpgye - -Q, et appartenant aux feuillets, qui ont commun
le point a,, mentionné ci-dessus.

En considérant les relations de récurrence (29), comme les systémes

9 2 . e .. - L1 (s) . (s)
de n? équations, linéaires par rapport aux éléments {A4,”},, des matrices 4,
et en se servant de la formule (37a), on peut démontrer, que la matrice
métacanonique Z, h (x) existe encore, si U, ", est une substitutions arbitraire,
dont toutes les différences des nombres caractéristiques distincts ne sont
pas des nombres entiers. Mais dans le cas, ou la substitution U, se
trouve hors du voisinage de la substitutions nulle, la matrice Z, (x)

n'est pas développable en série des compositions de la forme (35)-
Pour considérer cette matrice comme une fonction des substitutions
différentielles dans tout le domaine de son existence par rapport a ces
substitutions, il faut introduire la généralisation de la notion d’une fon-
ction analytique des substitutions, mentionnée dans la remarque au § 4.

On peut démontrer ainsi, que la matrice Zh (x) est une
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fonction méromorphe par rapport alasubstitution U,
les singularités de cette fonction correspondant
aux valeurs de la substitution U,, dont quelques
différences des ncmbres caractéristiques distincts
sont entiéres. Il en résulte la différence intrinséque entre les
matrices réguliéres normales et les matrices réguliéres métacanoniques,
traitées comme fonctions des substitutions différentielles: les premiéres
sont entidres par rapport a toutes les substitutions différentielles, tandis

que les secondes ne sont que méromorphes par rapport a 'une de ces
substitutions.

§ 13. La matrice métacanonique inverse est de la forme:.

2,6 ' =Z, () (x—a)” %,

ou

}h =1 -+ 2 :1 3:) (x—a,)".

s=1

Cette matrice satisfait évidemment au systéme:

_:_2‘4¢
x—aj ’

*
adjoint par rapport au systéme (1), et les matrices Ais), indépendantes
de x, remplient les relations de récurrence:

UhAIES) + SAS) — AS) U,=

Agls—l) A}(IS_Z) A}El) I
= U. - e .
z[a,-—a,, T e R

j =i

Introduisons le systéme des fonctions:

(s) Los s s . ___
(a a ... 'afv)’ Jhjose e s Jy =1y 2,00, m; V=1, 2, 3y...

définies par les relations:
X(’)( )_,I 1 pour Ap=o;
h l o pour Ay > 0;

* .
T (o 1 Moy ghy)

(ap,—a)™ (ap,—ap)*.. .(a,,c—ah)“a

’

prtpat e =S
8*
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* A
. . S| X N .
pour s>0, et A(h) (ay @, @ ... a,_ ahq) =o0, pour s<g, ou les

. *
constantes numériques T (Ao, &y, Ay,. .., 1 M) sont définies par les réla-
tions de récurrence:

E ) S (e )
(38) T (Rotrihr) = ! )\(:! : ot H
*
T(owy A een, ph) =
)‘c *
_ 2(—1)*0 Qo) T (apale .. phy—%)
e T

En se servant des mémes raisonnements que dans le paragraphe pré-
cédent, on regoit le développement:
-1
U,U,...,U, )
X

aj, ay..., a,

I

(39) Zp () = @h(

oo (1,2,..., m) *
:I+E E I]jl Ja (}.-lv Nh (a11 ah a) \ X)
v=1 il-jaw'-:jv
ou
X s
(40) N, (aj..aia 9, |x)= 2 (x—a;)’ A(hs) (@, a, .- %),
s=0
ce développement étant valable aux conditions (34).
*
On établit ensuite, que les fonctions NN, (aj a ...aq | x) peuvent
étre définies par les relations de récurrence:
* . dx *
(4I) N}, (a,'l [ x)=— r—a } N, (a/, | x)=o
ap, !
x X
% r N, (a; ... a; |x)
h s Jy! . .
Nh(afn afz"'afv 'x)=——/ x—a; dx, si -]vih’
» ah Jl
et
*
N, (ajl a ... q @ | x)=
3 N, (@, .o a_ apl %) Ny (@, aj, - aj,_y1%)
— / . v + . dx7
D X — aj‘ X —aj
ap

si j,=h, et que la série (39) représente ainsi la matrice Z (x) dans
tout le domaine de son existence par rapport a x.
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Donc, la matrice métacanonique inverse:

-1 _ (U, Us,..., U
@h <U1, Ug,...,U x) 29}‘( 1 2 m

m
ayy, Agy..+, Q

-1

x) (x—ay) "

Ay, QAgye ey am m

est aussi une fonction holomorphe dans un voisinage de la substitution
nulle par rapport a U, et entiére parrapporta Uy,. .., U, _;, Uy 4.+ .U,
dans chaque domaine fini de la surface © (ay, ay,.. ., a_, o), ne con-

tenant a lintérieur et sur le contour aucun des points ai, a3,...q,.

En général, la matrice métacanonique inverse considérée est une fon-
ction méromorphe par rapport a la substitution U,, possédant les mémes
siugularités que la matrice correspondante directe.

__<U1, U,...,U

La dependence de la matrice 6 "

-1
x) de la variable x

aj, dgye.., QA

m

. o= (U, Us,..., U
est analogue a celle de la matrice (S] ( b M2 mlel.
aj, @y,-.., a,

§ 14. Supposons maintenant, que la substitution U, se trouve dans

un voisinage copvenable de la substitution nulle. En vertu de larelation (24)
on a alors la représentation:
)=

Upy Une . U

(47-) ‘I)b(l ’ "
-1 /x—a, Uh@ Ul!Uﬁ""’Um\ )
b> (b-ah> B agy gy - <y amlx .

Aly Agee o oy am
-

o (Uh U2r- L3N] U
En faisant x=25,, on en conclut, que la substitution intégrale V,

@ m
A
en point @, de la matrice réguliére normale (42) peut étre mise sous
forme:

(43) < (

— (U, Usy..., U
:eh(x 2

I

ayy, azy.-.y Q.

m

Uy, Uns. ., U )_

A1y A2y 0 <y am,

-1
an — [Uty, Ugy. - o, U
m 2riU, y Va2 m
b) e h@h<

Afy A2 9+« oy am

)

#) 11 suit de cette représentation, que les substitution V1 et e”™Ur sont
sémblables, pourvu que U, soit dans un voisinage de la substitution nulle.
En tenant compte des considérations de la fin du § 12, on conclut, que ces
substitutions restent encore semblables, si U, est une substitution arbitraire,
dont toutes les différences des nombres caractéristiques distincts ne sont pas
des nombres entiers.

A1y, A2y« oy a,
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En substituant dans cette relation les développements (39) et (35)
et en comparant le résultat au developpement (26) du théoréme II, on
recoit les représentations des paramétres de la configuration:

R) 1\ A L
(44) P(b (ay a, a, ... ahcah)——
g

. *
Q = i, P (2. z)
—2 E N, (a, a; ah...ahahlb) X
=0y +Byt1a =y . N
Nt
X N (ah T g qh"'“ cero@ ay | &),

la derniére somme é&tant étendue sur toutes les valeurs entiéres non né-
gatives des indices @ ,8 , 7¥,, satisfaisant a I'égalité indiquée. En rem-
*

placeant dans la formule (44) les fonctions ﬁh et 1\_/,l par leurs déve-
loppements (40) et (36), on arrive d la conclusion suivante: chaque

paramétre de la configuration P;J)(aj @ ... a) est une
1 v

fonction holomorphe de & dans un voisinage du
point a;, représentée par le développement:

(45) ng) (ajl a ... ajv): E(b—a ) P; )(a a ..t ajv),

les coefficients p() (a a ... aj‘) étant des fonctions

rationnelles de ai, az,...,a,, définies par les relations

0 0 27 s Xo
PO h)—(\_l) ; P (@

— o0 pour s >0;
G o e, a0, pour 5 <,
3
(46) P (ah A, a}. s Gy, @) =
B pg Ay een gy X))

. ’
(ahl——a}{l)"‘1 (ahg——ah)”2 .. .(ahs-ah)”’

Prtpet . oy =s

pour s=o, ou O(hp; A ... p A) sont des constantes
numériques:

(47) 0o pr Aol p )=

g g

_ ® 27i)B%
—ZO D 00w b, ) S e, )9
2=0 2, + By 7, =

#*) On pose: : (1o)== (A) == 0 pour »y >0 et 5 (o)’—"(o)_ I.



3agaua Poincaré. 119

Le systéme des coupures (ajo0), (a200); . . - (a,,oo) étant fixé, désignons
par K, le cercle, dont le centre est en point @, et dont le rayon est
le minimum de la distance du point @, aux coupures (a;c0),...,(a,_;0),

Aa, +IOO)” . «(@,0). La formule (45) nous fournit évidemment le moyen

du calcul numérique des paramétres de la configuration dans le cas, ou
le point de la normalisation b se trouve a l'intérieur du cercle Kj.Dans,

le cas contraire, le calcul se fait 3 I'aide d’hyperlogarithmes: on fixe
un point ¢ & lintérieurs du cercle K ; et on pose:

P(bj) (‘Zj,"‘ aj‘,)ZE Lb(al'l'“ ij'c) Pij) (a‘ .-.a-v l b)y

co.a. )L (a,
Jx+1 Jv) C( 1 J
0<<e<AY

ou le chemin (bc), definissant les valeurs d’hiperlogarithmes, appartient
entiérement au méme feuillet de la surface © (ay,ay,. . - co), ol se
trouve le point b.

Les résultats, que nous venons & établir, donnent la résolution
algorithmique complete du probléme de Poincaré soit au point de
vue de la théorie des fonctions, soit au point de vue des calculs numé-
riques.

Aaropnrmuueckoe pemenne 3azad Poincaré
H Riemann’a.

{Cmampea nepeas: 3agasa Poincaré o mocrpoemun rpynmbl MOHOAPOMHH
JAaHHOH cHCTeMBI AvHelHBIX AuddepeHIVaABHBIX YPaBHEHAHH C PeryAfpHLIMHA
MHTErpaAamu).

H. A. Nanno-farnurescruii.

Ta6auny amaruTnyeckux ¢yuxguii Y (x), -BoimoAusomyo cu-
YU.
7

X

m
cTeMy AMQQPepeHIHaAbHBIX ypaBHEHUH % :2 U npeTtep-

j=1
nesalollyio noAcTaHoBkM V) mpu o6xoae HesapucHMO# mepemeH-
Hofl TOUEeK @;, aBTOp HA3BIBAET ,PEryAAPHOH Marpuiell, HMelo-
weit audPepenguarbubie noscranoekrn U, n nuTerpaabHble noacra-
Hosku V “. OcHoBanue TeOpHH PEryAspPHBIX MAaTPHL COCTAaBAAIOT
s3agayn Poincaré m Riemann’a: nepsas 3akawuaercs B mo-
ctpoenun Y (x) u V. mo pannbim U’. M a@;, BTOpas — B NOCTPOe-
Huu Y (x) u U] N0 AaHHBIM V] u a. Amnarutnueckuit anmapar
aATOPUTMHYECKOrO PEIIEHHsl YKa3aHHbIX 3ajad AOCTABASAETCS T€O0-
pueil aHAAMTHYECKHX QYHKUHA OT AMHeilHBIX noactaHoBOK. [onoa-
HA8 OGbIYHbIE OMPEAEAEHHs palUOHAAbHBIX omepauuii B o6racTu
AMHERHBIX TOACTAaHOBOK ONpe A€ A€HHEM TIPeAEABHOrO EPEX0a, aBTOP
BBOJHUT MOHATHE ,TOAOMOPGHOR (PYHKIHH OT MOACTAHOBOK®, Tpea-
€TaBAfEMOR pPAAOM KOMOO3HLHEH, M pPacnpocTpaHseT Ha PAAbI
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KOMMNO3KIHI HEKOTOpble MOAOKEHHsT OObIKHOBEHHOH TEOpPHH CTENeH~
abix psigoB. O6pamascs k pemenuto 3agaun Poincaré, asrop a0-
Kas3blBAET, YTO PEryAsipHas MaTpHUA, 3aJaHHasd HE3aBHUCAILUMH OT
AudepeHIHaAbHbIX NOJCTAHOBOK HAYaAbHbBIMH YCAOBHSAMH, H CO-
OTBETCTBYIOLINE HHTErpaAbHble IMOJACTAHOBKH HABASIOTCA ULEAbIMEA
(QYHKIMAMH OT JAHQ@EpeHIWaAbHbIX IOACTaHOBOK, MNPEACTaBH-
MbIMH PSJAaMH KOMMO3HIuf:

co (1, 2,...,m)

Y, =1+ > U U.. .U L (g a...qa|x
v=1 Jjy, ja rfa
o (1, 2,

Jv

_1+E 2 L U...U, P? (@ aq...q),
- . Jaree

rae Y, (6) =1, L, (ajl a ...a
KOHQHTYPAUHH @y, Qg...,@, “, ONPejeAsieMble MOCAEAOBATEAbHBIMME
HHTETPHPOBAHUAMH B NpejeAax oT b Ao x, u Pb(’) (a;,

| x) — cyTp ,runepAOrapu@MBbL.

a. ..a].y)—_
»TapaMeTpbl KOH(HUrypaUun“, onpeiersieMble KOHTYPHbIMM HHTE-
rparaM, B3SITHIMH MO METASM, HAYMHAOIMMCS W KOHYAIOWIHMCSH
B TOYKE b H 3aKAIOYAOWMM BHYTPH ce6s COOTBETCTBYIOLIUE
Toukn a,. [Jlaree, aBTOp AaeT PasAOKeHHs THUEPAOrapU(MOB H
napamMeTpOB KOH(HUIYpalWH IO CTENEHAM COOTBETCTBEHHO X —b
u b—a; u ycranaBAuBaeT NPOCTbie (OPMYAB! AAS MOCTPOEHHMS
aHAAHTHYECKHMX MNPOAOAKEHHHE BTHX pasnoxenuft. Takum o6pasom,
BBISICHSIETCA XapaKTep 3aBHCHMOCTH PETYASPHOH MaTPHUIbI M MHTE-
rPaAbHbIX MNOJCTAHOBOK . HE TOABKO OT TeKyule#i nepeMeHHOH H
AuddepeHHaAbHbIX TOACTAaHOBOK, HO M OT KOH(QUrypauuu ocoGbix
TOYEK M TOUKH HOPMAaAM3aLUH, M NPHBEZEHHblE Bblle (QOPMYADL
AEAAIOTCA BIIOAHE MPHIOAHbIMHU AAsS BbiuucAeHnd. Kpome ,Hop-
MaAbHBIX®  pEryaspHbIXx Martpuy Y, (x), aBTOp paccMmaTpHBaeT

»METaKaHOHHYECKHE" pEeTyAsipHbIE MaTPHLbI
U: —
Z,0)=(x—a)" Z, (),

rae Z; (X) roAOMOp(HA OTHOCHTEAPHO X B OKPECTHOCTH TOUKH'
x=a; un Z (@) = 1. Merakanonuueckue peryasipubie MaTpPHIbE
Z (x) okasbisaioTcA LEeABIMH (PYHKUUSAMH OTHOCHTEABHO AUDPEPEH—
gnaz\bﬂmx noactanosok U,. . U » U fIRRESF U, u mepomop@-
Hoivu oTHOcuTeAbHo U



