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В статье изучаются решетка всех классов Фиттинга, решетка всех п-кратно 
Q-расслоенных классов Фиттинга с направлением <р, т̂ о ^ (р, и решетка всех тотально 
канонических классов Фиттинга. Показано, что данные решетки являются алгебраи
ческими с однопорожденными компактными элементами. 

Методы общей теории решеток широко используются в теории групп. Большое коли
чество работ посвящено изучению тех или иных свойств решеток формаций и классов 
Фиттинга различных типов. Одним из таких свойств является алгебраичность решетки. 
В работах [1-3] показано, что решетка всех формаций, решетка всех и-кратно локаль
ных формаций, решетка всех разрешимых тотально локальных формаций и решетка всех 
разрешимых тотально локальных классов Фиттинга являются алгебраическими, причем 
здесь компактные элементы — это соответствующие однопорожденные классы. Напом
ним, что полная решетка называется алгебраической, если любой ее элемент является 
решеточным объединением компактных элементов. Элемент с полной решетки L назы
вается компактным, если для любого подмножества X с L из неравенства с ^ supL X 
вытекает существование такого конечного подмножества XQ С. X, что с ^ sup А'о. 

В данной работе установлена алгебраичность решетки всех классов Фиттинга, решет
ки всех п -кратно ft-расслоенных классов Фиттинга с направлением (р,\^о ^ #>, и решетки 
всех тотально канонических классов Фиттинга. 

Рассматриваются только конечные группы. Необходимые определения и обозначения 
можно найти в [1, 4-6]. В частности, ft — непустой подкласс класса всех конечных прос
тых групп 3 , ft' = 3 \ ft. Все функции принимают одинаковые значения на изоморфных 
группах из их области определения. Функция 

/ : ft U {ft'} -> {классы Фиттинга групп} 

называется ft/^-функцией, функция 

ср: % —>• {непустые формации Фиттинга} 

называется F/^-функцией. Класс Фиттинга 

& = QR{f,<p) = (G: 0 ° ( G ) e / ( f t ' ) и G*A) е ДА) для всех А е ft n K(G)) 

называется ft-расслоенным с ft-спутником / и направлением <р. При рассмотрении раз
личных направлений получаются различные классы Фиттинга. В частности, класс Фит
тинга § = QR(f4(p) называется ft-свободным и обозначается $ = QFrR(f), если 
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(р{А) = ^о(Л) = ®А' для любой А е 3\ £2-каноническим и обозначается $ = QKR(f), 
если <р(А) = V^M) = ®л®А' Для любой Л € 3\ £2-биканоническим и обознача
ется 5 = &BR(f)> е с л и <Р(Л) = VbO^) = ©л7 для любой неабелевой А е % и 
0>(Л) = УгС^) = ©^©л' для любой абелевой Л е З 1 . 

При п ^ 1 класс Фиттинга § называется л-кратно £2 -расслоенным с направлением 
<р9 если J имеет хотя бы один Q -спутник, все непустые значения которого являются 
(п — 1)-кратно £2-расслоенными классами Фиттинга с тем же направлением (р, 0-кратно 
£2-расслоенным с направлением ср считается всякий класс Фиттинга, класс Фиттинга g1 

называется тотально £2-расслоенным с направлением (р, если он п -кратно £2-расслоенный 
с направлением ср для всех натуральных п. 

Перейдем к изложению полученных результатов. 
Через £2Я£ (£2/?£°) обозначим множество всех п-кратно (тотально) £2-расслоенных 

классов Фиттинга с направлением <р. 

Лемма 1. QRy — полная решетка классов Фиттинга. 

Доказательство. Применим индукцию по п. При п = 0 утверждение леммы непосредст
венно следует из определения класса Фиттинга. 

Пусть п = 1. По лемме 12 из [4] пересечение любой совокупности £2#-классов 
Фиттинга gv, / е / , является £2/?-классом Фиттинга, причем если gv = QR(fj,(p), 
i e / , то $ = П/€/ 3v — £2/?(/<р), где / = П/е/ //• Д л я п > 1 предположим, что 
пересечение любой совокупности £2R^~l-классов Фиттинга есть £2 #£-1-класс Фиттинга 
и g/ = QR(fi,<p) € ftflj, / € / , причем //(Л) € £2Я£-1 Для любой А е £2 U {£2'}. 
Тогда по предположению индукции f(A) = П/€/-//(^) G ^ ^ J J " 1 и п о определению 
g = QR(f,cp) e QR%* Таким образом, пересечение любой совокупности £2/?£-классов 
Фиттинга есть £2/?£-класс Фиттинга для любого натурального п. 

По лемме 10 из [4] 0 = £2R(h,<p), где h(A) = 0 для всех А е Q U {&'} и <р — 
произвольное направление. Тогда по индукции, учитывая строение спутника h, нетрудно 
показать, что 0 е QR%. 

Для любого £2 с © справедливо равенство © = QR(m,<p), где т(А) = © для всех 
А е Q U {£2'}, ср — произвольное направление. Действительно, для любой группы G е © 
имеем G^A) < G е © = /и(Л) для всех А е П Г) K(G), Oa(G) <G e © = /я(П'). 
Следовательно, G e QR(m,<p) и © с QR(m,(p). Обратно, так как рассматриваются 
только классы Фиттинга конечных групп, справедливо включение QR(m,(p) С ©. Таким 
образом, © = QR(m,(p). Опять по индукции, учитывая строение спутника т, нетрудно 
показать, что © € £2/?£. Следовательно, QR% — полная решетка классов Фиттинга для 
любого п € N U {0}. Лемма доказана. 

Следствие 1» £2/?£° — полная решетка классов Фиттинга. 

Лемма 2. Пусть 36 — непустой класс групп. Тогда fit 36 состоит из групп, получаемых в 
результате применения конечного числа операций Sn и R к группам из 36. 

Доказательство. Пусть 

& = {G eki...km3c \ kt e {£„,/?}, i = l , . . . , m , m e N}. 

Покажем, что g является классом Фиттинга. Пусть N < Н е g\ Тогда N < Н е 
k\...kt3c и, значит, N е Sn(H) с Snk\ .. .kt3c. Следовательно, N е Snk\ ... /с/36 и 
N е g\ Допустим, что Я = N\N2, где Лг/ € § , W,- < Я, / = 1,2. Тогда iVi e Л,-, .. ./:/г36, 
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N2 e kjY . ..kjs3£. Ввиду того, что Sn и R являются расширяющимися и монотонными, 
получаем включения 36 с kjx . . . &/у36, kix .../с,г36 с А:/, . . . А:/г/:л ...kjs%, kjx .. .kjs?£ с 
ktx . . . k[rkjx . . . fc/53£. Таким образом, Ni e ktx . . . kirkjx . . . kjs2£, i = 1,2, а значит, В = 
NiA^ e Я&Ц . . . kirkjx . . . /^36 и В е $. Следовательно, g1 является классом Фиттинга. 

Так как 36 с J£, значит, и fit 36 с 3% По определению класс Фиттинга /:,-замкнут, 
поэтому fc|fit36 = fit 36. Так как 36 с fit 36 и к( монотонна, справедливы соотношения 
кт3с с кт fit 36 = fit 36. Продолжая ЭТОТ процесс, получим, что к\ ...кт3с с к \ fit 36 = fit 36 
для любого т е N. Следовательно, $ с fit 36, и значит, fit 36 = g\ Лемма доказана. 

Теорема 1. Решетка всех классов Фиттинга является алгебраической. 

Доказательство. Любой класс Фиттинга является решеточным объединением всех своих 
однопорожденных подклассов Фиттинга. Покажем, что каждый однопорожденный класс 
Фиттинга § = fit G является компактным элементом в решетке всех классов Фиттинга. 

Пусть 

g = fitG С9Я = v ($ , | i € / ) -ЧУ*) 
Тогда G е fit(U/€/&)- По лемме 2 G е кх . . . кт ( Ц € / $/), где *,- e {£„,/?}, 
/ = 1, . . . ,т . Индукцией по т покажем, что существует конечное множество J С / 
такое, что G е к\ . . . кт ( U y e / Sv) 

Пусть m = 1. Если G e Sn (IJ*€/ 3v)> т о найдется Т е [ji€l Sv такая, что G <Т. 
Так как Т е [jieI 3v> существует хотя бы один § у , j е / , такой, что Г е $у, И зна
чит, G € 5п(^у). Если G e R (|J/€/ 5/), то G = T i . . . Г/, причем Г — конечное чис
ло, Тг < G, Тг е U/€/ 3v > г = Ь .. .J. Следовательно, найдутся Зч»•• • > 3v такие, что 
Тх е 8 ч , . . . , Г, е 5г- Значит, Гг € Зч U . . . U g , и G € #(3ч U . . . U $,) . 

Пусть утверждение верно для m > 1. Докажем справедливость утверждения для 
m + 1. Тогда G € fcifc2...fcm+i ( Ц е / $/) = М&) , где 6 = k2...km+i ( U / e / & ) • Ес
ли G € £л(&)> то G < Т е $Ь. Тогда по индукции существуют 1 , . . . , р е I такие, что 
Т € к2... кт+\ (Зч U . . . U 3>)- Следовательно, G € З ^ г • • • km+Y (Зч U . . . U 3^). Если 
G e #(£>), TO G = T\ .. .Tt, t — конечное число, Tr <G, Tr e f i , r = 1 , . . . , t. По индук
ции существуют r\,..., г^ е I такие, что Тг е к2 — km+\ (3v, U . . . U g r i t ) . Объединяя 
найденные классы Фиттинга для каждого Гг, образуем класс к2 ... кт+\ (Зч U . . . U 3>Х 
причем очевидно, что к2 ... fcm+i (g>, U . . . U ^ ) с к2 . . . /cm+i (Зч U . . . U g>) для 
всех групп Тг. Таким образом, Тг е к2 .. .fcm+i(Si U . . . U 3>)> г = 1,...,г, и 
G € Я&2 • • • &m+i(5ч U . . . U 3>)- Утверждение индукции доказано. 

Поскольку G e ki ...km ( Ц / € / Зу) € fitf Uye/ Sy')» ^ — конечное множество из / , 

справедливо включение fit G с fit ((Jy € 7 5 7 J, и значит, $ — компактный элемент решетки 
всех классов Фиттинга. Теорема доказана. 

Пусть в — полная решетка классов Фиттинга и 36 — произвольная непустая со
вокупность групп. Пересечение всех ^-классов Фиттинга, содержащих 36, обозначим 
через в fit 36. Мы будем называть ^-радикальную функцию 0-значной, или, коротко, 
Ф##-функцией, если все ее значения принадлежат в. Через QR<p9 обозначим множество 
всех Ф-расслоенных классов Фиттинга с направлением (р, обладающих хотя бы одним 
Й#-С1гутником. Пересечение всех £2/^#-классов Фиттинга, содержащих 36, обозначим 
через ПЯв(Х,<р). 
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Лемма 3. Пусть 36 — непустой класс групп, в — полная решетка классов Фиттинга. 
Тогда Q-расслоенный класс Фиттинга $ = QRO(di,(p) с направлением (р, где ^о ^ ц>, 
обладает единственным минимальным 09-спутником f таким, что 

f(£2') = efit(On(G) \G €36), 

f(A) = вfit(G*(i4) | G e 36), АеПП ЛГ(36), 
ДА) = 0 , A € a \ K(Z). 

Доказательство. Пусть 36 — непустой класс групп, ср — такая /^-функция, что т/̂ о ^ Ф-
Так как (& — Q-расслоенный класс Фиттинга с направлением (р, причем все значения его 
fi-спутника равны ® е в, справедливо включение & е QR<p6. Кроме того, 36 с (&, и зна
чит, $ = QR6(3L,(p) существует и множество L всех £20-спутников $ непусто. Обозначим 
через / i пересечение всех элементов из L. Тогда по лемме 12 из [4] $ = QR(f\,(p). Так 
как f\(A) = П/€/ fi№) € >̂ справедливо включение / i G L. Так как f\ ^ // для любого 
fi e L, то / i — единственный минимальный £20-спутник класса Фиттинга g\ 

Пусть / — £2/?-функция, описанная в заключении леммы. Покажем, что / = f\. 
Пусть М е 36. Тогда 0 " ( М ) € Д П ' ) и из АГ(Л/) с ЛГ(36) следует, что М^А) е ДА) 
для всех А е Q П К(М). Значит, М € QR(fcp) и 36 с QR(fcp). По построению / — 
а0-спутник, поэтому ^ = QR0(X,(p) с QR(fcp). 

Аналогично теореме 10 из [4], учитывая, что f\ — Q в -спутник, получаем, что 

ДО!) = 6ut(On(G) | G е 36) с М&), 

ДА) = 6>nt(G*(/1) | G € Ж) с /ПЛ), АеПГ) ЛГ(36), 
ДЛ) = 0 С /!(/!) , АеП\ АГ(Эе). 

Следовательно, / ^ f\ и QR(f(p) С QR(fi,(p). Тем самым установлено, что 
5 = £2/?(/#>), и значит, / € L. Поскольку j \ — единственный минимальный £20-спутник 
класса Фиттинга g% из / ^ /i следует, что / = } \ . Лемма доказана. 

Следствие 2. Пусть $ = К°° R(3c) и f — минимальный К°°-значный спутник класса 
Фиттинга $. Тогда ДА) = K°°R(0AA'(G) \ G е 36) для всех А е АГ(36) м / (Л) = 0 
для всех Л е 3 \ АГ(36). 

ДЛЯ произвольной совокупности в -классов Фиттинга {$/ | / е 1} положим 

ы 
Пусть {ft \ i е 1} — система OR в -функций. Тогда через Vе (fi \ i € I) обозначим такую 
аД0-функцию, что Vе(f | / е 1)(А) = УеЦ](А) \i е I) для любой А е Q U {&}. 

Лемма 4. Пусть в — полная решетка и f — минимальный Ов-спутник Q-расслоенного 
класса Фиттинга gv с направлением ср, где \//о ^ ср, i e I. Тогда Vе(f \ i e I) — 
минимальный Q6-спутник класса Фиттинга g = v^Rve($i | / € / ) . 

Доказательство. Пусть / = Vе (fi | / 6 / ) и т — минимальный £20-спутник класса 
Фиттинга $ = vQRve($i | / е / ) . Покажем, что / = т. 
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Пусть А е {£2'}. Тогда, применяя лемму 3, получим, что 

«(Я') = в fit I 0n(G) I G e M& } = вы1[\вЩОп(С) | G e %,) 
iel I Vie/ 

= efitf|J//(n')J = ve(y;-(n'-) | « € / ) = / ( « ' ) . 

Пусть Л e £2 \ JT(g). Тогда IH(4) = 0 . Так как Ц € / %i Я & то A i К (U, 6 / Si) . и 

значит, А ф. K{$si) и fi(A) = 0 для любого i e l , так что f{A) = ve(MA)\ieI) = 0. 
Если Л € (Я П Aj(g)) \ К (U,G/gv), то, как и выше, ДА) = т(А) = 0 . 
Пусть А е Q П А^(и /€/5/)- Тогда существует у € / такое, что А е AXgy), и значит, 

fj(A) ф 0 . Тогда, применяя лемму 3, получим, что 

in(i4) = 0f i t (G*M ) | G e ( J & ) = 0 f i t j l j 0 n t ( G ^ ) | G € & ) 1 

= 0fit ( ( J .//И)) = Vе(МЛ) | i € /) = /M) . 

Таким образом, ДА) = т(А) для любой А е £2 U {£2'}, и значит, / = т . 
Лемма доказана. 

В дальнейшем, если в — QR^ (QR™), то вместо символов Vе\j] \ i e / ) и 
v^(Sv | / € / ) будем использовать символы vn(fj \ i e I) (v°°(fi I '• € П) и 

V (5/ I ' е П (v°°(i$i I * £ /))• Те же символы будем использовать, если из контекста 
очевидно, о каком Q-расслоенном классе Фиттинга идет речь. 

Теорема 2. Решетка QR^, где Vo ^ <Р> является алгебраической. 

Доказательство. Так как любой п -кратно Q-расслоенный класс Фиттинга с направле
нием <р, Vo ^ <Р, является объединением (в решетке £2/?я) своих однопорожденных 
Q /?я-подклассов Фиттинга, для доказательства утверждения достаточно показать, что 
каждый однопорожденный Q R% -класс Фиттинга g является компактным элементом ре
шетки QRy. Применим индукцию по п. Пусть 

g = QR"(G,(P) с Ш = Vя(S,- | i € / ) = a«»nJ&,H, 

где gz — «-кратно £2-расслоенный класс Фиттинга с тем же направлением <р, i e I. 
При п — О утверждение верно в силу теоремы 1. 
Пусть п > О и однопорожденные Я # я - 1 -классы Фиттинга являются компактными 

элементами в решетке QR^~l. Пусть f] — минимальный Q / ? я _ 1 -спутник класса Фиттинга 
g/, m — минимальный Я/?£ - 1 -спутник класса Фиттинга Яй, / — минимальный ЯЯЯ _ 1-
спутник класса Фиттинга g. Тогда по теореме 1 из [7] 

Да') = n / r - ^ O ^ G ) , ? ) , / (Л) = QRn-l(G«A\<p) 

для всех Л € QDK(G), ДА) = 0 , если Л € £2\/i(G).TaKKaKg с ЯП, ввиду следствия 1.1 
и з 17] / ^ гп. Согласно лемме 4 т = vn~l(fi | / € / ) , и значит, по индукции, найдутся 
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такие индексы / ь . . . , it е / , что 0Q(G) e / (ПО с / , (£У) Vя"1 . . . Vя"1 / Д П 0 , и для 
каждой А е Q П K(G) найдутся такие индексы уi, - . . , yV € / , что G^A' € / (Л) С 
Л - 1 ( Л ) У Я - 1 . . . У » - 1 / ) Г М ) . 

Возьмем объединение всех этих индексов и обозначим их k\,...,ks. Тогда по лем
ме 4 yjfc, \/n~l . . . Vя"1 Ду — минимальный £2/?£-1-значный спутник класса Фиттинга 
»*, Vя . . . Vя » Л , . Получаем, что 0 Q (G) € / (ПО с /*, (ПО vn~l . . . Vя"1 Л , (ПО, 
G*U) € f(A) с / ^ ( Л ) Vя"1 . . . Vя"1 fks(A) для любой А € а П ЛГ(С), и значит, 
G € gjtj Vя . . . Vя g ^ . Таким образом, $ с g ^ Vя . . . Vя §^у . Следовательно, решетка 
ПДЯ является алгебраической. 

Теорема доказана. 

Следствие 3. Решетки QFrn, QBn, QKn являются алгебраическими. 

Следствие 4. Решетки Frn. Вп, Кп являются алгебраическими. 

Теорема 3. Решетка К°° является алгебраической. 

Доказательство. Любой тотально канонический класс Фиттинга является решеточным 
объединением всех своих однопорожденных тотально канонических подклассов Фиттин
га. Покажем, что каждый однопорожденный К°°-класс Фиттинга g = K°°R(G) является 
компактным элементом в решетке К°°. 

Пусть g c f f i = v°°(g;/ ! * € / ) , где 3 / = K°°R(fi), причем в качестве / возьмем 
минимальный Л^-значный спутник класса Фиттинга § , , / е I. 

Доказательство проведем индукцией по длине / композиционного ряда группы G € $ . 
Если /(G) = 1, то G ^ А — простая группа, а значит, 0А*А (G) = 1. Так как G ^ А е ^ с. 
Ш = K°°R ( Ц € / » / ) , ввиду следствия 2 получаем, что Л € К ( Ц € / & ) = Ц € / КШ> 
то есть существует такое j е / , что Л е K($j), и значит, / / ( 4 ) ф 0 . Тогда справедливы 
включения 0AA\G) е fj(A) и G e K°°R(fj). Следовательно, $ с gy. 

Пусть /(G) ^ 1 и все тотально канонические классы Фиттинга вида K°°R(D), где 
1(D) < /(G), являются компактными элементами решетки К°°. Обозначим через / мини
мальный Л^-значный спутник класса 3 \ т — минимальный #°°-значный спутник класса 
ЯЛ. Тогда по следствию 2 /(А) = К°°R(0AA'(G)) для всех А е K(G) и ДА) = 0 , если 
А £ K(G). Так как § с ЯЛ. из следствия 2 получаем, что / ^ т. Согласно лемме 4 
т = v ° ° ( / | i e / ) . 

Рассмотрим композиционный ряд группы G G = Go С Gi С . . . С бд = 1. Тогда 
G/Gi s А - простая группа, и значит, 0AA\G) С GI И / ( (^ '^ ' (G)) < /(G). Следо
вательно, по индукции найдутся такие индексы i\,...,it е / , что 0A,A(G) e f(A) с 
fix (A) v ° ° . . . v°° / , (А). Так как G/Gx^ А = В' для любой Я € #(G) \ (А), справедливы 
соотношения 0BB\G) C G , H l(0BB'(G)) < /(G). Значит, для каждой В е K(G) \ (А) 
найдутся такие индексы у ь j r е / , что 0B>B(G) е ДВ) с fjx (A) v°° . . . v°° / } r (Л). 

Возьмем объединение всех этих индексов и обозначим их k\,...,ks. Тогда по 
лемме 4 / ^ v °° • • • v °° fks — минимальный АГ°°-значный спутник класса Фиттинга 
$*, v ~ . . . v ~ $*,. Так как O c c ' ( G ) € / ( С ) с fk{(C) v°° . . . v ~ /*,(C) для лю
бой С е K(G), справедливо включение G e Sfci v°° . . . v°° g ^ . Таким образом, 
g ^ g/tj v °° • • • v°° gfcv- Значит, g — компактный элемент решетки К°°. 

Теорема доказана. 

Теорема 4. Пусть g — однопорожденный тотально канонический класс Фиттинга. Тог
да решетка всех тотально канонических подклассов Фиттинга в классе Фиттинга g; 

конечна. 
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Доказательство. Пусть g = K°°R(G). Доказательство проведем индукцией по длине / 
композиционного ряда группы G. 

Если 1(G) = 1, то G ^ А — простая группа, и значит, $ = А^°°Л(У4) = &А- Тогда 
решетка всех тотально канонических подклассов Фиттинга в $ конечна. 

Пусть теперь / (G) ^ 1 и для всех тотально канонических классов Фиттинга вида 
K°°R(D), где 1(D) < / (G) , решетка их всех тотально канонических подклассов Фиттинга 
конечна. 

Пусть Ш — произвольный тотально канонический подкласс Фиттинга из $ , и пусть 
т и f — минимальные /С°°-значные спутники классов Я К и § соответственно. Тогда по 
следствию 2 ДА) = К°°R(0AA>'(G)) для всех А е K(G) и ДА) = 0 , если А £ K(G). 
Кроме того из включения Ш с § , ввиду следствия 2, получаем, что т ^ f. Так как 
1(0А>Л (G)) < / (G) , решетка всех тотально канонических подклассов в / ( Л ) конечна. 
Так как множество K(G) конечно, класс § имеет лишь конечное множество тотально 
канонических подклассов Фиттинга. 

Теорема доказана. 
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