
мулой (4 ) , можно определить отношение гиперполяризуемостей. В нашем случае 
было получено у*бС/т£к)Н ~ ! ° 6 -
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УДК533.951 Ф И З И К А 

А.Г. БОЕВ, академик АН УССР В.П. ШЕСТОПАЛОВ 

НЕЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА ДИФРАКЦИИ 
СИЛЬНОЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЙ ВОЛНЫ 
НА ОТКРЫТОМ ЦИЛИНДРЕ С ПЛАЗМОЙ 

Решена нелинейная задача дифракции сильной электромагнитной волны на 
цилиндре с узкой щелью и плазмой, свойства которой определяются полем волны. 
Структура полей и условия резонансного возбуждения цилиндра найдены методом 
задачи Римана-Гильберта [1 ] . 

1. Пусть имеется идеально проводящий круговой цилиндр (с бесконечно 
тонкими стенками) радиуса а со щелью угловой ширины 26 вдоль образующей, 
содержащий плазменный стержень радиуса Ь. На цилиндр со стороны щели нор­
мально падает сильная плоская электромагнитная волна с вектором электрического 
поля Е 0 , параллельным щели (рис. 1а). Поведение электрического поля в плазме 
описывается нелинейным волновым уравнением 

m д2Е 1 Э£ 1 Ъ2Е х л , 
(1) —г + — — + _ — - + e(|J5T)£ = 0, p = kr, 

Эр2 Р Эр р 2 dip2 

где комплексная диэлектрическая проницаемость плазмы € [2] зависит от ампли­
туды поля через концентрацию и температуру электронов. Функция Е(р, у) перио­
дична по tp, и поэтому задача отыскания ее может быть сформулирована как задача 
нахождения ряда Фурье (здесь и далее поля нормированы на амплитуду падающей 
волны Е0): 

(2) Е(р,у)= 2 м„(р)ехр(ш«р). 
— оо 

Подстановка (2) в (1) и интегрирование по углу сводит уравнение (1) в частных 
производных к бесконечной системе зацепляющихся обыкновенных уравнений 
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Рис. 1. Схема задачи (а) и зависимость 
амплитуды падающей волны от волнового 
числа в резонансе, к 0 | = 7, ка = 2(б) 

для ип(р). Такое представление 
решения полезно в случаях, когда 
цепочка уравнений оказывается слабо 
связанной и может быть решена мето­
дом возмущений. К ним относятся: 

а) слабонелинейные задачи, ког­
да амплитуда падающей волны такова, 
что диэлектрическая проницаемость 
плазмы мало отличается от значе­
ния е 0 в отсутствие поля; 

а 

А 
/ 1 

1 

• / - /1 
/ 1 

б) задачи, в которых условия возбуждения поля в плазме таковы, что угло­
вая структура его близка к функции umexp(jrrnp); при этом поле основной гармо­
ники ит удовлетворяет нелинейному уравнению 

(3) 
d2u„ 

dp2 

dum 

dp 
ei\um\) m 0, 

поля остальных гармоник — системе связанных линейных уравнений, распадающей­
ся при любой зависимости е ( | м | ) , если поле в системе близко к осесимметрич-
ному (т = 0 ) , либо для плавной зависимости е ( |м | ) , когда Эе/Э|м| мала в рас­
сматриваемом диапазоне амплитуд; 

в) задачи с тонким (кЬу/Щ< 1) плазменным стержнем; поле в нем близко 
к осесимметричному. 

Две последние задачи существенно нелинейные. 
Возможность представления поля в виде ряда позволяет решать определен­

ный класс нелинейных задач дифракции по схеме линейных. Для простоты в даль­
нейшем е будем считать вещественным и зависящим от поля только через концент­
рацию электронов. 

2. Определение структуры дифрагированного поля методом задачи Риманд— 
Гильберта связано с анализом системы парных сумматорных функциональных 
уравнений 

£ Х„ехр(ш^) = 0, в< М < я; 

2 Хп 

пФО п 
ехрО'я )̂ = ^Х0 [J0(ka)H0(ka)y0] ~! 

(4 ) 

п y v тг я„(Лд) пФО 

2 (-\)пХ„/п = -Х0, ^ = 7г, 
пФО 

5 И = 1 -
7п 

in\n\JH(ka)Hn(ka) 
7п = 1 

Hn(ka)U„J'n(kb)-Jn(kb)] 

J„(ka)[inH'n(kb)~Hn(kb)] 

относительно величин Хп, через которые выражаются коэффициенты разложения 
полей вне плазмы и значения гармоник поля в плазме на границе и„ = u„(kb). 
Штрихом обозначено дифференцирование по р, / „ и Н„ - функции Бесселя и Хан-
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келя (первая). Свойства плазмы в (4) отражены через величины уп поверхност­
ными импедансами f„ = vn/v'n. В связи с этим система (4) должна решаться одно­
временно с уравнениями, определяющими поля гармоник в плазме. Для \п\ > ка 
уп -> 1 при ©о V f „ , если b/a < 1. В этих условиях 6п ~~ о(\п\"2) и система 
(4) имеет стандартный вид для применения метода задачи Римана-Гильберта [1 ] . 
В итоге вместо (4) приходим к бесконечной системе нелинейных алгебраических 
уравнений 

(5) Хт = £ АтпХп+Вт, ет = 0 , 1 , . . . , 

для решения которой в случае узкой щели может быть использован метод после­
довательных приближений. Матричные элементы в (5) в этом случае имеют вид 
(т,п ФО) 

Аоо~ ~[Мка)Н0(ка)у0]-\ А 0 п = - ^ 8 п , Вт=ст02, 
4я 2 

4 о " ^ [Мка)Н0(ка)у0] , Атп - В2 i i (т + п), 
8я 4 

где ст приведены в [ 1 ] . 
3. При построении решения системы (5) следует учитывать возможность 

резонансов, связанных с условием обращения в нуль одной из величин Jn(ka)X 
X уп (а, Ь),входящих в знаменатели матричных элементов Атп. Учитывая рассужде­
ния п. 1, будем рассматривать лишь резонанс при п = 0. Условие резонанса приводит 
к определенному ограничению на импеданс плазмы f 0 . Так как f 0 зависит от ампли­
туды падающей волны, то рассматриваемая электродинамическая структура явля­
ется избирательной не только по частоте, но и по амплитуде падающей волны. Это 
связано с тем, что волна сама определяет свойства плазмы и каждому значению 
ее амплитуды соответствует свой плазменный стержень. После решения уравнения, 
определяющего поле в плазме, и нахождения f 0 условие резонанса превращается 
в уравнение, связывающее частоты резонансов, геометрические параметры системы 
и амплитуду падающей волны. Решение системы (5) , проведенное аналогично [1 ] , 
показывает, что поле резонансной осесимметричной гармоники в цилиндре не за­
висит от ширины щели и существенно превышает поля всех остальных. Вне резо­
нанса поле в цилиндре является многомодовым, но малым в меру узости щели. 
Выбором ширины щели можно сделать влияние нелинейности в плазме несуществен­
ным. Таким образом, условия возбуждения поля в цилиндре таковы, что поле в 
плазме может быть описано в рамках приближений а), б) п. 1. 

Анализ решения показывает, что цилиндр с узкой щелью при наличии плазмы 
в нем сильно отражает падающее поле. Исключение составляет тонкий плазменный 
цилиндр, когда частоты резонансов близки к частотам резонансов полого цилиндра; 
коэффициент отражения резонансной гармоники при этом близок к нулю. Кроме 
того, если в поле резонансной осесимметричной гармоники выполнено условие 
плазменного резонанса е(\и0\) = 0, то при значениях радиусов цилиндра и плазмы, 
определяемых уравнениями У0 (ка) = J\ (kb) = 0, поле ее может быть введено 
в цилиндр полностью. 

4. Рассмотрим для примера задачу создания плазмы ионизирующей высо­
кочастотной электромагнитной волной в цилиндре с узкой щелью в условиях ре­
зонанса на осесимметричной гармонике поля. В случае сильного скинирования, 
когда поле проникает в плазму на глубину L < Ь, нелинейное уравнение, описываю­
щее поле в плазме, может быть решено аналитически. Для закона ионизации 
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б 0 - к\Е\2/Ер9 где к>О, получаем (Аи S 0 - постоянные интегрирования) 

Uo = EP 

\€0\ 
[Л[л/ |€оГ(И - р + Л)]} -lexp(iS0); 

Го1 = VTioT[l + К 1 Й / 2 | б 0 | ^ ] % , б 0 < 0. 
Амплитуда поля на границе плазмы v0 связана с амплитудой падающей волны Е0 

нелинейным алгебраическим уравнением (с 0 - определено в [1]) 

"2 ^ 1/2 > Sc0H0(kb) 
v0\y/WH0(kb) \ 1 + T T T T T I

 2 +
 я 1 ( * * > 1=^о 

! L 2\е0\Е2

р\ J 

В слабом поле и 0 зависит от Е0 линейно, в сильном v0 ~ Яо2 • Условие резонанса 
на осесимметричной гармонике имеет вид 

/ 2 \ * { [ Ц > ( * а ) А 
\ к / U J0(ka)N0 

(kb)- J0(ka)N1(kb) 

(ka)N0(kb)-N0(ka)J0(ki) 1 
- I e 0 l j 

4тг£'о 
led | / 0 ( * e ) # o ( * & ) - Jo(kb)N0(kd) I. 

Изменение резонансного значения амплитуды падающей волны в зоне первого ре­
зонансного значения волнового числа, определяемое им, для | е 0 | = 7 и ка = 2 по­
казано на рис. 16. 

Условие малости влияния поля на плазму вне резонанса приводит к следую­
щему ограничению на ширину щели (Q — некоторый множитель, определяемый 
структурой поля в цилиндре): 

(6) е < в с = Е ; 

Видно, что вс слабо зависит от характерных параметров, структуры поля 
в цилиндре и амплитуды падающей волны. При более сильной зависимости е от 
\Е\ зависимость вс от Е0 будет еще более слабой. 

При выполнении условия (6) концентрация электронов в плазме при за­
данных a, by к будет резонансным образом зависеть от амплитуды падающей вол­
ны. Этот результат — следствие зависимости резонансной частоты от амплитуды 
волны и малости ширины щели. 
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