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1. Введение. Рассмотрим оператор Шрёдингера H = Δ + V на простран-
стве �2(Zd), d � 3, где Δ — дискретный оператор Лапласа на решетке Z

d ,
определенный формулой

(Δf)(n) =
1

2

∑
|m−n|=1

fm, f = (fn)n∈Zd ∈ �2(Zd), n = (nj)
d
j=1 ∈ Z

d.

Оператор V = (Vn)n∈Zd , Vn ∈ C, является комплексным потенциалом, действует
по формуле (V f)(n) = Vnfn , n ∈ Z

d , и подчиняется следующему условию:

V ∈ �2/3(Zd). (1)

Здесь �q(Zd), q > 0, есть пространство последовательностей f = (fn)n∈Zd , та-
ких, что ‖f‖q < ∞, где

‖f‖q = ‖f‖�q(Zd) =

{
supn∈Zd |fn|, q = ∞,(∑

n∈Zd |fn|q
)1/q

, q ∈ (0,∞).

Отметим, что �q(Zd), q � 1, является банаховым пространством с нормой ‖ · ‖q .
Известно, что спектр оператора Лапласа абсолютно непрерывен и справедливо
тождество σ(Δ) = σac(Δ) = [−d, d], см., например, [10]. Так как возмущение V
ядерное, то по теореме Вейля существенный спектр оператора Шрёдингера H
имеет вид

σess(H) = [−d, d].

Тем не менее это условие не исключает появление сингулярно непрерывного
спектра на отрезке [−d, d]. Наша главная цель состоит в том, чтобы найти новые
формулы следов для оператора H с комплексным потенциалом V и использо-
вать эти формулы для получения оценок комплексных собственных значений
через потенциал.
Отметим, что некоторые из результатов, полученных в данной работе, яв-

ляются новыми даже в случае вещественных потенциалов благодаря наличию
меры ν (см. теорему 3), появляющейся в канонической факторизации соответ-
ствующего определителя Фредгольма. Нетривиальность таких мер обусловлена
условием (1) на потенциал V . Мы считаем, что было бы интересно изучить связь
между свойствами потенциала V и меры ν .
В последнее время равномерные оценки собственных значений операторов

Шрёдингера в Rd с комплекснозначными потенциалами, убывающими на беско-
нечности, привлекли внимание многих специалистов. Оценки одного собствен-
ного значения были доказаны, например, в [8], [4], [19], и оценки сумм степеней
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собственных значений были найдены в [5], [15], [3], [1], [7], [20]. Последние оценки
обобщают оценки Либа–Тирринга [16] на несамосопряженный случай. Отметим,
что неизвестны какие-либо результаты о числе собственных значений операто-
ров Шрёдингера с комплексными потенциалами. Мы здесь упомянем недавнюю
работу [6], где авторы обсуждали эту проблему в деталях для нечетных размер-
ностей.
Для дискретных операторов Шрёдингера большинство результатов были по-

лучены в самосопряженном случае; см., например, [22] для случая Z
1 . Операто-

ры Шрёдингера с убывающими потенциалами на решетке Zd рассматривались
в работе Буте де Монвель–Сабани [2], Изоцаки–Коротяева [10], Копыловой [13],
Розенблюма–Соломяка [18], Шабана–Вайнберга [21]; см. также ссылки в них.
Изоцаки и Коротяев в [10] изучили обратную задачу рассеяния для дискретных
операторов Шрёдингера с потенциалами, имеющими конечный носитель. В [11]
Изоцаки и Мориока доказали, что в этом случае точечный спектр оператора
H на интервале (−d, d) отсутствует. Рассеяние на периодических метрических
графах рассматривалось в работе Коротяева–Сабурова [14].
В данной работе мы используем классические результаты из комплексного

анализа, которые приводит нас к новому классу формул следов для дискрет-
ного оператора Шрёдингера с комплекснозначными потенциалами. В частно-
сти, мы используем каноническую факторизацию аналитических функций из
класса Харди. Такие факторизации для определителей Фредгольма позволяют
получить формулы следов, что приводит к оценке комплексных собственных
значений через �

2/3
p -норму потенциала.

2. Определения. Обозначим через Dr = {z ∈ C : |z| < r} ⊂ C диск ра-
диуса r > 0 и положим D = D1 . Пусть также S = ∂D. Удобно ввести новую
спектральную переменную z ∈ D формулой

λ = λ(z) =
d

2

(
z +

1

z

)
∈ Λ := C \ [−d, d], z ∈ D.

Функция λ(z) обладает следующими свойствами:
• Функция z → λ(z) конформно отображает диск D на спектральную об-

ласть Λ .
• λ(z) отображает z = 0 в λ = ∞ и границу ∂D на разрез [−d, d] .
• Обратное отображение z( · ) : Λ → D имеет вид z = d−1(λ − √

λ2 − d2) ,
λ ∈ Λ , и имеет место асимптотика z(λ) = (d/2)λ−1 +O(1)λ−3 при |λ| → ∞ ,
которая определяет ветвь z(λ) .
Введем пространства Харди Hp = Hp(D). Пусть F аналитична в D. Для

0 < p � ∞ будем говорить, что F принадлежит пространству Харди Hp , если
‖F‖Hp

< ∞, где величина ‖F‖Hp
имеет вид

‖F‖Hp
=

{
supr∈(0,1)(

1
2π

∫
T
|F (reiϑ)|p dϑ)1p при 0 < p < ∞,

supz∈D
|F (z)| при p = ∞.

3. Основные результаты. Через B1 обозначим класс ядерных операторов
в �2(Zd). Так как V ∈ B1 , то мы можем определить детерминант Фредгольма
D(z), z ∈ D, для пары Δ, Δ+ V формулой (см. различные свойства детерми-
нанта Фредгольма в [9])

D(z) = det(I + V (Δ− λ(z))−1), z ∈ D.
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Отметим, что если λ0 ∈ Λ — собственное значение оператора H , то z0 = z(λ0)
∈ D есть нуль детерминанта D с такой же кратностью.

Теорема 1. Пусть потенциал V подчинен условию (1). Тогда детерминант
D(z) аналитичен в D и непрерывен вплоть до границы. Он имеет N , 0 � N
� ∞ , нулей zj , таких, что

0 < r0 = |z1| � · · · � |zj| � |zj+1| � . . . , (2)

и справедлива оценка
‖D‖H∞ � eC‖V ‖2/3 , (3)

где постоянная C зависит только от d . Более того, функция logD(z) , опре-
деленная условием logD(0) = 0 , аналитична в круге Dr0 радиуса r0 > 0 , опре-
деленного формулой (2), и имеет в Dr0 ряд Тейлора

logD(z) = −c1z − c2z
2 − c3z

3 − c4z
4 − · · · ,

где

c1 = d1a, a = 2/d, c2 = d2a
2, c3 = d3a

3 − c1, c4 = d4a
4 − c2, . . . ,

d1 = TrV, d2 = TrV 2, d3 = Tr(V 3 + (3d/2)V ), . . . , dn = Tr(Hn −Hn
0 ), . . . .

При доказательстве неравенства (3) основная аналитическая сложность свя-
зана с анализом A(λ) = |V |1/2(Δ−λ)−1|V |1/2 как оператор-функции из Λ в B1 .
Грубо говоря, требуется равномерная оценка нормы supλ∈Λ ‖A(λ)‖B1

< ∞. Нет
никаких результатов об этих оценках, но наши результаты требуют слишком
сильного условия (1) на потенциал V .
Для функции D определим произведение Бляшке B(z), z ∈ D:

B = 1 при N = 0 и B(z) =

N∏
j=1

|zj|
zj

(zj − z)

(1− zjz)
при N � 1. (4)

Теорема 2. Пусть потенциал V подчинен условию (1), и пусть N � 2 .
Тогда нули zj функции D в круге D (см. (2)) имеют оценку

N∑
j=1

(1− |zj |) < ∞.

Более того, произведение Бляшке B(z) , z ∈ D , определенное в (4), сходится
абсолютно в круге {|z| < 1} , B ∈ H∞ и логарифм произведения logB имеет в
круге Dr0 ряд Тейлора:

logB(z) = B0 −B1z − B2z
2 − · · · при z → 0, (5)

где |Bn| � 2r−n
0

∑N
j=1(1− |zj|) и

B0 = logB(0) < 0, B1 =

N∑
j=1

(
1

zj
− zj

)
, . . . , Bn =

1

n

N∑
j=1

(
1

znj
− znj

)
, . . . .

Приведем каноническую факторизацию детерминанта D и его основные свой-
ства.
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Теорема 3. Пусть потенциал V подчинен условию (1). Тогда существу-
ет сингулярная мера ν � 0 на [−π, π] , такая, что детерминант D имеет
каноническую факторизацию:

D(z) = B(z)e−Kν(z)eKD(z), Kν(z) =
1

2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
dν(t),

KD(z) =
1

2π

∫ π

−π

eit + z

eit − z
log |D(eit)| dt,

(6)

для всех |z| < 1 , где log |D(eit)| ∈ L1(−π, π) и

supp ν ⊂ {t ∈ [−π, π] : D(eit) = 0}.
Замечания. 1. О канонической факторизации функций из Hp см., напри-

мер, в [12].
2. Заметим, что функция Din(z) = B(z)e−Kν(z) имеет оценку |Din(z)| � 1,

так как dν � 0 и Re eit+z
eit−z � 0 для всех (t, z) ∈ T× D.

Теорема 4 (формулы следов). Пусть потенциал V подчинен условию (1).
Тогда верны следующие равенства:

ν(T)

2π
−B0 =

1

2π

∫ π

−π

log |D(eit)| dt � 0, (7)

−cn + Bn =
1

π

∫
T

e−int dμ(t), n = 1, 2, . . . , (8)

где dμ(t) = log |D(eit)| dt − dν(t) , B0 = logB(0) = log(
∏N

j=1 |zj|) < 0 и Bn опре-
делены в (5). В частности,

N∑
j=1

(
1

zj
− zj

)
=

2

d
TrV +

1

π

∫
T

e−it dμ(t), (9)

N∑
j=1

(
1

z2j
− z2j

)
=

4

d2
TrV 2 +

1

π

∫
T

e−2it dμ(t), (10)

и
N∑
j=1

Im λj = Tr Im V − d

2π

∫
T

sin t dμ(t),

N∑
j=1

Re
√
λ2
j − d2 = TrReV +

d

2π

∫
T

cos t dμ(t).

(11)

Имеются работы, посвященные функции спектрального сдвига для несамосо-
пряженного ядерного возмущения (см., например, недавнюю работу [17] и цити-
рованную в ней литературу). Там получены другие формулы следов (см. с. 812,
822 в [17]), выведенные из факторизации детерминанта возмущения в C+ , и нет
оценок собственных значений через норму возмущения, что является основной
нашей целью. Наверное, формулы следов (7)–(11) приведены впервые. Кратко
опишем доказательство. Основная проблема — это интегрируемость функции
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log |D(eit)|, t ∈ [0, 2π], которая следует из (3) и из известных результатов о про-
странствах Харди. Все функции в (6) имеют ряд Тейлора в круге. Поставляя
эти ряды в (6) и приравнивая коэффициенты при степенях z , мы получим все
тождества (7), (8).

Теорема 5. Пусть потенциал V подчинен условию (1). Тогда верны следу-
ющие оценки: ∑

(1− |zj|) � −B0 � C(d)‖V ‖2/3 − ν(T)

2π
, (12)

N∑
j=1

Imλj � Tr Im V + C(d)‖V ‖2/3, если Im V � 0, (13)

N∑
j=1

√
λ2
j − d2 � TrV + C(d)‖V ‖2/3, если V � 0. (14)

Замечания. 1. Некоторые результаты из теорем 4 и 5 являются новыми для
вещественных потенциалов.
2. Кратко опишем доказательство теоремы 5. Из неравенства 1− x � − logx

для всех x ∈ (0, 1] получаем −B0 = −B(0) = −∑
log |zj| �

∑
(1− |zj|). Оценка

(3) дает ∣∣∣∣
∫
T

dμ(t)

∣∣∣∣ �
∫
T

C‖V ‖2/3 dt− ν(T). (15)

Подставляя эти две оценки в тождество (7), получаем (12). Подставляя (15) в
тождества (11), получаем (13), (14).
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