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О ЧИСЛЕ ПОЛУАЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧАСТНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
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С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ФАЗОВЫМ ПРОСТРАНСТВОМ 

Вопрос об оценке сверху числа различных неприводимых алгебраиче­
ских интегральных кривых двумерных автономных динамических систем 
с полиномиальными правыми частями изучался в [1—6]. Здесь рассмат­
риваются системы дифференциальных уравнений 

х = Р(хуу)у y = Q(x,y)y (1) 

где Р и Q — взаимно простые полиномы по у степени пу коэффициенты 
которых суть тригонометрические полиномы по х порядка т. Класс таких 
функций обозначим через Атп. Для вещественных систем (1) из Атп в [7] 
указана оценка для числа предельных циклов второго рода, определяе­
мых кривыми Ф}(ху у) =0 класса Amjnr При этом существенным образом 
использовался интеграл типа Дарбу 

Г ( * , £ / ) = Ф | \ . . Ф | \ (2) 

В дальнейшем считаем, что в (2) функции Ф ; (х, у) принадлежат Л т , . Я / , 
попарно взаимно просты и неприводимы в Ат]П], величины р ь ... , $ k в об­
щем случае комплексные. Для систем (1) из Атп, допускающих конеч­
ное число s таких интегралов, получена оценка 5 ^ 2 ( m + 1) ( п + 1) + 
-\-т — 1 и доказана 

Т е о р е м а 1. Пусть: 1) система (1), где Ру Q^Amn, имеет конечное 
число s частных интегралов Ф^х.у), / = 1 , ... , s, класса Amini; 2) кроме 
Ф;(х, у), у (1) нет других частных интегралов из Amjnj; 3) существуют 
постоянные Pi, р 2 , ... , Р* такие, что (2) — интеграл системы (1); 4) ни 
при каком наборе, содержащем менее k функций Ф}(х, у), нельзя по­
строить интеграл вида (2). Тогда s — k^n и Фк+1, ... , Ф8^Атп, если 

для j = k-\-1, ... , s. 
Прежде чем доказать это утверждение, покажем, что имеет место 
Л е м м а 1. Пусть алгебраическая функция у(т)фconst такова, 

что в конечной части плоскости комплексного переменного т ни один из 
ее элементов не обращается в нуль и в бесконечность. Тогда при т= оо 
хотя бы один из элементов этой функции равен нулю, а другой обраща­
ется в бесконечность. 

Действительно, так как функция у(т) алгебраическая, то существует 
неприводимый полином 

F(x, у) ^ р о ( т ) + р , (т)у+... + рАт)у\ (3) 

где ро(т), ... , PV(T) — многочлены по турх(т)фОу такой, что у р 0 ( т ) , . . . 
... ,PV(T) нет общих нулей и F ( T , у(т)) =0. Из формул Виета, связы­
вающих элементы ух (т), ... , у^(т) функции у(т) и коэффициенты урав­
нения 

/ г ( т , ( / ) = 0 , (4) 

следует, что если p v ( x o ) = 0 , то хотя бы один из элементов ^(то) = о о . 
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Отсюда и из условий леммы имеем pv(i) = const. Пусть для определен­
ности p v (x) = l. Так как при конечных т значения у /(т)=^=0 и функция 
1/у(т) алгебраическая, то в (3) коэффициент р 0 ( т ) =ро = const =^0. 
Поскольку ( / (x )^cons t , то v ^ 2 и среди .полиномов p i (x ) , . . . , p v _i (x ) 
есть хотя бы один неравный тождественно постоянной. Поэтому 

s = m a x s / ^ l , (5) 
у 

где 5y = degp/(x) . Полиномы р ; ( т ) , / = 1,... , v — 1, содержащиеся в (3), 
запишем в виде 

р / ( т ) = Л ^ т " + . . . + Л | / ) , / = l , . . . , v - l , (6) 

где А\Р== const. Полагая х = 1 / т | , согласно (3) — ( 6 ) , будем иметь 

роч8+(A <;>+. . .+4V 'H s - s , y+.. . 
... + Mt~ , ) +. . .+4 v - 1 ) ^ S v - ' )^ s - S v - , f / v - , + ^ y = 0, (7) 

откуда получаем утверждение леммы. 
Доказательство теоремы 1 проведем аналогично [ 3 , 5 ] . Поскольку 

при s = k теорема 1 справедлива, считаем s> k: Рассматривая значения 
Фи ... , Фк на кривых ф Л + 1 = 0 , . . . , Ф 5 = 0, видим, что могут быть две 
возможности: а) хотя бы одна из функций Ф ь ... , Ф*, входящих в (2), на­
пример Фи удовлетворяет условию 

фх\o^o^const, v = k+ 1,... , 5 ; (8) 

б) среди Ф ь . . . , Фк нет функции, для которой выполнено соотношение 
(8) для всех v = & + l , . . . , s . Если реализуется случай а ) , то для всех 
х, у справедливо равенство 

Ф 1 = Л У + ФУЧ^, (9) 

где > l v = c o n s t ^ = 0 , ф у —функции класса А т ^ : Так как Фу(х,у) суть 
частные интегралы системы (1) , то для всех х, у 

p - ^ T + Q - ^ = ^ M ^ v = l , 2 , ' : . . , s , (10) 

где Mv — функции из Атп. Подставляя (9) в (10), будем иметь 

(РП?Г + Q " ^ ) ^ + ^ Ф У ф ^ ( Л у + ф Ж ) Л 1 1 . ( Н ) 

Поскольку (1) допускает конечное число частных интегралов Ф/(х, у) 
из Amjnit то М\(х, у) ф0. Так как А„Ф0, то все Фх для v = fc-fl,... , s 
являются в силу ( И ) делителями функции М\(х, у), которая принадле­
жит Атп. Итак, в случае а) теорема доказана. 

Пусть а) не реализуется. Тогда без ограничения общности считаем, 
что 

ух(х) = ф , | a > t + l = = 0 ^ c o n s t . (12) 
Поскольку Ф*+1 — частный интеграл системы (1), то траектория 
Ф*+1(х, у) = 0 получается из соотношения Г(ху у) = с 0 при некотором ко­
нечном СоФОу т. е. * 

Ф Г . - . Ф | Ч Ф . + / _ О - * О # 0 . (13) 

Обозначим через CO(JC) функцию, заданную неявно уравнением Фк+\(х, 
у) = 0 , а через 

у1(х)=Ф1(ху со(х)), / = 1 , 2 , . . . , * . (14) 

В конечной части плоскости комплексного переменного х функция ш(х) 
алгеброидна. Поэтому yj(x) для хфоо могут иметь лишь алгебраи­
ческие особые точки. 
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Пусть х=х0фоо является либо нулем для одного из элементов 
функции ух (х) (который также будет обозначаться через ух (х)), либо осо­
бой точкой, в которой ух (хо) = оо. Тогда в окрестности точки х = х0 функ­
ции у\{х) представимы в виде 

yj(x) = (x-xo)yil4>j(x), / = 1 , 2 , . . . , * , — (15) 

где y\j — рациональные числа, при этом 7п=^0, ц)1(х0)фО и фДх) либо 
голоморфна при х = х0, либо ф/(х) — сходящийся ряд по дробным сте­
пеням х — Хо. Из соотношений (13) — (15) имеем 

P1Y11 + P2Y12+ ... +P*Yu = 0. (16) 

Пусть в конечной части плоскости комплексного переменного х ни один 
из элементов функции ух(х)ф const не имеет нулей и не обращается в 
бесконечность. Тогда в эквивалентных тождеству (13) равенствах 

Ф Р ' . . . Ф ^ = с о # 0 , Ф * + 1 = 0 (17) 

заменим cos vx и sin vx по формулам Эйлера и положим т = ехр/х. 
При этом будем иметь 

( T - > , ( T , ( / ) ) P i . . . ( т - > Л ( т , у ) ) р * = с 0 ^ 0 , т - т * + ' ф Л + 1 ( т , у ) = 0 , (18) 

где гп\у m2,...>mk+\ — целые неотрицательные числа, ф 1 , . . . , ф*+1 — 
полиномы по т, у. Так как тфО, то второе уравнение (18) определяет 
алгебраическую функцию 

y = v(x) (19) 

такую, что ф*+1 (т , V ( T ) ) = 0 и v(expix) =<о(л:). Подставляя (19) в пер­
вое уравнение (18), получим 

( * i ( x ) ( ^ ( т ) ) Р л = с 0 ^ 0 , (20) 
где 

*/ = + / ( т ) = т - т ' ф / ( т , у ( т ) ) , / = 1 , 2 , . . . , * . (21) 

Согласно (21), % ( т ) — алгебраическая функция т. Так как t|?y(x) = 
= # / ( * ) , то \ |?I (T ) в конечной части плоскости комплексного переменного 
т не имеет нулей и ^х(т)фсх>. Следовательно, по лемме 1 у I | ? I ( T ) есть 
элемент, обращающийся в нуль при т = о о . Полагая в (20) т = 1 / т ] , 
будем иметь 

( • I ( 1 / T | ) ) P ' . . . ( г М 1 / л ) ) р * - ^ о ^ О . (22) 

Раскладывая ф/(1/т|) в ряды (содержащие, вообще говоря, дробные 
степени ц) в окрестности т] = 0 и подставляя их в (22), получим равенство 
(16), где Y I / — рациональные числа, причем Y u ^ O . Из равенства (16) 
имеем 01 = ^ 1 2 0 2 + . . . +\1\фку где |ц/ — рациональные числа, не все рав­
ные нулю. Пусть s 2 — наименьшее общее кратное знаменателей jutiy. 
Тогда, возводя (2) в степень 5 2 , получим первый интеграл системы (1) 

( Ф Г 2 Ф | 2 ) Р 2 . . . ( Ф Г Ф * 5 2 ) Р * = с, (23) 

где mi/— целые числа, не все равные нулю. Рассматривая (23), ви­
дим, что могут представиться две возможности: а) хотя бы одна из 
функций Ф Г " ф / 2 обладает свойством 

Ф Г ' Ф / Ч Ф . - О —const для v = * + l , ... , 5 ; (24) 
б) ни одна из функций ФГ"ф/ 2 не удовлетворяет условию (24) при 
всех v = * + l , . . . , 5 . В случае а) из (24) с учетом (10) находим 

-fc Ф Г ' Ф Л Ф _ О = (тчМ{ + 82М1)ФГ'ФГР-1\ф_о = 0. (25) 

По условию 4) Ф Г ' Ф / 2 при * > 2 не может быть интегралом системы 
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(1), поэтому m\jM\-\-S2Mj^Q. Так как тождество (25) выполнено для 
всех v = £ + 1 , . . . , s, то m\jM\ -\-s2Mjделится на произведение ФЛ+I ... Ф 5 . 
Следовательно, в случае а) теорема доказана. В случае б) без ограниче­
ния общности считаем, что 

Y2(x) г = Ф Г ' Ф ! ' | a > , + 1 = 0 ^ c o n s t . (26) 

Рассматривая функцию (26) и повторяя предыдущие рассуждения, можно 
показать, что система (1) допускает первый интеграл 

(фьГФ$пФз*3)**... (ф?'*ф 2*"фЛ

6") Р 4 = с, (27) 

где bij—целые числа, не все равные нулю. Если в (27) найдется 
хотя бы одна функция ф ^ ' ф ^ ф / 3 ' , удовлетворяющая условию 

ф?"ф2>*'ф'3'| o . e 0 = const для v = k+ 1, ... , 5 , (28) 

то, как и в предыдущем случае, получим утверждение теоремы. Если 
соотношение (28) не выполнено ни при каком / = 3 ,4 , . . . , й, то вновь 
считаем 

Y3(x) =Ф?''Ф 2*"Ф 3*И | ф ^ - o ^ c o n s t 

и повторяем описанную выше процедуру. Если ни на одном из последую­
щих этапов возможность а) не реализуется, то, продолжая описанные 
выше рассуждения, можно показать, что у (1) существует первый интег­
рал 

( ф ^ - ' Ф ! " - ' . . . Ф ^ - Г ' ) ^ - ' ( Ф Г - Ф Г ... ф£_-?ФЛ

в") Р* = С , (29) 

где все числа ац целые. Покажем, что 

Ф Г l<S>2k...Ф*-1 - ' U V = 0 = const для v = ife+ 1 s. (30) 

В самом деле, пусть это не так. Тогда, как и ранее, получим, что р*/р*_ i — 
число рациональное. Поэтому все траектории системы (1) являются 
кривыми класса Л т ; Л / . Последнее противоречит условию 1). Дифферен­
цируя тождество (30) по JC, получим (a\k-\M\-\-a2k-\M2-\- ... 
... + а л _ 1 , _ 1 М , _ 1 ) Ф Г " 1 Ф 2 2 А - 1 ... Ф ^ г Г ' Р - Ч Ф , = О = 0 для v = * + l , ... , s . 
Отсюда и из условия 4) следует утверждение теоремы. 

Из приведенного рассуждения вытекает 
Т е о р е м а 2. Если система (1) из Атп имеет интеграл вида (2) и, 

кроме того, допускает частные интегралы Ф*+1, . . . , Ф 5 , отличные от 
Ф1, ... , Фь принадлежащие Amjniu такие, что произведение Ф ^ + 1 . . . Ф 5 

имеет степень по у не менее п-\- \, то все траектории системы (1) класса 

Используя аналитический признак интеграла и тождества (10), мож­
но показать, что всякая система (1) из А т п , допускающая ( 2 m + 1 ) (/г-|-
- т - l ) - f - l частных интегралов Ф/ класса Ат]П], имеет интеграл вида (2). 
Отсюда и из теоремы 1 следует, что если у (1) число 5 различных непри­
водимых частных интегралов Ф у из Ат^конечно, то s < 2 ( m - | - 1) (/г + 1) 
при Я / ^ 1 , / = £-+-1,. . . , s. Пример системы x = sinx, у=— ycosx — 
— cos2x И ее интеграла Г = (y + cos л:) sin х показывает, что система 
(1) из Атп может иметь частные интегралы, не зависящие от у, при этом 
эти функции могут входить в аналитическое выражение (2). 

Покажем, что всякий такой частный интеграл является делителем 
Р(хуу). В самом деле, пусть (1) допускает частный интеграл 

г 

ц)(х) = £ (Av cos vx-\-Bv sin vx). (31) 
v = 0 

Поскольку q/(jt)/(p(jt) = const тогда и только тогда, когда ф(л:) = 
= c(cos r x ± / s i n rx) = с е х р ( ±irx) Ф0, с = const, и, согласно (10), 
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Р(х, у ) ф ' = фМ (х, #) , гдеМ(х, у) <=Атп, то ф ( * ) содержится в разложении 
Р(ху у) на неприводимые в Атп множители. Так как таких множителей не 
более т , то при Р(х,у)фО, согласно теореме 1, s < 2 ( m - f 1) ( я + 1) + 
+ т. 

Т е о р е м а 3. Если система (1) из Атп имеет конечное число s непри­
водимых интегралов Ф; из Ат.]П], то при Р(х,у)фО и т > 1 справедлива 
оценка 

5 < 2 ( т + 1 ) ( л + 1 ) + т — 1 . (32) 

Действительно, пусть s = 2 (m- f 1) (п + 1) - fm. Тогда с помощью лю­
бых p = ( 2 m + l ) ( n - | - l ) + l = s — m — n функций Ф,- можно построить ин­
теграл (2) системы ( 1 ) . При этом в (2) k=pf иначе s — k>m + n и 
все траектории системы (1) будут кривыми класса Л т / П / . Обозначим через 
Фь ... Ф* частные интегралы, вошедшие в (2), а не вошедшие в (2) через 
Ф* + ь ... , Ф 5 . Поскольку s — k = s — p = m-\-ny то по теореме 1 с точностью 
до обозначений Ф*+ь. . . , Ф*+« — линейные функции по у, а Ф * + л + ь . . . 
... , Ф 5 — тригонометрические полиномы. Покажем, что среди Фь Ф 2 , ... 
... , Фку содержащихся в (2) , есть пг частных интегралов, не зависящих от 
у. В самом деле, так как k = р = (2m + 1) (п + 1) + 1 > т , то при построе­
нии интеграла (2) можно использовать все функции ф * + я + ь . . . , Ф*, 
заменяя ими любые m из частных интегралов Фь ••• > Фь например Фь 
Ф 2 , . . . , Фт, причем при этом построении не используются Ф*+ь ••• Ф*+п-
Применяя теорему 1, видим, что все Фь Ф 2 , . . . , Фт — тригонометрические 
многочлены. Таким образом, среди s = 2(m-|- 1) (я + 1) + т неприводи­
мых частных интегралов 2 т не зависит от у. Последнее невозможно 
при Р(ху у)фО. Теорема доказана. 

Всякая система (1) из Атп эквивалентна дифференциальному урав­
нению 

dy = qn{x)yn + qn-\(x)yn-l+ ... +qo{x) = _Q_ ^ 
d x pn(x)yn + pn-i(x)yn-l+ ... +ро(х) Р9 

где 
т 

Pj(x)= £ (аУ} cos kx-\-bk

j)s\n kx)y 

* = 0 

т 

q}(x) = £ (cjjpcos kx + d^sm kx), / = 0 , 1 , . . . , п. 
k = 0 

Если в уравнении (33) сделать замену т = ехр/х, то получим 

dy _ iQ _ Q\(Tyy) 
dj тР Р\{т,у) ' 

где при cm

l)=£±id%\ а^Ф+ьЪ^ степень полинома Рх равна 2 т + я + 1 , 
а степень Qi — 2 т + /г. Если воспользоваться теоремой 2 из [4], то для 
конечного числа различных неприводимых алгебраических частных ин­
тегралов уравнения (35) получим оценку 

5 < (2m + n + l ) ( 2 m + /i + 4 ) / 2 — 1 . (36) 

Найденная выше оценка (32) для числа s является более точной, 
чем (36). 

Заметим, что для того, чтобы все траектории системы (1) были кри­
выми из Л т , я , , достаточно, чтобы в (2) числа P//p v были рациональными 
для / = 1, 2 , . . . , k и хотя бы одного v, v = 1, 2 , . . . , k. Рассматривая соотно­
шения (16), (23), (27), (29) и приводя рассуждения, аналогичные 
доказательству теоремы 1, можно показать, что справедлива 

Т е о р е м а 4. Пусть неприводимые частные интегралы Фь ... , Ф* 
из Ат1П1 таковы, что (2) является интегралом системы (1) ив А т п и из лю-

(34) 

(35) 
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бой совокупности, содержащей менее k частных интегралов CDi,... , Фь 
нельзя построить интеграл вида (2). Тогда все траектории системы (1)— 
кривые класса Ат]П] тогда и только тогда, когда все числа p y / p v для 
/ = 1,2, . . . , k рациональные хотя бы для одного v < & . 
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