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II. Архимедов случай

В этом разделе мы предполагаем, что основное поле F есть R 
или С, и мы намереваемся показать, что результаты разд. I могут 
быть «распространены» на этот случай (не слишком удивительный 
факт, ибо архимедов случай был изучен двадцатью годами ранее >-ади- 
ческого...). Мы по-прежнему полагаем GF =  GL(2, F), и пусть MF озна­
чает очевидную (т. е. ортогональную или унитарную) максимальную 
компактную подгруппу GF.

Мы не будем здесь излагать полные доказательства результатов по 
двум причинам. Прежде всего мы не видим никакой возможности суще­
ственного улучшения отчета Жаке и Ленглендса об этих результатах 
(§ 5 и 6 их чудовищной книги). Во-вторых, теория унитарных пред­
ставлений SL(2, R) и SL(2, С) с некоторого времени стала хорошо 
известна многим, а распространение результатов на (не обязательно 
унитарные) представления GL(2, R) или GL(2, С) является довольна 
шаблонной вещью.

= R) 
-С )

1. Допустимые представления

Пусть ж есть представление GF в разумном* 2) топологическом век­
торном пространстве Ж\ для каждого x£G F имеется непрерывный авто-

}) Godement Roger, Notes on Jacquet — Langlands theory, Mimeographed notes, 
The Institute for Advanced Study, 1970. Окончание. Начало см. Математика 18*2 
(1974), 28— 78.

2) Мы будем предполагать, что Ж  локально выпукло и что замыкание выпук­
лой оболочки компакта из Ж  компактно. Это делает возможным интегрирование 
непрерывных функций со значениями в и с компактным носителем.
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морфизм ft(x) пространства Ж, и отображение х —> я(х )| непрерывно 
для каждого £ £ Ж. Мы можем тогда определить в Ж оператор я(/) 
для каждой непрерывной функции (или даже меры) с- компактным но­
сителем с помощью формулы

=  ( x ) i - f ( x )d x ,  (1)

и отображение f-+n(f)  перобразует свертку в произведение операторов. 
Для замкнутых подпространств в Ж инвариантность относительно 
я  (Gy) эквивалентна инвариантности относительно я (/) для «достаточ­
но большого» семейства функций f.

Пусть 0 — неприводимое конечномерное представление MF; по­
ложим s

Хе(/га) =  dim (б)-Тг [6 (/га)] (2)
для всех т £ М р, так что Х„*Хв =  Х0. Рассматривая Х0 как меру на GP 
(с носителем МР), мы получаем в Ш  проектор

Е  (0) =  it (Хв) =   ̂■к(т)Х9(т) dm (3)

на замкнутое подпространство Ж(%) в Ж, а именно на пространство 
векторов %,€Ж, преобразующихся под действием л (Му) по представле­
нию, кратному 0.

Прямая алгебраическая сумма '
&е о =  ® ^ ( 0 )  (4)в

плотна в Ж’, она является множеством всех My-конечных векторов (т. е. 
векторов, сдвиги которых операторами из я (Му) порождают конечно­
мерные подпространства в Ж). Хотя Ж о инвариантно относительно 
я(М у), оно, вообще говоря, не инвариантно относительно л (Gy); это 
одно из технических различий между архимедовым и р-адическим слу­
чаями. Тем не менее, Жо инвариантно относительно многих операторов 
Я(/), например тех, для которых функция или мера / ^ -к о н еч н а  слева 
(т. е. левые сдвиги f(mx) порождают конечномерное векторное про­
странство), или тех, для которых преобразования f(mxmrl) функции 
или меры /  элементами из MF содержатся в конечномерном простран­
стве, и т. д.

Мы будем интересоваться главным образом теми представлениями, 
для которых Ж(0) конечномерны; это верно (при слабых предположе­
ниях топологического характера1)), если я неприводимо (нет инвариант­
ных замкнутых подпространств) — в этом случае мы всегда имеем 
<Ит Ж (0) ^  dim (в)2 и даж е2)

dim £%?(0) <  d im 0, (5)

что означает, что всякое неприводимое представление MF встречается 
не более одного раза в любом (разумном, например унитарном) непри­
водимом представлении G^. Во всяком случае, коль скоро представле­
ние я удовлетворяет условию

dim Ш (6) <  +  оо (6)

1) Эти предположения автоматически выполнены, если л унитарно или конечно­
мерна, см. Godement R., A Theory of Spherical Functions I (Trans. Am. Math. Soc., 
73 (1953) или работы Хариш-Чандры этого же времени).

2) Формулу (5) можно доказать, не опираясь на классификацию унитарных 
представлений, проверив сначала ее справедливость для конечномерных представле­
ний (которая в случае F =  С выводится из формулы Клебша— Гордана разложения 
тензорного произведения двух представлений SU (2, С)) и применив затем общий 
принцип, изложенный в цитированной в первом примечании работе, где можно найти 
полное и прямое доказательство (5).



Заметки по теории Ж аке  —  Ленглендса 5

для всех 0, векторы 1£Жо являются «аналитическими», что, между про­
чим, означает, что «коэффициент» <я(я)£, т)> есть обычная аналитиче­
ская функция на вещественной группе Ли GF для любой непрерывной 
линейной формы ц на Ж; и для каждого 1£Ж о и всякого распределения 
р на Gf с компактным носителем в Ж существует такой вектор я(р)£, 
что

( т ф И  ч) =  §(*(■*)£, (х) (7)
для всех г).

Имеются два очевидных случая, когда мы имеем it([a) £ £ J (?0 для 
всех если 1* есть мера Дирака в точке m группы МР — тогда,
очевидно, л (ji) =  и (m) — или если преобразования d^{mxm~l) распре­
деления (а элементами MF порождают конечномерное векторное про­
странство, например если [а € 41 (8) =  алгебре (относительно свертки) 
распределений, сосредоточенных в {е}. Хорошр известно, что % (g) 
канонически изоморфна обертывающей алгебре комплексифицированной 
алгебры Ли g вещественной группы Ли Ор\ ее элементы можно отожде­
ствить с левоинвариантными дифференциальными операторами на Ор,
причем оператор, соответствующий есть / I —* / * и ,  где (а(л) =

14а- 1). ,
Мы можем теперь определить „алгебру Гекке“ НР следующим 

образом1). Мы полагаем

Ир = % (g), если F = С, (8)

поскольку ввиду связности Ос есть серьезные основания полагать, что 
отображение (представления Ор) —> (представления g) инъективно. Если 
jF =  R, подобных надежд питать нельзя, и к % (g) нужно что-то доба­
вить, чтобы учесть наличие у Or двух связных компонент. Мы доба­

вим к <U (g) меру Дирака е_ в точке ^ ^ ^ j группы Gr . Другими

словами, мы полагаем
=  если F =  R. (9)

Это — алгебра (относительно свертки) распределений, сосредоточенных
( 0\ п  на подгруппе I—^ Л группы GP.

Если л есть представление GF в топологическом векторном про­
странстве Ж, такое, что dim Ж {б) < + о о  для всех 0, то мы естественным 
образом получаем представление (все еще обозначаемое через я) 
алгебры HF в подпространстве Жо, сопоставив каждому замкнутому 
подпространству X в Ж, инвариантному относительно n(GF), подпро­
странство Xq =  X (]Жо в Жо, мы получаем биекцию Х-+Хо на множе­
ство инвариантных относительно л(НР) подпространств в Жо- Для уни­
тарных представлений в гильбертовых пространствах соответствие меж­
ду представлениями GF и представлениями HF является, более того, 
инъективным2).

Эти хорошо известные факты мотивируют следующее определение 
допустимых представлений. Пусть л — представление алгебры HF 
в комплексном векторном пространстве V. Скажем, что л допустимо, 
если выполнены следующие условия:

') Жаке и Ленглендс выбирают намного большую алгебру. Отметим также, что 
сам Гекке никогда не питал пристрастия к алгебрам Ли...

а) Предполагается, разумеется, что dim Ж Щ  <  + ° °  для всех 0.
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(i) ограничение я  на алгебру Ли группы MF разлагается на конеч­
номерные неприводимые представления с конечными кратностями;

(П) для всякого S £ V  и всякого т| £ V  (см. ниже) существует функ­
ция на 0 Р, которую мы обозначаем через (тс (х) $, -ц), такая, что

М  £> У) =   ̂(” (•*) 5. “Ч) dp (•*) (10)

для всех р, £ #jp. То, что мы обозначаем через V, есть, конечно, множе­
ство линейных форм на V, которые под действием операторов я(р ) пре­
образуются по конечномерному представлению алгебры Ли группы MF. 
Если для данного неприводимого представления 0 группы MF обозна­
чить через К(0) множество всех £ 6 У, которые преобразуются по пред­
ставлению, кратному 0 (мы рассматриваем 0 равным образом как пред­
ставление соответствующей подалгебры в HF), то условия (i) и (И) 
обеспечивают равенства

V = @V(B) ,V  = @V(b)*c:V*  (11)

и их назначение, разумеется, состоит в исключении тех представлений 
HF, которые не соответствуют представлениям GF (отметим, что GF 
неодносвязна, даже если F = C  и еще в меньшей степени если F — R).

Для допустимого представления я  алгебры HF в векторном про­
странстве V неприводимость будет пониматься в обычном и чисто ал­
гебраическом смысле — отсутствие каких бы то ни было инвариантных 
подпространств. Из условия (и) следует; что л тогда можно (многими 
различными способами) реализовать в пространстве функций на GF. 
Более точно, всегда существует изоморфизм |  -н•<р? пространства V на 
некоторое пространство функций на GF со следующими свойствами:

(a) функции <р£ аналитичны и УИ^-конечны справа;
(b) для всех и р £Н р  имеем

*Р«(Ю5 =  ;<Р« * Р" О2)
Подобный изоморфизм можно получить, полагая, например,

? 5(-*) =  <тс(л:)£, т)> (13)

с фиксированным ненулевым ■») £ V ; в этом случае функции <рг являются 
также МР-конечными слева. Но, как мы увидим, существуют другие 
способы построения неприводимых допустимых представлений, в кото­
рых HF действует в функциональных пространствах операторами пра-. 
вой свертки.

2. Представления р^, ^

Пусть р-i и {а2 — два характера F*. Как в разд. I, мы обозначим 
здесь через ^  пространство функций ср (g), удовлетворяющих 
условию

? [(о (") * ]  =  ^ ( П * ( п  1t>lt" {g) (14)
и являющихся Ж^-конечными справа. Ясно, что 8?^, ^  * Нр с  8? у.,, р.,, 
так что мы получаем представление ц, алгебры Н Р в та­
кое, что

Рш,* (* )  =  ? * *  (15)
для всякого X € HF. Это представление, очевидно, допустимо: функ­
ции qp определяются своими ограничениями на MF, которые суть «триго­
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нометрические полиномы» на MF. Первым фундаментальным результа­
том является:

Т е о р е м а  1. Всякое неприводимое допустимое представление HF 
содержится в представлении р ,̂,

Это на самом деле старый результат Хариш-Чандры1)2 *), с неболь­
шими изменениями справедливый для всех редуктивных вещественных 
групп Ли. Он означает, что каспидальных представлений из разд. I 
в данном случае нет — не существует аналитических функций с ком­
пактным носителем modZF или... *

Для изложения элементарного доказательства теоремы 1 необходи­
мо прежде всего выбрать базис в , приспособленный к действию
MF\ мы объясним, как это делать в случае, когда F = R, поскольку вто­
рой случай рассматривается аналогично.

Мы можем написать

М 0  =  К T'sgn (<)*'. О6)
где mt =  О или 1; характер н- =  Pi — р2 тогда задается так:

р (0  =  \ t |*sg n (t)m, s = sx — s2, m = \ml — m2\. (17)

Для всякого целого n = m (mod 2) в 38у.и ц, имеется функция <р„, та­
кая, что

-- £/l/0. (18)cos 0 sin 0\
I— sin 0 cos 0/

она единственна, поскольку QF =  РРМР, где Рр есть подгруппа 

. Множество функций <ря есть базис в ^  Теперь комплекс­

ная алгебра Ли д =  Ж 2(С) группы OL(2, R) имеет базис, элементы ко­
торого суть матрицы

и  =  

v+ =

о
-1

(19)

и легко видеть, что

Р (z ) ?п =  (s i +  52> <РЯ.
Р (У+) ?„ =  (5 +  1* +  п) Срп+2, Р (V-)  ф„ =  (S +  1 — п) <р„_2,

где мы пишем р вместо рр,,, ц,. Более того, мера Дирака е_ в  ̂
действует так:

(20)

- 1  0 
0 +1

р ( е- )  9п =  ( — l ) mi<P (21)

Заранее ясно, что всякое неприводимое допустимое представление НР 
имеет базис, элементы которого суть собственные векторы для U, поэто­
му легко проверить с помощью классических вычислений Баргмана для 
унитарных представлений SL (2, R), что всякое такое представление 
можно погрузить в некоторое рщ N.

’) Теорема Хариш-Чандры в действительности утверждает, что всякое неприво- 
димое допустимое представление U($) может быть реализовано в 53753^» где и 
Зд" суть два инвариантных подпространства в подходящем , где 5g" cz 53'.
Но для GL(2) оказывается возможным всегда выбрать ^3" =  0.

2) Упрощенное доказательство теоремы Хариш-Чандры недавно дал Леповски
(Trans. Amer. Math. Soc., 176 (1973), 1—44).— Прим. перев.
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3. Неприводимые компоненты представлений р̂ ,, ц,, (случай F =  R)
Предположим, что F  =  R. Предыдущие соотношения показывают, 

что
Р 0/ +)р<Р« =  (s +  1 +  я ) . . .  (s +  2р -  1 4- п) <fn+2p, (22)
Р <У-)р9п = (s +  1 — п ) . . .  (5 +  2р  -  1 -  п) ср„_2р. (23)

Отсюда следует, что р неприводимо, если нет целых я = т  (mod 2), та­
ких, что s = n + l  (mod 2); другими словами, р неприводимо, если 
только не имеет места соотношение

х =  т +  1 mod 2, (24)
означающее, что

1А (^) =  / / J/ra+l+29 sgn (^)m =  sgn (г') (25)

для некоторого целого р (записав р (0  =  ] / [ Ssgn (?)m, мы имеем тогда 
s = p  я т = р  1 (mod2)).

Если. n(t) —fPsgn(t) для некоторого целого р, так что s = p  
и т = р + 1  (mod 2), мы должны различать два случая, зависящие 
от sgn(p).

Во всех случаях, поскольку s = p = т +  1 (m od2), мы имеем
Р (V-) <?p+i =  Р (V+) 9-r-i  =  0’ (26)

,и p(V_)<p„ ф  0 для я Ф р  +  1, равно как и p(V+)<p„ Ф 0 для п ф  — р  —1. 
Мы сразу находим нетривиальные подпространства в N, инвариант­
ные относительно % (д); их три, а именно два следующих подпро­
странства:

{•••1 <Р—р—5) р—з, ?—р—i}> (27)
{(Рр+1> Тр+З' 9р+5> • • •}

и либо их пересечение (если р<^ 0), либо их сумма (если р ^ О ) .  Если 
мы примем во внимание оператор p(s_), переводящий <р„ в +<?-„, то 
мы увидим, что ц, содержит только одно нетривиальное подпро­
странство, инвариантное относительно р (HF), если рфО,  и ни одного, 
если р  =  0. Мы получили окончательно следующий результат:

Т е о р е м а  2. Представление Рц„ ц, алгебры H r неприводимо, 
за исключением случая, когда

|х (*) =  tP sgn (t) (28)

для некоторого целого р ф  0.
Цели > 0 , то 33^  ^  содержит ровно одно инвариантное 

подпространство
^ V-u N == {• • •> 9 —р—3' ф—р—1’ Фр+1> Фр+3> • • •}’ (2 ^ )

и фактор конечномерен.
Если <] 0, то единственное инвариантное подпростран­

ство в 33^  щ есть
& L , n =  {?p-h > Фр+з>---> ? -Р -з . V - P- & ’ (30)

оно конечномерно, и фактор
ЗЗу.  ̂ 11, =  33^  На (3Ь

бесконечномерен.
Мы будем обозначать через ^  представление р^„ если она 

неприводимо, а если это не так, то очевидное представление в конеч-
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номерном пространстве Представление в бесконечномерном
подпространстве или факторпространстве ^  будет обозначаться 
через ац,, ц,; оно определено, только если р. (t) =  t? sgn (t) с ненулевым 
целым р. В этих обозначениях мы получаем полную классификацию 
представлений:

(a) всякое неприводимое допустимое представление H r есть ^
ИЛИ бщ, (1.2 i

(b) между этими представлениями имеются следующие отношения 
эквивалентности:

те|*1, [la ~  lii' (32)
6(1,, (ij ~  |i, ~  ар.,+т), ~  б(12+7), (33)

где n(*) =  sgn(0 ;
(с) между неприводимыми представлениями не существует никаких 

иных отношений эквивалентности, кроме перечисленных выше. Беско­
нечномерные Ящ, |х2 составляют основную серию-, множество представле­
ний |i5 назовем дискретной серией.

Следует отметить, что если р (t) = t? sgn (^) с целым р<^ 0, то 
подпространство

& L  (la =  {?р+1> • • •> (34)

в ^(i,, и может быть описано очень просто. Действительно, имеем 
(л̂ - 1 (г?) =  tP sgn (/); следовательно, всякая ср g ^  удовлетворяет
уравнению 

f  *
О t"9 И Pi ( n M n \ t ' l t " № 9 ( g )  =

=  Pi ( t ' n  t"-p sgn ( П I f i t "  \T<? (g ) -  Pi ( t ' n  \ f / t "  I1i2t " - p- \  (g ). (35)
Поэтому содержит все функции

9 (c d) =  1X1 (det ^  Idet e  W (C’ (36>

где /  — произвольный однородный полином степени — р — 1 > 0 .  Мно­
жество таких функций есть, очевидно, ц,.

Отношения эквивалентности (32) и (33) легко объяснить. Если рас­
смотреть (не обязательно неприводимое) представление р^, у.,, описывае­
мое формулами (20) и (21), то р̂ ,, ^  получается из этих формул заменой 
5 на — х и тх на т2. Если обозначить через (<р„) и (cpj,) канонические 
базисы в ,1, и 3?^, ц, соответственно и если предположить сначала, 
что р (/) не равно ^ sg n (^ ), то мы получим изоморфизм Т пространства 

ц, на перестановочный с действием H r , положив

г

— S +  1 +  п

■ ^ т т т ^ (37)

(Заметим, что если либо s ^  п, либо — s 1 п есть целое отрица­
тельное число, то х =  m +  1 (mod 2), что невозможно, если мы не рас­
сматриваем дискретную серию; следовательно, Т определено и биектив­
но); (32) вытекает из этой конструкции.

Для доказательства (33), и прежде всего эквивалентности ^  ~  
~°(is, (ij' мы можем в силу того, что Pj и р2 играют симметричные роли, 
предполагать, что х =  /? =  m +  1 (mod 2) с отрицательным целым р.
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Число
<— S +  1 +  п

ап =  П т
s=p

) г(-'  ._ 1 t М-1 '=  Нт
г=0

г  +
п +  1 — р

)
г ( , + г ± ± ± * )

(38)

тогда определено для всякого га =  т (mod2), и отображение Т :Я ^и |i, -> 
м-р задаваемое формулой Т<?п = ап<?'п, все еще коммутирует с дей­

ствием Н r . Легко видеть, что Ker (Т) есть инвариантное подпростран­
ство Я ^ , ^  из теоремы 2 и что Т индуцирует изоморфизм из ^ 1>(1, =
— &v-u pJ&L, V-, на подпространство Я^и ^  в Я ^ ^ ,  откуда следует, 
что о^, ц, ~  щ.

Наконец, при доказательстве эквивалентности ,,.s~Oy.i+li(ll+4 мы 
можем предполагать, что ft (t) — ip sgn (t) c p'j> 0 . Тогда представле­
ние Сц,, ц,, ограниченное на подалгебру <U (g) алгебры / / R, разлагается 
в прямую сумму двух инвариантных ’ подпространств, а именно {<рр+1, 
?р+з> • • •} и { . . . ,  <р-р- з, т -р -Л , и мы имеем аналогичное разложение на 
Wp+v 9р+з- • • •} и {. . . ,  f'_p_3, 9Lp-i) лля Мы получим спле­
тающий оператор Т, потребовав, чтобы

т  [ е с л и  п > 0 ’
?я 1 — <р', если га < 0.

(39)

4; Неприводимые компоненты представлений р*,, Й1 (случай F =  С)

Если F =  С, ситуация похожа на ту, которую мы только что 
видели, за исключением того, что нет дискретной серии. Основным 
результатом теперь является

Т е о р е м а  3. Представление р ^ ,^  алгебры Нс неприводимо, 
за исключением случая

( j — с р, q £ Z  и pq^>0 . (40)

Если ^.(t) = tp'h с р, ^ < 0 ,  то Я ^  ^  содержит одно неприво­
димое подпространство Я^и оно конечномерно и натянуто 
на функции

^ ) = M d e t £ ) |d e t g |{ / 2 < M C, d)%{c,d),  (41)

где и Ф2 суть однородные полиномы степени —р — \ и —q—1 
соответственно. Если =  с p ,q ^ > 0, то Я v.u содержит 
одно инвариантное подпространство Я ^ ^ ,  а именно ортого­
нальное дополнение к Я

Если обозначить через р„ С-рациональное неприводимое представле­
ние OL(2, С) (или Н с ) в пространстве однородных полиномов степени 
га — 1 от двух переменных, то для \i(t) =  i p b  с р, q <СО мы видим, 
что ограничение р̂ ,, и на Я { и ^  доставляет представление ^ , экви­
валентное

Hi (det g) | det g  |^2p_P (g*) ®  p_, (£), C42)
являющееся наиболее общей формой неприводимого конечномерного 
представления вещественной группы Ли Ос • Другими словами рц,, .ц, 
перестает быть неприводимым тогда и только тогда, когда
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либо , либо его контргредиентное содержит непри­
водимое конечномерное представление группы Ос; этот результат 
в действительности верен для всех полей F.

Для произвольной пары характеров рц р2 группы С* мы определим 
сейчас представление тс ,̂ ц, следующим образом. Положим

■Гсц,, (I, =  Рр.,, (х,, если оно неприводимо; (43)

а если это не так, то через тс ,̂ ц, обозначим конечномерное представ­
ление, содержащееся (как подпространство или факторпространство 
в зависимости от ситуации) в р̂ , .ц,. Если р (t ) =  t p Й, можно также опре­
делить представление ^  в бесконечномерном подпространстве ц„ 
если р, # >  0, или в факторпространстве

=  е с л и  Р' ? < ° -
Однако можно показать, что

' те»1, V*» (44)

где Vj и v2 определены условиями соответственно

vi (0  =  М О  = ^ > 2  (О- (45)
если р (t) = tp 1ч. Доказательство (44), данное Жаке и Ленглендсом 
(в конце стр. 231 их работы), основывается на общей теореме Хариш- 
Чандры для полупростых групп и является не слишком прозрачным. 
Стоит улучшить его, построив явный изоморфизм между пространствами 
представлений N и тсу„ v, •

Отметим, наконец, что все нетривиальные отношения эквивалент­
ности между неприродимыми представлениями Ос следуют из

. щ ~  *ц„ ц, • (46)

5. Реализация Кириллова для неприводимого представления

Пусть опять F  означает R или С и, по определению,
[е7ж1х, если F — R,

,(х) = e W Цх + х)̂  если p  = Q (47)

Т е о р е м а  4. Пусть  тс — неприводимое бесконечномерное 
допустимое представление Н р в векторном пространстве V. 
Тогда существует изоморфизм пространства V на про­
странство ^*(тс) функций на Ор со следующими свойствами:

(i) имеем

'W ё = 1р с * ) ! ^  ( г )

для всех x £ F ,  g £ G F и %£,V\
(ii) всякая W г бесконечно дифференцируема и

для всех и X  £ HF.
(Hi) для каждого существует целое число .N,

что
W e ? ) ■ 0 ( 1̂ 1̂ ) при | / | —> +  оо.

(48)

(49) 

такое,

(50)
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Пространство W (п) единственно, и отображение един­
ственно с точностью до постоянного множителя.

Метод конструкции W (л), который мы сейчас объясним, в сильной 
степени основан на классических «интегральных формулах» для функ­
ций Уиттекера; мы могли бы их использовать с тем же успехом для 
основной серии над р-адическим полем (что Жаке и Ленглендс в дей­
ствительности и делают).

Мы можем предполагать, что тс содержится в представлении р^, ^  
Поскольку Рр.,, |x2~  Pfx2, ^ , можно считать, что «

=  с ° > о .
Рассмотрим теперь на плоскости F 2 пространство <У0(Р2) всех М Р-ко­
нечных функций Ф из пространства Шварца <^(F 2) и для каждой 
такой Ф рассмотрим функцию

® (г) =  v-2 (det g) det g \-ч* J Ф (a (t)dt; (51)

интеграл всегда сходится на бесконечности, и он сходится вблизи О, 
коль скоро д^>—1. Более или менее очевидно, что Ф —»<р отображает 
(^„(Т72) на 38^, . В самом.деле, это отображение сюръективно, даже
если J°0(F2) заменено много меньшим пространством функций вида1)

Ф х
У

=  . £ - « ( * * +УУ) Р ( Х , у ,  X , у), (52)

где Р — произвольный полином от х, у, х и у. Чтобы это проверить, до­
статочно вычислить соответствующую функции (52) функцию на 
50 (2 , R) или 5 0 (2 , С) и показать, что таким путем получаются все 
полиномиальные функций на этих компактных подгруппах. Но если 
аа-\- Ь5=  1, то, очевидно,

( а Ь \  Г ( a - t \
ц  5 P(at ,  bt, at, bt)\3.(t)dt, (53)

откуда требуемый результат сразу следует.
Представление рр.,, ц, является, таким образом, фактором очевидного 

представления 0 Р (или, скорее, Н р) в <̂0(F2) или в только что опи­
санном подпространстве. Для построения W{F) мы положим

ИМ *) •w-1 т р (х ) dx (54)

для каждой <р € *̂ Vi. 1ч •' Поскольку вместо формулы (119) разд. I мы 
имеем менее точную, но равно полезную оценку

? < р,-1 (д:)| л: 1 для больших |х:[р (55)

(доказательство то же, что и в разд. I), сходимость предыдущего интег­
рала заведомо очевидна, если о^>0. Предполагая пока, что а> -0 , и ис­
пользуя (52), получаем

(d e t,g ) |d e t£ | / /2 zf (•*) Iх (0  d x d ty 

(56)
*) В нижеследующем рассуждении х, у, t, а, b должны быть вещественными,

если F =  R.
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откуда с помощью тривиальных преобразований следует, что

W , (g) =  (*2 (det g) | det ^  |F1/2J  Фе ^  j  p (/) 111 f d t  =  W%" (g), (57)

где

(xz)dz (58)

при . любом g £GF принадлежит пространству <^(F2); следовательно, 
интеграл для (g ) имеет смысл для всех значений р, поскольку функ­

ция t —* Фг'‘ |  ^  ) быстро убывает в 0 и в со.

Если с>>—1, мы можем для каждой Ф ^ с ^ (F2) определить HT®1’1'-’ 
и функцию (51); мы убедимся, что, хотя W ф ’N не может быть задана 
интегралом (54), который имеет смысл лишь при с > 0 ,  можно тем не 
менее выразить 9 через 117ф ’ 1X2 с помощью преобразования Фурье. В са­
мом деле, имеем при о^> — 1

9 ( w ) : Ф w -1

1 - Ф

;
X

(л ( t )d xd t

MD-
- h

(t)dt

x/t 
t dxdt,  (59)

где

Ho

J H ®
x
У

Ф
z
У

Tp (xz) =  Фе

e =
x  0 
0  1

•Ф,
и

V \х\р & 1 Ф
XU

V

(60)

(61)

следовательно,

=  Pi ( - 1 )  \h (X) \ x \ f  j  JFi® { ^ 4  j  (X (0  \t IF1 d t . 

Сравнивая c (59), мы получаем, таким образом,

9(®) =  J  W l " *  ^  ^ ( - l ) M x ^ \ x \ F llidx  =

(62)

=  ш Л -1 ) j j  Рг’Ч-*) \x\}U2dx; (63)

если заменить Ф ее преобразованием с помощью w~l g, мы получим, что 
более общо,

1р(£) =  ‘» * ( - 1) W%u ■*’ 2 1 (х) „ 1—1/2 X F dx; , (64)
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эта формула имеет смысл при с^> — 1. Из нее сразу следует

1*21 (*) ] x \f 112 tF(xy)dx, (66)

что было бы эквивалентно (52), если можно было бы воспользоваться 
формулой обращения Фурье, но это нельзя сделать, если — 1 < о < 0 .

Предыдущая формула показывает, что, во всяком случае, из у --= О 
следует

№  “* =  0 .

Мы можем, таким образом, определить W 9 формулой (65); другими 
словами, мы обозначаем теперь через W 9 функцию на 0 F, такую, что

i ) 4 = j ^ [ ( o  l ) g ]  \ х \гт 'р (ху) * х - (66)

для всех g  и у 1). Обозначим теперь через пространство функ­
ций Wy для всех |i, и через Ж (к) подмножество функций W9,
для которых соответствующие элементы ср из 3?^, ц, принадлежат про­
странству представления т.

Пространство %г (и) удовлетворяет условиям теоремы 4. В самом 
/ 1 Ъ\ . .деле, если заменить g  на I q j i g -, мы получим у -f- b вместо у в левой 

части (66), а значит,

tp (bx)W, (67)

вместо W v откуда следует условие (48) (положить х  =  1)

Условие (49) может быть сразу проверено, если дифференцировать по g. 
Что касается условия роста (50), то его достаточно проверить для 
функции

W
х  0 
0  1

xt~l
- t (*(0 К If 1 dt, (68)

x
где y j  = е~"к(хх+УУ> Р ( х , у , х ,  у) с полиномом Р. Тогда гФ запи­

сывается аналогичной формулой; следовательно, (68) есть сумма функ­
ций вида

/ ( х ) = Х 1(х) X е-«(‘7+хх1‘Т> (69)
F*

где Xj и Х2 — характеры F*, т. е. функций
-f-oo

Xi(-sc) jj ачххщ t* (70)

*) Формула (65) показывает, что хотя бы одна такая существует, а ее един­
ственность, как было отмечено, очевидна.— Прим, перев.
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Полагая х х  =  г2, где г ]> 0, имеем оценки
оо оо

 ̂ £-*</»+r«/f*) р  4 * t =  g-2^r  ̂e-*(t-rity p. d * t ;

=  г“/2̂ —2,cr\  t* d* t  =

oo

^ ; г«/2е- 2*г  ̂ если r > l ,  (71)
0

откуда для каждой AP € 2T(it) получаем оценку на бесконечности сле­
дующего вида:

ИР (S'?) <  с | л: е -2* (лглг )*/2 . (72)

это много лучше, чем (50)!
Предыдущие вычисления доказывают существование функциональ­

ного пространства W (я),  удовлетворяющего условиям теоремы 4. Мы 
должны еще показать, что W (я) единственно; мы объясним это для 
F =  R, поскольку комплексный случай рассматривается аналогично. 
Пусть Iff есть пространство функций на Gr, удовлетворяющих условиям 
теоремы 4. Мы получаем тогда базис Wn в W , удовлетворяющий усло­
виям (20) и (21); более аккуратно, если я'=-гсц,,ц, (основная серия) 
с pi, [i2, задаваемыми (16), то индекс п пробегает множество всех целых 
n = m  (mod2), в то время как для 11= ^ , ^  (дискретная серия) 
с p ( / ) = ^ s g n (0 и р > 0  имеем

«а m 1 1 со р —1, р +  /? +  3, (73)

Во всех случаях формулы (20) можно записать в виде

W n*U  =  inW п, W u* Z  =  (sx + s2) W n,
V . (74)

w n * V + — (s +  1 +  п) W n+2 Г п* П _ = ( 5  +  1 - я ) Г и_2;

мы отождествляем элементы алгебры Ли группы Gr с распределениями 
в е. Постараемся теперь выразить W п * U и т. д. в терминах функций 

- / | / 11/2sg n (/) 0 \  ( t  0 \
0 I о 1 J; (75)

выражай U, V+ и V -  с помощью элементов

( . ;  ( : : ) .  ( : ; )
алгебры Ли, легко находим, что F n должны удовлетворять следующим 
соотношениям1):

(s +  1 +  я) F „+2 V) =  ZtF'n (t) -  (4тг/ -  п) Fn (t), 
(s +  1 -  n) Fn- 2 (t) =  2t F ’n (0  +  .(4*/ -  n) Fn(t),

(77)

!) Формулы на стр. 188 книги Жаке — Ленглендса неверны; множитель и в этих
формулах нужно заменить на 2пи, поскольку и e2%ut. Здесь мы выби-

dt
раем и =  1.
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из которых следует, что

+ + =  (78)

это уравнение второго порядка, очевидно, отвечает действию оператора 
1 и 2Казимира D =  — V -  V+ — Ш — группы О.

Мы уже знаем, что эти уравнения имеют множество решений Fn, 
которые при 111 — +  оо стремятся к 0 с экспоненциальной скоростью. 
Пусть {(?„} есть множество решений, которые на бесконечности растут 
не быстрее степени | / 1. В силу (78) функции Fn(t)Qn (t) — Fn (t)Qn (tf) 
постоянны при /> - 0  и при ^ < 0; но они обязаны, очевидно, стремиться 
к 0 при |  ̂| —» +оо, поскольку (77) показывает, что поведение на бес­
конечности Fn и 0„ такое же, как у Fn и О„ x). Следовательно, Gn 
пропорциональны F n, и это завершает доказательство теоремы 4 * 2).

Точно вычислить Fn нельзя (это классические функции Уиттекера), 
за исключением случая дискретной серии; ответ в этом случае нам 
вскоре понадобится. Тогда п принадлежит множеству (73), и если 
п—р-\- 1, то (77) показывает, что

2tF'p+1( t ) - ( 4 « t - p - l ) F p+l( t)=0;  (79)
поскольку Fp+! не подскакивает на бесконечности, получаем

F +x(t) = \ t~  (P+l)e -2*‘, если ^ > 0 ,  (80)
( 0 , если t <  0.

С помощью (77) сразу заключаем, что для всякого положительного це­
лого k имеем

Fp + l + 2k(t) = t 2 (Р+1) Pk{t)e~ 
0  ,

если t >  0 , 
если t <  0 ,

(81)

с некоторым полиномом Рк степени k. Наконец, формула (21) показы 
вает, что

F-n{t) = ± F n( - t ) , (82)

что восстанавливает вторую половину картины. Принимая во внимание 
(75), мы видим, таким образом, что для

те == р, (*) =  ^  Sgn (/), р > 0  '  (83)
i t  0  \

функции j J, где W  задаются формулами

W ш . ( | * р ) | / |  2 iP+1) p +(t)e~«-.И, если * > 0,

1®*(1Н 1/2) И 1"г ( , ,+ 1>/3- ( 0 «-!!' |<|. если *.<о,.

(84)

где Р+ и Р-  — произвольные полиномы.

*) То есть Gn\  подобно Gn, растет не быстрее степени \ t |, a Fnr, подобно Fn, 
экспоненциально убывает.— Прим, перев.

2) Этим доказано только, что значения функций Wn* однозначно определены на 
группе диагональных матриц. Однако из (74) следует, что производные каждой 
функции Wn любого порядка и по любому направлению а точках диагональной под­
группы выражаются через значения функций Wk на диагональной подгруппе и потому 
однозначно определены. Поскольку функции Wk аналитичны на GF, это завершает 
доказательство.— Прим, перев.
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6. Функции L v ( g \  X., s)
Мы можем теперь рассуждать, как в р-адическом случае, и дока­

зать результат, подобный теореме 8 из разд. I. Пусть W (я) — простран­
ство Уиттекера для неприводимого бесконечномерного представления 
я  алгебры HF, и пусть % — характер F*. Для всякой W £ W {я) поло­
жим, поначалу формально,

=  1 j ^ ] z W - 1k l 24- 1^ -  (85)

Как в предыдущем пункте, можно предположить, что тс содержится 
в представлении р̂ ,, ^  с | р (*) | =  Щ°Р и а >  0; следовательно,

W  [ (*  °  )  g  ] =  р 2 (det g) | det g |-v sp 2 (x) \x\'p $ p (0  d*t

для некоторой Ф£<0Ро(Р2); это сразу следует из (57).
Если, как в разд. I, положить

5(jc) =  r ( *  ° ) ,  ЛГДХ,5) =  ^ ( е ; Х ,  s),

то мы получаем тогда формально

(х, s) =  $jj ^ ф ( p2x -i (х) | *  к; р (0  d*xd Ч,

где d*x =  \ x \ j l dx  и s ' =  2 s -----Определив

(86)

(87)

(88)

U  (Х„ su Х2, s2) =  Ф ) М * ) И ^ 2( У )М ^ * -^ * У  (89)

для каждой Ф ^ «5е (Т72) и любых двух характеров Xj и Х2 группы F*, мы 
видим, что замена переменных х  —► tx  в (88) сразу дает

Mi(X, s ) =  р ^ -1  ( -  1) -  X, 5', Pi -  X, s'). (90)

Далее, ясно, что (89) сходится, коль скоро Re(si) и Re(s2) достаточно 
велики (> 0 ,  если М и Х2 унитарны); поэтому (88) абсолютно сходится 
для больших Re(s),  и теория Лебега — Фубини показывает тогда, что 
то же верно для (85). Поскольку можно предполагать, что Ф, а значит, 
и f  \Ф задаются формулой (52), ясно, что (89), а значит, и (85) есть 
мероморфная функция; мы подробнее исследуем ее полюса немного 
позже. .

Теперь функциональное уравнение! Мы хотим доказать существо­
вание мероморфной функции уж (X, s), такой, что

Lw (wg; <оя — X, 1—  5) =  тя (X, s) Lw (g; X, 5); (91)

для всех g.€.GP и W £ Ж  мы докажем это даже для W £ ж?„ч** 
Как в разд. I, достаточно проверить, что

M X(w) е К  — X, 1 — s) =  (X, s) Mi  (X, s), (92)

где 5(*) =  Ip ( q j0 ) и TC(®)?(jc) =  Wr [(* ° ) ® ] .

Прежде всего определим
Z.¥(X,s) =  ^ 9 (*)X(x)|.*!£d** (93)

2 Заказ JNfe 109
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для каждой 'pZtiP(F). Мы имеем, очевидно, функциональное уравнение 
Lf (— X, 1 — s) =  т (X, sJL~ (X, s) (94)

с очень простым мероморфным множителем у(Х, s), который легко мож­
но вычислить. Подобным образом, «двойное» преобразование Мелли- 
на (89) может быть аналитически продолжено (что особенно ясно для 
функций (52)), причем имеется два функциональных уравнения

■£ф( Xj, 1 sv Х2, s2) — т (Xt, Sj) s v X2, s2),
7>Ф (Xj,  Sj,  X2 , 1 - $2) Т(^2> ^2) ■̂ ' Г̂2Ф ( 1̂> 1̂> 2̂ ^2) ’

поэтому
Z® ( Xj,  1 Sj, X2, 1 52) =  T ( 1̂> ^ l ) T  (^2’ ^2) L  J  (Xj,  S j ,  X2, x 2). (96)
Мы отправляемся теперь от (90); оно, конечно, дает 

2MeK - X , l - x )  =  [i2X - i ( - l ) Z ^ ( X - ( X j , l - 5 ' ,  Х - Ц 2Л  - 5 ' ) ;  (97)

нам надо написать (97) для и (w) S вместо I; но чс (w) £ задается фор­
мулой

*(w)t(x) = W
0

1
w =  W'

х  0 \ 
0  1 / ’

(98)

и поскольку W соответствует Ф посредством (86), функция W'  отве­
чает функции

■ - О - М Л
Для вычисления

j (шя —X, 1 — s) — 1 ( — 1) 7-^ф' (X H<i, 1 s ', X {i2> 1 s' )
( 100)

нам надо вычислить

^ ф' (  у М ф,( гу ) ^ г ) а г =  yz )*P(xz)dz  =

^ ^ P(xz)dz\)J :l^ iK z ]j'zF(uy)du== Х ф ( ^ ) ,  (101)

где

ф j =  ^ ^ ( йл: +  vy )dudv  (102)

(это не совсем то же определение, что у Жаке — Ленглендса). Сравни­
вая с (100), мы получаем, очевидно,

— X, 1 — s) =  р-2Х~1 (— 1) L ( X — у.2, 1 — s', X — (ij, 1 — s ' ).
(103)

Сравнивая с (90) и применяя общее соотношение (96) с вместо Ф, 
мы получаем

М ^ к К - Х ,  1 - s )  = u ( ^ s ) M i (X,s) (104)

с
Т« (X, s) =  Т (?1 — X, s') т (t*2 — s'),

как в теореме 9 из разд. I.

(105)
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7. Множители Ln(X,s)
Если <?€.<? (F), то полюса

M x. s ) = J ? ( * ) X  (■*)!■* &<**•* О06)
зависят только, от ряда Тейлора (sic) функции <р в 0. В самом деле, 
если X унитарно, то (106) голоморфно при R e ( s ) >  — и, коль скоро 
<Р (лг) =  О ( | jc |" ) в нуле. Полюса (106) .всегда просты, и их не больше, 
чем у наибольшего общего делителя (Н. О. Д.) L (X, s) этих функций. 
Его легко, вычислить. Результаты таковы.

Если F =  R, напишем X (х) =  | х  \rF sgn (x)m с m — 0 или 1. Тогда
I 00

L (X, S) --■= tT~F{s + r+m)T s +  =  jj e-«<*/*+r+*d*<. (107)
о

Функциональное уравнение для преобразования Меллина можно запи­
сать в виде

Lf ( — 1 , 1 - s )  
" М - Х ,  1 — s)

X- (X,s) 

£ /(Х. «)
(108>

где
е (X, s )  =  i m. (109)

Если F =  C, напишем Х(лг) =  \x \TFx mx n, где пг и « — целые числа* 
такие, что lni(m , п) =  0. Тогда мы можем выбрать

Z(X, s) = 2(2i:)-(s+r+m+n'> r ( s - f  r-|-/ra п), (110)
и мы имеем (108) с

в(X, s) =  im+n; (H I)
отметим, что во всех случаях есть такая <?, что (Х,х) =  L (Х,х)
для всех s.

Мы определим теперь для каждого неприводимого представления тс 
группы 0 F и каждого характера X группы F* Н. О. Д. L%(1, s) для 
функций Lw(g; X, s) [g£GF,W £Ж(ъ)].

Предположим сначала, что тс == тс^ принадлежит основной серии; 
следовательно, тс =  р .̂, и пространство представления тс есть 
так что Ж (к) есть пространство Ж ^ ,  всех функций (57). Другими 
словами, функции $ суть всевозможные функции

„ / х  0 \ р [ x jt \
Ч о  1 ) =  JpiOd** (112)

в силу (86), и в силу (90) мы получаем все функции

s' , ! ^ - X , s ' )  (113)

для всевозможных Ф 6 q?0(F2), или, что, очевидно, то же самое, для 
всех функций Ф вида (62). Тогда довольно ясно, что можно выбрать 
в качестве Н. О. Д. функций Lw (g;X, s) выражение

L% (X, S) =  L (ц, -  X, s') L (p2 -  X, s'). (114)

Если тс принадлежит дискретной серии (F =  R), то Ж (тс) строго 
содержится в это может дать и в действительности дает иную
формулу для Н. О. Д. Простейший путь получения ее — заметить, что 
в этом случае мы точно знае?л пространство ^(тс): оно есть множество 
всех функций (84). Следовательно, функции A4z(X,s) суть не что иное,
2*
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как преобразования Меллина
4-00 1 1

МДХ,$) =  $ е~™ P ( t ) t ~ iP + l) d*t (115)
о

с  произвольным полиномом Р (t). Тогда ясно, что
+ оо

I ,  (X, s) =  J (*»/2) Х-1 (t) t*' йЧ

«сть Н. О. Д. для множества функций (115). Если

* =  01Ч,1Ч с I* (̂ ) =  I  ̂I'' sgn(0. Р > 0 ,
и если

X(0  =  U K s g n ( ^ ,
мы имеем, таким образом,

4-00 1

(116)

(117)

(118)

4 * ,* ) =  $ е ~2%t t
•(P+Si + St) 4- s ' - r

d*t =

=  ( 2 « )
Г-.9'--- y  (p + S^Si)

Г [s ' -  r +  ~ ( p  +  s t 4  s2) ] =

=  (2*)'-* '-*  Г ( s ' +  $! — /■), (119)
поскольку Sx — s2 — p.

Эти вычисления показывают, что для каждого к и каж­
дого X существует W € Ж  (к), такая, что Lw(e, X, s) =  L%(X, s) 
для всех s.

8. Множители s%(X,s)
Мы можем теперь, как в р-адическом случае, записать функцио­

нальное уравнение (91) в виде
1 о\ Т_/«-.V о\

( 120)Lw (wg',u>v —  X , l  — s) , у  . Lw (g,X, s)
1 - s )  **K*->&) L%(x i S )

с новыми множителями

«.(X. s) =  т . (*■ s ) i ^ ; ( 121)

.Если 15 =  .* ,̂,», принадлежит основной серии, то формулы (105), (108) 

.и (121) сразу показывают, что
е,(Х, s) =  — X, s ')s  (ti2 — X, s'), (122)

как и в неархимедовом случае.
Если / 7 =  R и те =  оц.111М принадлежит дискретной серии, в силу 

^нашего выбора (119) Н. О. Д. имеем

* *  ^  =  Т ^  ~  Х’ ^ Т ~~ Х’ ^  ̂(2*), «+ **-, - 1 + ,' - * T ( l - s '  +  / - - s I- s ,  +  s , ) “

=  (2*) 2̂ ' - ^ - ^ + ] т (Н ~  X, s') т (?2 -  X, s') (123)

Вели записать
Х(х) =  | x | r sgn (л:)т , Ц/Х- 1 (л) =  | x | 's»~r sgn(A:)"* (124)

с
ni — (/^i — m) (i — 1,2), (125)
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мы получаем в силу (107), (108) и (109) 

f r , -  X, s') -  « (р, -  X, s')

-  ~  (1-*'+r-*l+nl) / 1 - S '  + r - Si + ni\
ini (sic) — V 2 У

- —  ^ s' +  Si -  r  +  tlj ^

, r  / 1 —  8' +  r ~ s i - n t \
s'-r+s, -  4" _V________ 2________ J_

p   ̂ s' +  sj +  r +  m  ^
—  I ITZ l 2 • (126>

Следовательно,

гх (Х, 5 ) =  (2w)2r- 2's' - J>-'s=+1 г"- + "»TC2i' - 2''+'yi+-s’- 1 X

' 1 — s' +  r — s ,  +  n, \2- ) Г (s -
X

1 — s' + r — Si + «1
) r - + $0

r (  s' + Sl~ r + n‘ ) r ( -y# +  V  + "'  ) r ( i - s '  + r - S2)
\ —X 2 +  «2

Г ( * , ) г ( — *,| + Я|)  Г (*2) Г Г”------^  ~
: /Я|+Ла . 22r~2s'~ Si — Si + 1 ______  ̂  ̂  ̂V 7 ? (127)•)

■ ( • * * * - )  ■ * ( ■ * £ * ■ )
где

(128)X ^ S '  — Г +  Sj, х 2 =  1 — s' +  г — s2.

Используя классические формулы, а именно,

Г (х) Г ^ х  +  =  я1-/2 . 21_2л' Г (2х), Г (х) Г (1 — х) =  it/sin их, (129)

и тот факт, что я 7 = 0  илй 1, легко убедиться, что 

Г (х) Г ( ------ ^ — )
_______ -____ £____ L  --- т.1 ,

r ( ^ j
: ТС1/2 . 2-f-l / sin (it-* 2---—) (130)

если п =  0 или 1. Таким образом, получаем
1 /2 — /* + *?,— 1

(х , =  i n*+n* • 2 2r~ 2s' - si- s ?+1 ’z
sin ( *

те1/2#2—

s'—r 4-Si4-l—«Л * 
2

sin ( те

. /  r—s'—s2+ л2+2 
— sin (те--------2--------

Принимая во внимание, что

: 1ПХ\Пч .

s' — г 4- S2 — п2 ^

^ Sin ^ те
s '—л -f s, -f- 1 — nt (131)

sl — s2 = р, n l — n2 = p + \ (mod 2), (132)
мы тотчас получаем

гк(Х, s) =  (—1)^” (р+1_”1_Л!)гп.+«5. (133)

Этого результата нет у Жаке — Ленглендса, где е„ (%, s) вычисляются 
с помощью конструкции Вейля дискретных серий. Следует полагать, что 
их формула (вверху ст.р. 195) совпадаете (133).
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1 III. Глобальная теория

1. Параболические формы
В этом разделе мы обозначаем через k арифметическое поле 

(т. е. числовое поле или поле алгебраических функций от одной пере­
менной над конечным полем) и через А кольцо аделей k; в А есть есте­
ственная локально компактная топология, и k погружается в А как 
дискретная подгруппа с компактным факторпространством. Если р есть 
(конечная или архимедова) точка поля k, мы обозначаем через kp со­
ответствующее пополнение k, через | х | р— абсолютное значение на kp 
и через 0р— кольцо целых в kp, если р неархимедово. В книге Вейля 
«Основы теории чисел» и у Ж аке и Ленглендса пишется v вместо р. Мы 
предпочитаем наши р: они напоминают нам о Великой Династии — 
Гаусс, Якоби, Дирихле, Риман, Дедекинд, Кронекер, Гильберт, Минков­
ский, Гекке, Артин, Хассе и т. д. — цвете Теории Чисел.

Мы будем писать
Ok = GL(2, k), GA = GL(2, А); (1)

таким образом, Gk есть дискретная подгруппа в 0 А. Для каждой точки 
р пусть Мр есть очевидная максимальная компактная подгруппа в Ор =  
=  GL(2, kp)-, тогда GA содержит компактную подгруппу

М = Т \ М р , (2)
Р

и мы имеем GA =  UАН АМ, где U — подгруппа матриц ^  j и Н  — диа­

гональная подгруппа; через UА, Н А, U k, H k обозначаются соответ­

ственно подгруппы матриц *), х £ А ,  t', t”£A*,  (J j ),

и VO £„J, V, Z"£k*. С помощью этого „разложения Ивасавы* группы
Ga мы можем построить открытое фундаментальное множество 
для Gh в Ga, т. е. открытое множество © с  GA, такое, что GA — <3*© 
и 7© пересекает © только для конечного множества элементов у £ Gk; 
с этой целью мы можем положить © =  • 2Я •//<*, (с)-Af, где QCJ
и 2 Я — подходящие открытые относительно компактные подмножества 
в 0 А и Н  А, и Ню (с) есть в числовом случае множество матриц

(п таких, что tp — t p = \  для всех неархимедовых точек и

\ t ’, n > c  (3,

для данного с^> 0; в функциональном случае1) нужно выбрать раз
и навсегда точку р0 и потребовать tp = t"p — 1 для всех р Ф р0.

Абсолютное значение в (3) есть, разумеется, глобальное абсолют­
ное значение иделя поля k.

Пусть dx — инвариантная мера на GA. Группа GA действует правы­
ми сдвигами на гильбертовом пространстве L2(Gh\GA) измеримых 
функций ф, таких, что

? Ш  =  ?(£)> $ 19 (§) \2̂ ё  <  +  °°- (4)
Gk \ ° A

i) Этот раздел написан с ориентацией на случай числового поля. Читатель дол­
жен с осторожностью пользоваться им в функциональном случае.
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Пусть Z A (соответственно Z k) есть центр в 0 А (соответственно 0 „),

т. е. группа матриц ^  с t g А* (соответственно t £ k*). Сдвиги на

элементы Z A коммутируют с очевидным представлением 0 А. Мы можем, 
таким образом, с помощью преобразования Фурье на Z A/Z k разложить 
L2(Gk\ G A) в „непрерывную сумму” пространств L2(Gk\ 0 A, ю), где 
для всякого унитарного характера со группы Z A/ Z k (т. е. группы A*lk*) 
мы через L2(Gk\ G A, ш) обозначаем пространство функций, таких, что

?(lgz) = <?(g)<o(z), J \<?(g) \2d g <  + co. (5)
ak \# A lZ A

Разумеется, Qk\ G AlZ A =  Z AGk\ G A. Мы имеем также унитарное пред­
ставление g - * T m(g) группы 0 А в 2 2(Oft\О д , ш).

Для каждой ср £ L 2(Gk\ G A, ю) рассуждение типа теоремы Лебега —

Фубини показывает, что для почти всех g £ GA функция х  —» ср g-J

на А, которая периодична, т. е. инвариантна относительно k, квадра­
тично интегрируема на A/k. Если через i  обозначить выбранный раз 
и навсегда нетривиальный характер A/k, мы имеем тогда, по крайней 
мере формально, разложение в ряд Фурье

К о
№

(6)

где

?e(g) <р “'(&*) <*■* Для почти всех g £ G A. (7)

Мы предполагаем, конечно, что  ̂ =  1. Из инвариантности <р относи-
Aik

тельно g  —| ^  j)  g  и инвариантности dx  относительно х  —► прц. £ Ф О

сразу усматривается, что при % /= 0 мы имеем

(g) =  W,  [(* ° ) g], где Г , (g) - * ( , )  =  $ ,  [(J f j * ] 'A) dx. 

Следовательно,

<pi

(8)
A{k

'te )  =  ?o(^) +  S ^ [ ( o  l ) 4
S#0

Скажем, что <p параболияна,  если

<Po (g) =   ̂ <P [(o  *) £"] dx =  0 почти всюду.

(9)

( 10)

Легко видеть, что множество параболических f  есть замкнутое ин­
вариантное подпространство L2(Qh\ Q A, ш) в L2(Gk\ Q A, ш). Если
/  — непрерывная функция с компактным носителем на GA, то непре­
рывный оператор

7\»(/) =  § Т ш (•*)/(•*) dx,
°А

(П )
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более точно задаваемый формулой

Т1» ( /)? (■ * )=  $?(*У)/(У)<*У = = ? * / ( * ) , (12)

отображает в себя всякое замкнутое инвариантное подпространство 
в L2(Gh\GA, со) по тривиальным соображениям (интеграл есть предел 
конечных сумм...). Первый основной результат есть

Т е о р е м а  1. Для всякой непрерывной функции f с компактным но- 
сителем на Ga оператор Ta(f) в L20(Gk\GA,  w) компактен.

Доказательства этого очень простого, но содержательного результа­
та имеются почти всюду1), во всяком случае для SL(2), но распростра­
нение на GL(2) несложно.

Жаке и Ленглендс в своей работе не интересуются £ 2-теорией и за­
меняют теорему 1 «чисто алгебраическими» результатами (например, 
предложение 10.5, стр. 334), которые сильнее связаны с классической 
точкой зрения.

Доказательство состоит в том, что оператор (12) в 
Lo(Gk\ G A, и) записывается как

T J f ) ? ( x ) =  \ <р(у)*/(■*, У)(*У> (13)
иЛ аА

где Uк есть подгруппа q и где

K/(jc, У) =  S  /  (•5С~1713') -  J /  ( x - luy)du; (14)

если /  достаточно хороша, это можно оценить с помощью формулы 
суммирования Пуассона, и получается, что для х  =  uhxm £&  и ф £ 
€ Lo (Oft \  ОА, ш) мы имеем оценку

I Та ( / )  <р (•*) I <  слг IР (hx)\~N • IIТ 02 (15)

для любого N,  где Р(А) — t'lt", если /г =  (^ Подобный результат

(без члена |<р|2 и с константой cN (tp) вместо cN) можно получить, если 
параболическая функция предполагается не лежащей в Z2, но медленно 
возрастающей, т. е. мажорируемой в © некоторой степенью |Р(А*)|-

Следствием теоремы 1 является то, что унитарное представле­
ние GA в Ll(Gk\ G A,(s>) есть (гильбертова) дискретная прямая  
сумма топологически неприводимых представлений, каждое из 
которых встречается с конечной кратностью,  т. е. мы можем 
написать

Lo(Gk\ G A, со) =  ® Л ?„, (16)

где каждое Жп есть минимальное замкнутое инвариантное подпростран­
ство в L20(Gh\GA,  <в), причем существует только конечное множество 
таких р, что представления в ЖР и в Жп эквивалентны. Это следствие

2) См., например, ссылки 3, 11, 13 в книге Жаке и Ленглендса.
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вытекает из общей элементарной леммы в теории представлений1). Будет 
доказано (теорема 3), что кратности здесь равны 1 и что, более того, 
неприводимые унитарные представления дА, которые встречаются 
в L20(Gb\ Ga, g>), могут быть охарактеризованы условиями, связанными 
с бесконечными эйлеровскими произведениями (теорема 5). Это те ре­
зультаты— полученные наряду со многими другими в работе Жаке 
и Ленглендса — которые мы докажем в этом разделе.

Нам понадобится позднее другое следствие теоремы 1. Предполо­
жим, что функция ср € L20(Gh\GA , ©) принадлежит Жп($) для некото­
рого п (мы пользуемся (16)) и для некоторого неприводимого пред­
ставления 0 группы М. Поскольку dim Жп{§) < + ° ° ,  сразу видно, что 
существуют непрерывные функции f с компактным носителем на GA, 
такие, что 7’ш(/)ф =  ф; мы можем даже предполагать f сколь угодно 
хорошими (например, класса С™ по отношению к архимедовым компо­
нентам). Но тогда ф =  ГшШ ф =  ф*? сама является очень хорошей: ее 
правые сдвиги относительно М сосредоточены в конечномерном про­
странстве и ф принадлежит классу С00 относительно архимедовых ком­
понент GA- Более того, (15) показывает, что ф быстро убывает в ©, 
т. е. удовлетворяет для всякого N неравенству

1 ? ( * ) | < М ? )  IP (* ,)!" "  в ©. (17)
Аналогичными свойствами обладают все функции из плотного
в 1 о(Ой\ О л, (») подпространства

© J*?„(0); (18)
л,е

они будут называться здесь касп-формами.

2. Локальное разложение неприводимого представления 0 А
Для всякого р пусть рр есть неприводимое унитарное представле­

ние Ор в гильбертовом пространстве ; мы будем предполагать *) 
что каждое Рр допустимо, т. е. кратность вхождения любого неприво­
димого представления 0р группы M v в рр конечна; для подобного пред­
ставления 0р обозначим через Ш’р(0р ) соответствующую изотипическую 
(Isotypical) компоненту рр | ТИр. Наконец, мы предположим, что <$?p(id)^ 0  
для почти всех р; имеем тогда d l m j ^ p ( i d ) =  1; мы выбираем раз и на­
всегда единичный вектор в J^p(ld) и обозначаем через S 0 конечное

*) Пусть х-*-Тх есть унитарное представление локально компактной группы G 
в гильбертовом пространстве и предположим, что оператор

T( f ) =f T( x) f ( x) dx
компактен и не равен нулю для данной интегрируемой функции /. Мы можем пред­
полагать, что T(f) =T( f ) *;  следовательно, существует такое X Ф 0, что подпростран­
ство V векторов а, таких, что T(f)a =  Xa, не равно нулю и конечномерно. Ясно, что 
V инвариантно относительно всякого оператора, коммутирующего с представлением Т. 
Из этого свойства сразу следует, что если рассмотреть закмнутое инвариантное под­
пространство в порожденное орбитой вектора a £  V, то %£'г [] V
является инъективным отображением множества замкнутых инвариантных подпро­
странств с= в множество подпространств пространства V. Поскольку V ко­
нечномерно, отсюда вытекает существование минимальных замкнутых инвариантных 
подпространств.

2) Это «предположение» есть в действительности теорема (случай архимедова 
* известен с давних пор, а ^-адический случай разрешен Жаке и Ленглендсом в 
до сих пор неопубликованной работе). (В р-адическом случае эта теорема была впер­
вые доказана А. А. Кирилловым и затем иными методами Г. ван Диком, А. Зильбер- 
гером и М. Е. Новодворским.— Прим. перев.)
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множество точек, содержащее все бесконечные точки, равно как и те 
р, для которых не определено.

Для всех конечных множеств S d S 0 положим

=  (19)

это предгильбертово пространство со скалярным произведением

® V  =  n (V  V -  (2°)
Pes

Для 5  с  5 ' имеется изометрическое погружение -* <$Ss>, а именно

5 - 6  ®  5}. (2 1 )
Jj6S'-5 V

Это позволяет нам определить предгильбертово пространство
limS&s (22)

и путем пополнения — гильбертово пространство

з в  =  ®  зе* =  иш m s- (23)
Р

Поскольку мы располагаем для каждого р унитарным представлением 
Рр группы Ор в J5?p, мы тотчас получаем унитарное представление

Р =  ®Рр (24)
Р

группы 0 А в <15?; если S =  ® ip  есть „разложимый" элемент из
Р

с 6р =  ip для почти всех р, мы имеем
Р(^)6= ®pp(g)j)ip (25)

для всякого g £ О а- Поскольку подобные векторы топологически по­
рождают <#?, этого достаточно для определения р.

Пусть б есть неприводимое представление М. Ввиду компактности 
М,  представление 0 конечномерно, и, поскольку М =  р̂> мы имеем
б =  @ 0р с неприводимыми представлениями 6р всевозможных Мр , при­
чем 0р =  id для почти всех р. Очевидно,

J5?(6) =  ®  J5?p(0p), (26)

и, поскольку dim «й?р (0р ) =  1, если ясно, что J 5?(6) конечно­
мерно. Стандартным упражнением является доказательство того, что 
если рр (топологически) неприводимы, то таково же и р. Неприводимое 
унитарное представление р группы QА назовем допустимым, если 
dim J 5540)<< +  oo для всех б, и разложимым;., если существуют непри­
водимые допустимые унитарные представления Рр групп Ор, такие, что

Р =  ®  Рр-
Т е о р е м а  2. Всякое допустимое неприводимое унитарное 

представление р группы 0 А разложимо, и его неприводимые 
множители рр однозначно определены.

Мы докажем сперва, что для всякого р ограничение р на Ор есть 
прямая сумма попарно эквивалентных неприводимых представлений, т. е.
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может быть записано как (гильбертово) тензорное произведение допу­
стимого неприводимого унитарного представления группы О  ̂ и пред­
ставления Gj, , кратного единичному.

Рассмотрим компактную подгруппу

ж ( » = п ^ ;  (27)
q ¥= р

если 0 есть неприводимое представление Afft), пусть е%?(6) есть соот-
ветствующее подпространство в Ж. Разумеется, Ж  =  @ Ж  (0), и каж­
дое Ж  (6) инвариантно относительно р (Ор). Всякое неприводимое пред­

ставление 0£ группы Мр встречается в Ж(§) с конечной кратностью, 
поскольку мы предположили р допустимым. Следовательно, Ж(Щ есть 
гильбертова прямая сумма минимальных замкнутых подпространств, 
инвариантных относительно Ор. То же самое поэтому верно для Ж- 
Но, с другой стороны, ограничение р на Ор есть „факторное представ­
ление” Gp, т. е. всякий непрерывный оператор Т в Ж-, коммутирую­
щий с p(Gjj) и со всем тем, что коммутирует с р(О^), скалярен; это 
имеет место, поскольку, ввиду того, что Ор есть прямой сомножитель 
в Ga, Т коммутирует тогда с р(Ол), которое мы предположили непри­
водимым. Отсюда сразу следует, что неприводимые компоненты p(Gp) 
попарно эквивалентны.

Пусть, далее, рр есть допустимое неприводимое унитарное пред­
ставление Ор, которое может быть погружено в Ж-  Пусть gffip — про-

странство рр; имеем тогда Ж  ~  Жр ®  Жр, где Жр — некоторое гиль­
бертово пространство. Это Жр может быть канонически определено 
как пространство всевозможных линейных отображений и ' .Ж р -^ Ж ,  
непрерывных и перестановочных с действием Ор; скалярное произведе­
ние двух таких отображений и и v  есть такое число (и, v), что

(и (5). ,и{-ц)) = {и, ©)(?, ц) (28)

для любых двух Ч в Ж р ;  и изоморфизм Ж р (х) Шр —» Ж  есть един­
ственная изометрия, которая для любых £ £ Жр и и € Жр отображает 
£(х)и в и(£).

Теперь очевидно, что непрерывные операторы Т в Ж,  коммути­
рующие с p(Gjj). находятся во взаимно однозначном соответствии с не­
прерывными операторами Т'  в Жр, причем Г = 1 ( х ) 7 ’', если отожде­

ствить Ж  с Жр®Ж'р-  В частности, р определяет представление О  ̂
в Жр для любого* q =/= р, которое, конечно, есть гильбертово тензор­
ное произведение рч и единичного представления О̂  в гильбертовом 
пространстве Ж'^ц- Мы видим, таким образом, что, более общо, для 
всякого конечного множества точек 5  мы можем написать Ж  =  

=  где

(29)
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и SBs есть гильбертово пространство непрерывных гомоморфизмов 
>е%?> перестановочных с действием группы

=  (30)
pes

причем Os действует в SBs согласно представлениям рр и в SBs три­
виальным образом, и где ограниченное произведение 0 (S) всех , p (£ S ,
действует в SBs тривиально, а в SB's с помощью отображений и —> р (g)°u.

Для завершения доказательства мы заметим сначала, что содер­
жит единичное представление М р для почти всех р (выбрать пред­
ставление 6 группы М, такое, что SB(Q) ф0,  и рассмотреть множество 
S Q тех р, для которых 0р Ф id). Для всякого р ф  S 0 выберем раз и на­
всегда единичный вектор в SB^ , инвариантный относительно ; мы

можем тогда определить представление (х)рр группы 0 А в (х) SB$, как 
было показано в начале этого раздела. Мы хотим показать, что SB 
изоморфно ®dK?p и р изоморфно (х) рр; это и закончит доказательство. 

Поскольку р и ®рр неприводимы, достаточно построить ненулевое

изометрическое отображение (х) SB$ —> SB, перестановочное с действиями 
Ga. Д ля этого мы заметим, что если 5 э 5 0, то существуют в SB 
и, следовательно, в SB's ненулевые векторы, инвариантные относительно 
всех М р , р ф. S. Выберем такой единичный вектор в S B 's этот век­
тор однозначно определен с точностью до скалярного множителя, по­
скольку представление ограниченного прямого произведения группы

о<*.)=  п ч
peso

в Se'so неприводимо и поскольку сверточная алгебра функций на 0 <5°>, 
двусторонне инвариантных относительно компактной группы

P^ES°

коммутативна (глобальный случай здесь сразу следует Из соответст­
вующего локального результата, так что мы можем применить хорошо 
известный прием Гельфанда двадцатилетней давности). Сделав это, мы 
можем теперь каноническим образом выбрать для каждого конечного 
множества 5 и 5 0 вектор S® в S6's , инвариантный относительно 7Wq для
всех- q ^ S ;  для этого мы заметим, что

se'So =  se 's®  ®
Pes-So

и что из единственности с точностью до постоянного множителя век­
тора следует существование и единственность такого Що€.$6'8 > что

й - й ®  ®
50 s  p & - s a р

Очевидно теперь, что семейство векторов I®, 5  id S 0, совместимо с вы­
бором инвариантных ^  для всякой точки р < £ 5 0; другими словами,

S = S ' U {р} влечет £®, =  ^®5р.
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Рассмотрев для каждого 5 d S0 линейное отображение а/в3—+ <Ш =  
=  <$?$(§)3&s' задаваемое формулой мы получаем изометрию
(поскольку каждый есть единичный вектору перестановочную с дей­
ствием Gp для всякого р £ S, и, более того, эти отображения удовле­
творяют очевидным условиям перестановочности. В силу свойства уни­
версальности бесконечного тензорного произведения, это семейство 
изометрий, очевидно, приводит к погружению в £Ю произведения

/ Ч
(x)JS?p= Н т SB s' и это погружение есть, конечно (например, по лемме

Шура), изоморфизм между тензорным произведением ®Рр и данным 
представлением р; это заканчивает доказательство теоремы 2.

Разумеется, теорема 2 применима к неприводимым компонентам 
представления Q А в пространстве L20(pk\ O A, «).

3. Глобальная алгебра Гекке

Пусть р =  ®  рр — допустимое неприводимое унитарное представле­

ние 0 А в гильбертовом пространстве §6  =  ®  Ш р» где $ 'вр есть про­
странство представления рр. Для любого р пусть К р есть всюду плот­
ное в <$?р подпространство Л1р-конечных векторов; тогда подпростран­
ство тИ-конечных векторов в д%? есть, разумеется,

^  =  U ® ^ p® ( g ) $ C  (31)
s P6S *4zs

где через обозначено (нульмерное или одномерное) подпространство 
векторов, неподвижных относительно Л1р.

Для каждого р обозначим через # р алгебру Гекке группы Gp> 
как в разд. I и И. Для каждого р мы получим тогда представление 
(которое мы будем обозначать через рр) алгебры / / р в 1/ р — это оче­
видно, если р неархимедово, поскольку для всякого оператор
рр (F ) =  J  рр (х) F (x) dx  определен и непрерывен во всем еЯ?р и пере­

водит \ / р в себя, ибо F УИр-финитна слева. В случае когда р архиме­
дово, / / р состоит из распределений с носителем в {е}, если g комп- 

((1 0 ,  / - 1  0 \ |
лексно, и До 1/ ’ 1 о 1/1’ если  ̂ Beu*ecTBeHH0> и тогда мы должны
использовать результаты, цитированные в разд. II, п. 1, которые осно­
ваны на том факте, что для любого ? 6 l/ p отображение х —*рр(х)? 
группы Gp в вещественно-аналитично.

Представление рр алгебры Я р в Д ,  конечно, допустимое для каж­
дого р; более того, оно неприводимо, и его класс эквивалентности опре­
деляет унитарное представление рр группы Ор в с точностью до 
унитарной эквивалентности. Неприводимость следует из того, что если 
подпространство в# в К р инвариантно относительно / / р, то его замыка­
ние аМ в J ^ p инвариантно относительно Gp, и мы имеем вМ =  вМ П V p, 
ибо йМ разлагается на попарно ортогональные подпространства, отве­
чающие различным представлениям группы УИр. Тот факт, что пред­
ставление алгебры / / р определяет представление группы Gp, доказы-
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вается следующим образом. Данное скалярное произведение (I, т)) в 
канонически определяет полулинейный изоморфизм kj —* ij между пред­
ставлением рр алгебры //jj в и контрагредиентным представлением

рр в 1/^  (где ftp определяется, как в разд. I, п. 1, для конечных точек
и, как в конце п. ,2 разд. II, для архимедовых точек). Это уже пока­
зывает, что в существует только одно положительно определенное
скалярное произведение, совместимое с представлением Н^. Более того, 
если нам известно действие в 1/^ , то нам известно число

(рр iF) Ч) =  (p{ i f )  ч) =  j* <Рр (-*) ?, ?> F (х) dx  =

=  f(Pp(*H> -4) F ( x ) d x  (32)
t/

для любых двух $, и всякого откуда следует1), что мы
знаем все „коэффициенты" л: — (рр(х)$, тр) для всех $, но хоро­
шо известно, что если два неприводимых унитарных представления име­
ют общий коэффициент, то они унитарно эквивалентны.

Мы заключаем, таким образом, что допустимое унитарное пред­
ставление р группы 0 А определяет для каждого р неприводимое допу­
стимое представление р£ алгебры в смысле разд. I и II и что р оп­
ределяется знанием р£. Отметим, что р£ содержит единичное представ­
ление группы М <р для почти всех р.

Эти замечания приводят нас к следующему определению глобальной 
алгебры Гекке Н А. Выберем р . ^ / / ^  для всех р с условием, что 
есть характеристическая функция М  ̂ для почти всех р. Пусть Ох 
(соответственно Оf) есть подгруппа всех х £ ( ? л, таких, что . ^ = 1  для
всех неархимедовых (соответственно архимедовых) точек, так что 0 А — 
=  Goо X G f  Мы можем определить на Qf  меру (даже функцию)

Ру — ®  Рр (33)
!р неарх.

и на Goo распределение
Рос= (х) (Y (34)

!р арх.

Если мы имеем функцию ? (х) == <р(^м, x f ) на GA = GooXGf , которая 
в любом достаточно малом открытом подмножестве группы GA есть 
произведение функции от Хоо класса С°° и постоянной функции от x f , 
то мы можем определить число

р (?) =  J  J  ? (Лос, x f ) rfp«, {Хоо) rfp7 {xf ). (35)

Обозначая через C°°(G4) множество определенных только что фунций 
ср, мы получаем тем самым линейную форму р на C°°(GA); мы записы­
ваем р =  (§)рр и определяем Н А как векторное пространство, порож­
денное в дуальном к C°°(QA) пространстве этими линейными формами.

’) Если р архимедово, нужно использовать тог факт, что коэффициент (р^ (■*)£> 1i) 
есть аналитическая функция на G  ̂ для любых двух Л^-конечных векторов $ , -г). 
См. нашу работу по сферическим функциям.
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Структура алгебры Н А ясна — если р. =  0 ^  и v =  Cx)v̂ , мы определяем

tA*v =  ® ^ * v p( (3 6 )

где * есть свертка (т. е. произведение в Н р для каждого )>)..
Теперь, если для всех р задано неприводимое допустимое пред­

ставление itjj алгебры //jj в V^, которое для почти всех р содержит 
единичное представление М^, и если мы выберем для всякого такого р 
ненулевой вектор £|p€^j)> инвариантный относительно то мы можем 
определить тензорное произведение

V  =  ®  1Л, =  l iml^s (37)
Р

тем же способом, каким мы определили (22), и очевидным образом — 
представление ic =  ®ic,p алгебры Н А в V. Легко видеть, что it непри­
водимо (нет инвариантных подпространств) и что все операторы к (р), 
р £ / / 4, имеют конечный ранг.

. В частности, возвратимся к ситуации разд. I и рассмотрим мини­
мальное замкнутое инвариантное подпространство S6 в L\{Qk\ G A, w). 
Представление р группы 0 А в <Ш удовлетворяет условиям теоремы 2. 
Поэтому р =  0 р р и ($? =  ®  где суть неприводимые унитарные 
представления О  ̂ в гильбертовых пространствах S ?$. Положим

=  (38)

для каждого р, и пусть it^ =  р/ — соответствующее представление Н  ̂
в 1/|,; оно неприводимо и допустимо. Единичные векторы в S8^  ко­
торые мы выбрали для почти всех р с целью установления изоморфизма 
между S8 и (§)<$?£, можно также использовать для определения пред­
ставления я =  ®  itjj =  (х) р/ алгебры Н А в V =  ® V r!p. Очевидно тогда, 
что

(1) изоморфизм ®  =  S6 индуцирует изоморфизм между V  и
пространством S6f  =  М-конечных векторов в SS\

(И) всякая функция <р£.Hf  с  Ll(Gk\ G A) принадлежит пространству 
C°°(Ga) и быстро убывает в области Зигеля ©;

(Ш ) неприводимое представление «  алгебры S6A в V — S£f  за­
дается формулой')

те (р ) у> =  ср*р. (3 9 )

Утверждение (И) было доказано в конце п. 1 этого раздела.
Мы заключаем, таким образом, что из (топологически) неприводи­

мой компоненты р унитарного представления GA в L20(Gk\GA, ю) мы 
можем получить (алгебраически неприводимое) представление я алгеб­

*) Свертка функции у £  С°° (GA) с мерой ц £ Н А определяется как в обыч­
ной теории распределений, т. е. формулой

?*Р (л:) = J (sic) у (*у) d (1 (у).

Это имеет смысл для любой линейной формы ц на С°° (GA).
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ры На в пространстве М-конечных и класса С00 функций (в действи­
тельности касп-форм) на Gk\GA . С помощью стандартных приемов 
теории сферических функций сразу усматривается, что <р £ Ж* удовлет­
воряет эллиптическому дифференциальному уравнению на группе Ли 
Goo, поэтому <p(g) есть аналитическая функция на О». Подобный вывод 
применим, более общо, ко всем касп-формам, поскольку подобные функ­
ции принадлежат сумме конечного числа неприводимых подпространств 
пространства L2o(Gk\ G A, <»).

4. Глобальные реализации Уиттекера

Предположим, что для каждого р задано допустимое неприводимое 
представление «р алгебры / / р в пространстве V p так, что для почти
всех р в V p есть вектор £р Ф 0, инвариантный относительно М^.  Пусть 
тс =  ® « р — соответствующее представление Н А в V  =  ®  К р , где тен­
зорное произведение определено с помощью векторов 5р-

Рассмотрим для каждого р пространство Уиттекера Ж  (^р) для icp: 
его элементы суть функции №р на Ор , удовлетворяющие условию1)

г * [ ( о  * \ ) г * ] <«■»>; (40)

они 7Ир-конечны справа и класса С™ (даже аналитичны), если р архи­
медово; представление тср эквивалентно представлению в Ж ( 1ср), зада­
ваемому формулой

irp (р) lF p =  Wp * (а для всякой р £ / / р ; (41)

и, наконец, мы имеем

Г р 0

0

1

0 для достаточно больших | х р | , 
если р неархимедово,

О( | л :\$N) для всех N  при | х р | —> оо, 
если р архимедово,

равно как и

r p [ (  o ’

(42)

(43)

где шр =  ш ^.

Для почти всех р в Ж (к^)  имеется функция, инвариантная относи­
тельно VWp . Если наибольший идеал, на котором тр тривиален, есть 0 р> 
что имеет место для почти всех р, то из теоремы 11 разд. I следует, 
что Ж(  «р ) содержит единственную функцию 1^р, такую, что

ИР}(£)*=1. если g £ M ) .  (44)

Если использовать пространство Ж(-к^) вместо V р и ^  вместо £р, то 
тензорное произведение « =  (х) яр можно рассматривать как представле-

’) Мы обозначаем через ограничение на k  ̂ аддитивного характера т группы А,
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ние в пространстве Ж (э) функций, порожденном (как векторное про­
странство) функциями

(45)

на Од, где W p ^W i^p )  для всех р и W  ̂ =  Wp для почти всех Мы 
имеем, очевидно,

W
1 х  
О 1 g = т ( * ) Г ( £ ) (46)

для всех х £А, g € G A, функция W € ^ (т е )  является ./14-конечной справа 
и класса С°° или даже аналитической по отношению к архимедовым ком­
понентам группы Ол; имеем

W =  о>K(x)W  (g)

для всех х £ А *  и g ^ O A с

<М*) =

(47)

(48)

наконец, мы имеем

W
х  О 
О 1 О ( | х  |_лг) для всех N, (49)

если стремится к бесконечности в © (т. е. если \ х —► -f оо). Эти
свойства характеризуют пространство Ж  (к), В самом деле, 
пусть W  — пространство функций на ОА; предположим, что его эле­
менты удовлетворяют предыдущим условиям, начиная с (46); предполо­
жим, наконец, что

ЯГ * Я д  =  яг'
и что очевидное представление те' алгебры Н А в W  эквивалентно те. 
Мы хотим показать, что

5Г/ =  зГ(*)-
Мы будем пользоваться, разумеется, единственностью реализации Уитте­
кера в локальном случае — разд. I, п. 5, и разд. II, теорема 4.

Обозначим через W -\-^W  изоморфизм Ж (к) на Ж', перестановоч­
ный с действием Н А. Выберем точку р и для каждого ц ф р  функцию 
Wq Ф 0 в Ж  (те^) так, что почти всегда. Для всякой
Wp£ рассмотрим функцию

^ < г ) = » У * ! > > 'П  “%<««> (50)

в f ( i t )  и ее образ W' в Ж '. Если придать фиксированные значения 
элементам g q для всех q=fip, то W ' сведется к функции W  ̂ на G бо­

лее или менее ясно (более — скорее, чем менее), что W  ̂I—» W  ̂ есть не­
нулевой гомоморфизм двух реализаций Уиттекера для те .̂ Следовательно,

Wp пропорциональна Wp\ другими словами, мы имеем
W '{g) =  Wp(gp)c(g), (51)

где c(g) зависит только от выбора W q и g-q для q Ф

3 Заказ № 109
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Подобные рассуждения (или индукция по Card (5)) показывают 
более общо следующее. Пусть S  — конечное множество точек, такое, 
что определена для всех V<£S. Для каждой

И ^ € ® 5 Г (* » )
D€S р

рассмотрим в W (те) функцию

(52)

W te ) = w s tgs) П K ( e t) (53)

{gs имеет очевидный смысл) и ее образ W' в W . Тогда имеем

=  (**)<*(*). (54)
где c5 (g) зависит только от g^, цф Э . Если S ' =  5lJ{q} с 
должны, конечно, иметь

q ф. S, мы

(is) cs (g)= (gs) К  (eq) <*' (g) 
для всех ^(те^), поэтому 

*€S

(55)

Мы заключаем, что
(56)

cs ( g ) - c  П ^ ( г , )
q <£S

(57)

с константой с, которая зависит только от изоморфизма W —* W . Сле­
довательно,

W '(gy= cW (g)  (58)
для всех g  и всех W  £51Г(те), что завершает доказательство единствен­
ности W {  я).

5. Теорема об однократности
Единственность глобальной реализации Уиттекера позволит нам 

теперь доказать следующий результат.
Т е о р е м а  3. Кратность любой неприводимой компоненты 

представления 0 А в l l (G k) \ 0 A, «>) равна единице.
Пусть <Ш — минимальное замкнутое инвариантное подпространство 

в Lo(Gk\ G A, и); пусть SBf  — пространство УИ-конечных векторов в SB, 
и рассмотрим представление те алгебры Н А в M, f , определенное в кон­
це п. 3. Функции будучи параболическими и хорошими, разла­
гаются во всюду сходящийся ряд Фурье

g («*), (59)
5 О

1 |_ \  0 1 ,
где функции W , которые УИ-конечны, класса С°° и даже аналитичны 
по отношению к архимедовым переменным, удовлетворяют условиям

r » [ ( o  i ) * ] ^ ( x )W f (g), =  С0 (x)W 4 (g) (60)

и, наконец, быстро убывают на бесконечности [см. (49)], поскольку 
всякая удовлетворяет (17). Если р £ Н А, то

ф  =  тс (рь) ср = Ф ф  =  = $ W  ̂  =  W f *  [а .
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Поэтому отображение <р— переводит в некоторое пространство 
Уиттекера для %•, но это пространство единственно, это означает, 
что £ $ 1  есть пространство всех функций

О где Г £ 5 Г (* ) .  (61)

Поскольку эквивалентные неприводимые компоненты унитарного пред­
ставления Тm группы 0 А в Ll(Ok\ 0 A, ш) определяют эквивалентные не­
приводимые представления Н А, ясно, что теорема 3 полностью доказана.

Упраж нение1). Доказать непосредственно, что если два непрерыв­
ных оператора в Ll(Gb\ G A, <в) коммутируют с представлением груп­
пы 0 А, то они коммутируют друг с другом. Следовало бы даже 
пытаться доказать это же для L2 (Gk\ G A, со), поскольку известно, что 
оставшийся кусок спектра (непрерывный спектр и очевидное одномерное 
представление) является простым.

6. Эйлерово произведение, связанное с неприводимым пред­
ставлением Ga

Предположим, что для каждого р задано неприводимое допустимое 
представление 7̂  алгебры //р  с обычным условием, что irp содержит 
единичное представление М р для почти всех р. Пусть X — харак­
тер A*/k*; обозначим через Хр его ограничение на kJ (которое нераз- 
ветвлено для почти всех р). Мы положим, по крайней мере формально,

s)' (62) 
р

где множители Z,* (Хр, s) были определены в разд. 1 и И.

Пусть S 0 — конечное множество точек, содержащее все архимедовы 
и такое, что для каждого р ^ 5 0 выполнены следующие условия: те̂  со­
держит единичное представление наибольший идеал в k^, на кото­
ром 'tp тривиален, есть 0 р, и Хр неразветвлен. По теореме 11 разд. 1 
для каждого p £ S 0 существуют два характера ftp и vp группы £р, при­
чем [ip Vp1 не равно ни |лг|р , ни л:1-» |л : |р 1, и такие, что

*»> =
принадлежит основной серии для Ор. Мы имеем тогда2) (см. стр. 65) 

(^р > s) — L ([ip Хр , s') L (vp ■ Хр, s') =

=  (i-v p X p 1^ ^ ) - ' ) - 1 (63)
в силу формулы (187) разд. I. Если предположить, что предунитарно, 
то из теоремы 12 разд. I мы знаем, что

1М-01 =  Мр?/2- 1М*)1 =  И ^ /2 с 0 < о р < 1 , (64)

*) Мы, разумеется, не знаем, как его выполнить!

s) Мы напоминаем, что s ' =  2s — —  есть параметр Жаке и Ленглендса.

<Р (g ) =  ^  Wi¥=o

3*
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vau/2
(65)

так что

Ity =  |v»(*)| =  W ( * ) > '.

Следовательно, произведение (62) сходится по крайней мере столь же 
хорошо, как и

r i ( i - V o ОЛЧрГ * ' * ^ * 2) - 1 , (66)
т. е. сходится при достаточно большом R e(x )1).

Отметим также, что при вышеуказанных предположениях мы 
имеем2)

%  (zp . ^) =  1 для всех р ф  5 0. (67)

В самом деле, пусть W°p есть функция Уиттекера для ^ , такая, что

И 7р(/я)=1 на Мр. Из теоремы 11 разд. I, которую можно применить 
для всех p ^ S 0, мы знаем, что

Поэтому

V 1 —  S)

г 1—  S)

( 1 0 )
условием тср

(о t ) ~~/

(6 8)

(69)

=  ш„(^)1. Разумеется, “ в — Х,,не-

разветвлен. Но (68) справедливо для всех неразветвленных характеров, 
■а значит, и для — Х^. Мы имеем также

" !̂р *  ̂ ^) =   ̂ )̂> (^0)

поскольку правоинвариантна относительно Мр ; это, конечно, дока­
зывает (67).

Таким образом, мы можем определить конечное произведение

М * ,* )  =  П  % (*».*) (71)
р

..дли каждого характера X группы A*fk*..

7. Функциональное уравнение для Lv (X, s)

Мы возвратимся теперь к неприводимым компонентам унитарного 
^представления Та группы 0 А в Ll(Ok\ 0 A, ш). Пусть те — такая компо­
нента, так что те соответствует минимальное замкнутое инвариантное
подпространство Л ? ~ ® е ^ :р  в Lo(Gk\ G A,u>). Ради простоты (и с риском 
посеять недоразумение) мы будем теперь обозначать через те̂  соответ­
ствующее неприводимое допустимое представление Нр в ЗВр вместо 
соответствующего неприводимого унитарного представления Civ . По­

У

*) Предположение унитарности можно, конечно, 
Жаке — Ленглендса.

2) Множители eu (X, s ) определены в разд. I, п. 15.

ослабить. См. разд. 11



Заметки по теории Ж аке  —  Ленглендса 37

скольку яр, очевидно, предунитарны, эйлерово произведение Z,x(X, s) 
определено для достаточно больших Re(s), если X — произвольный харак­
тер A* Ik*.

Т е о р е м а  4. Пусть я есть неприводимая компонента пред­
ставления 0 А в L20 (Oh\ G A, о). Тогда для всякого характ ера  X 
группы A*Ik* функция Zx(X, s) является целой функцией, огра­
ниченной в любой еертикальной полосе, и удовлетворяет урае- 
нению

(X, S) =  в. (X, «) Z. («О — X, 1 - х ) .  (72)

Доказательство достаточно просто. Выберем в W  (я^) для каждого р 
функцию W,р и предположим, что W^ — W^ почти всегда. Функция

=  (73)

тогда принадлежит пространству Уиттекера представления 0 я ^  глобаль­
ной алгебры Гекке Н А, как мы видели в п. 4. Поэтому в суще­
ствует Ж-конечная функция ср, такая, что

» t t ) - s r [ ( o  ? ) 4
см. (61). Рассмотрим интеграл 

Тчр (§', X, s) —  ̂ <р
k * \ A *

х  О 
О : ) ■ ]

X (jc) - 1 \х \ * -Ч * х .

(74)

(75)

Поскольку мы знаем, что <р быстро убывает при | х  * +  оо.

часть интеграла, соответствующая области \х \!^ -\,  сходится для всех 
значений s. Но

ш (л:- 1 ) ср

“ С*)-1? [ ^ _1 ( q |  =  («W-'cp ° wg (76)

Поэтому ср в равной мере быстро убывает при 0.

Мы заключаем, что (75) есть целая функция, по тривиальным сообра­
жениям ограниченная в каждой вертикальной полосе.

Из (74) мы получаем

L,(g; X, S )=  j V
А*

х  0 
0 1 g X (JC )-1 1 JC (77)

коль скоро правая часть сходится. Мы знаем, что W

стро убывает при | л: |—>—f-oo. С другой стороны, ср, будучи касп-формой 
(см. конец п. 1), ограничена в © и потому в Ga> и поскольку W есть
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коэффициент Фурье для <р, то же верно для W. Отсюда следует, что 
(77), во всяком случае, имеет смысл для достаточно больших Re (s). 
Написав, что

л * - и Г К х  П  в ; -  и  а ; ,Ч) ^  1 1  ^  
s fes ft $ s

(78)

мы получаем 

L )_I I х  \2s~l d*x =

As

= ИтП|»',[(д “)*„] W'W?-'*’ X

x П I r»[(o (79)
ft S

Если 5  достаточно велико, мы имеем

r » [ ( o  ° ) 4 = M 'l * - W ', _ '
для всех и ft $ 5 .  Таким образом,

М £>‘ х* 5) =  И т П  ; zft, 5),

(80)

(81)
ft65

где мы используем обозначение (151) разд. I. Но из (68) мы знаем, что 
для данного g

V s) =  S (xft’ s) (82)
для почти всех ft. Поскольку бесконечное произведение множителей 
Z^(Xjj, х) сходится для больших Re(s), мы заключаем, что

7.(р (g-, X, s) |  |  ^Wn (ёр > хр > ^), (83)

если Re (s) достаточно велико. В частности, мы можем выбрать W  ̂ так, 
что Lw^(e; s) =  Z^(X ;p, s) для всех ft в силу теорем 10 и 11
разд. I и результата в конце п. 7 разд. И; тогда L,е(е; X, s ) = Z , x(X> s) 
для больших Re(s), что уже показывает, что £ Я(Х, 5) есть целая функ­
ция, ограниченная в каждой вертикальной полосе.

Во всех случаях мы имеем:

M g ; х- s)
LTa, s) п Lw^ v  V s) 

% < V  s)
(84)

— конечное произведение. Пользуясь локальными функциональными 
уравнениями, мы получаем тогда

Lf  (w g ; <о — t ,  1 — s) Lv (g ; X, s)
l —s) s> L%a ,s)  • (85)
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Но поскольку ср (wg) — <р (g), мы получаем

L9(wg;a>-X, 1 - s ) =  Г <р|7* =  .
k*\A *  *- \ '  J

=  Ы ( о  ° У ] ш_1ад|х|1~2̂ * *  =

М
х - 1 О
О 1

и это завершает доказательство

8 X (х) | х  y-*°d*x =  Lf (g; X, s), (86)

8. Обращение теоремы 4
Мы предположим теперь, что для каждого р задано неприводимое 

унитарное представление itj, группы Ор, а следовательно *), предуни- 
тарное неприводимое допустимое представление (мы его 'обозначаем 
тоже через алгебры Нр. Проблема состоит в нахождении доста­
точных условий того, что

« =  0  ^  (87)
содержится в представлении Г* группы 0 А в 1Ц 0к/0 А, ш). Мы предпо­
лагаем, конечно, что

кр( о  ^ ) =<й»5^ 1 для всех (88)

где <0̂  есть ограничение « на £*, и что содержит единичное пред­
ставление группы Мр для почти всех р; в противном случае мы 
не смогли бы даже определить (87).

Т е о р е м а  5. п содержится в L\(Qk\ Q A, ш), тогда и только 
тогда, когда для каждого характера  X группы A*/k* выпол­
нены следующие условия:

(i) эйлерово произведение А(Х,  5) продолжается до целой 
функции, ограниченной в каждой вертикальной полосе;

(ii) оно удовлетворяет у равнению
A  (X, s) =  е« (X, S) А  (0) -  X, 1 -  S). (89)

Мы будем обозначать через Ж  пространство Уиттекера представ­
ления (х) icjj алгебры Н А, которое было определено в п. 4 и которое 
натянуто на функции (45).

Шаг 1. Мы докажем сперва, что в ряду

?w(§) =
5 О 
О 1 g Г 6 5 Г , (90)

суммирование по k* может быть заменено суммированием по неко­
торому идеалу в k. (Сходимость (90) будет доказана позднее.)

Если написать разложение Ивасавы g=uhm  элемента g, то
1 % 0 \
( л , g - w ( l  ° ) ( '  “ W l =  т (lu)W ( ^ ^ ) hm
\ 0 1 / \  о 1 А о  1 А L \ о 1 )  J . (91)

и, поскольку |т(£м)|  =  1, мы с тем же успехом можем предположить 
и= е. Правые сдвиги W элементами из М, очевидно, сосредоточены

*) См. подстрочное примечание 1 на стр. 25.
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в конечномерном подпространстве пространства W ■ Поэтому мы мо­
жем предполагать т=е, т. е. g —h. Мы можем предполагать даже,

что £  =  поскольку поведение W при сдвигах на элемен­

ты центра известно.

Предположим, что W (g)=  мы вправе, конечно, огра­

ничиться функциями такого вида. Обозначим через 5  конечное множе­
ство точек, такое, что для всякого р $ S имеем =  и наиболь­
ший идеал, на котором тривиален, есть 0 ^ . Мы знаем, что для вся­

кого неархимедова р функция ^  ® j обращается в нуль вне

идеала Kj, в (разд. I, лемма 2) и что 31̂  =  0^, если p( JS  (разд. I,
теорема 11). Если обозначить через 31 идеал в k, р-адическое пополне­
ние которого для каждого конечного простого р есть 31 £, и через x -13t 
(для х  ^ А*) — идеал в k> такой, что (х-4^  =  х~'31р для всякого та­
кого р, то очевидно, что тогда

w {

Таким образом, мы получаем, по крайней мере формально,

/х  0 \  V* ,„г /1х 0\
<?wГо , ) =  s  - ( о  ;)■

(92)

(93)

№
Шаг 2. Для доказательства того, что (93) и* значит, (90) абсо­

лютно сходятся, мы нуждаемся в оценке для ^  [ q j ) *

Если =  мы знаем (разд. I, теорема 11), что ^

принадлежит основной серии и что

W, х  0
° ) = и Г  S  м р о м р ')- (94)

i,j> о 
i+j=v)3(jr)

Поскольку унитарно, мы имеем соотношения вида (64), поэтому 
существует такое число <з^>0, не зависящее от р, что

г » ( о ° ) к 1* ^  N  “  к  <*> +  111 *  6 " - ’ (95)
i , j >  0 

l  + J=vl. МР

п р и ч е м - l )  =  0, 6СЛИ JC^ P *  Поскольку ^ ( х )  + 1 < | х | р 1» 

получаем

ы : , ° )
1— аг— 1

МЫ

(96)
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Если, с другой стороны, р — произвольная неархимедова точка, то 
таблица в разд. I на стр. 57 показывает, что

х
,0

0
1

(97)

при подходящем выборе М  ̂ и су Если, напротив, р архимедово, то 
интегральное представление функций Уиттекера (формула 68 разд. II) 
показывает сразу, что мы имеем оценку (97) вблизи х  =  0; но мы знаем 
также из уравнения (72) разд. II, что

W ,[*  <  е х р [ - с „  (х х )1'2] при | * | р - »  +  оо. (98)

Следовательно, существуют константы М р, «у с^^>0, такие, что

\ ) 1ехР(- cJxxfi*) (99)

для всех х  £ &р. Изменив о и (конечное число) чисел су мы можем 
предполагать, что ар =  о для всех р. Тогда оды получаем

( 100)

Рассматривая вещественное векторное пространство (или алгебру)

k„ =  П  (101)
Р арх.

и обозначая через х „ (для л: £ Л) вектор в km с координатами л у  мы 
получаем* таким образом, оценку

W (x  0
\0  1

[л: 1ехр(— с||хоо||) для всех х  £А*, (102)

где J | есть произвольная евклидова норма в вещественном векторном 
пространстве &oo =  R(x)q £ и  где М , а ,  с суть константы, причем с > 0 .

Поскольку W ^   ̂ j , как мы видели, может не обращаться в нуль,

лишь когда для всех конечных р, мы выводим из (102) суще­
ствование на А такой функции Шварца — Брюа / ,  что

W (ЮЗ)

для всех х  £ А*. Поскольку | х \ \ =  \ х  |, абсолютная сходимость ряда 
<fy теперь очевидна, и мы получаем даже, что

I Vw (•*) I ^  Iх  I " 1 / ( ^ ) >  (104)
ее**

но если /  € & (-d), то очевидно, что ^  /  ($•*) быстро убывает при
£ф0
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х  | —* -f со и (если применить формулу суммирования Пуассона) мажо­
рируется степенью | х  | при | х  \ —* 0. Мы получаем, таким образом, оценки 
следующего ряда:

9w (■*) =  О ( | л: |_ЛГ) для всех N  при | л: | — +  оо, (105)
<fy (•*) =  О ( | х  l- ?) для некоторого q при I jc | —► 0. (106)

Шаг 3. Мы рассматриваем 
вание Меллина

A* L J

теперь для каждой W  преобразо 

X(jcj-I | j c p - 1rf*;c =

=  j  V
й*\Л*

X(jc) - 1 | jc (107)

где x есть характер A*/k*. Оба интеграла сходятся и равны друг дру­
гу для больших Re (s) ввиду оценок (103), (105) и (106).

Мы докажем, что Lw может быть аналитически продолжено на 
всю плоскость и что

Lw(wg; ш — \ — s) =  Lw(g; X, s). (108)

В самом деле, если предположить (мы вправе это сделать), что W 
есть произведение W (g) =  |""J (g^), то приемы, объясненные в пре­

дыдущем разделе, показывают, что

^ ( г ; Х , 5 ) = П ^ . (^ ; ^ , 5 )  (109)

для больших Re ($), где бесконечное произведение сходится, поскольку 
локальные представления унитарны. Но тогда

Lw (gi s) =  LK(X, s) П 0 10>
15 Г'Р '

где произведение конечно. Поскольку Ьж (%, s), по предположению, 
есть целая функция и поскольку другие сомножители произведения 
являются целыми в силу результатов разд. I и II, то же верно для 
Lw(g; %,s).

Если сравнить (110) с

Lw X, s) L* (® ■
I—г L w (wg.Х,1-5)П * V % V 1 r s)

S (v V 1- ■ s)
( 111)

и если принять во внимание локальные функциональные уравнения 
и глобальное функциональное уравнение, которое выполняется по 
предположению, то мы легким вычислением сразу получим (108). 

Шаг 4. Для данной W  £ и данного g 6 0 А рассмотрим функции

F ' ( x ) ( 112)

F"(x) =  <tw (113)



Заметки по теории Ж аке  —  Ленглендса 43

на И^еем формально

\ F '(x )X (x )-l \x\*s-ld*x = Lw(g-, X, s), (114)
t/

§ F"lx)X.(x)-l \x \2s- 1d*x = Lw (wg; m - X ,  \ -  s). (115)

Следовательно, преобразования Меллина функций F' и F" идентичны, 
но преобразование Меллина функции F' определено для больших по­
ложительных Re (s), в то время как преобразование Меллина функ­
ции F" определено для больших отрицательных Re (5). Однако мы 
знаем, что преобразования Меллина F' и F” продолжаются до одной 
и той же целой функции (шаг 3 доказательства); мы докажем теперь, 
что эта целая функция ограничена в каждой вертикальной полосе.

Мы исходим из (110) и замечаем, что ограниченность L%(X, s) 
в вертикальных полосах уже предположена. Для конечного р отноше­
ние Lw (g^; &р, s)/Lx̂  (Хр, s) есть, очевидно, полином от q2s и q~2s,
где q = N(p), и поэтому ограничено в каждой вертикальной полосе. 
Если р архимедово, ситуация несколько более сложна, но может быть 
разобрана с помощью формул из разд. II.

В самом деле, мы знаем (разд. II, теорема 1), что существуют 
такие характеры цр и vp группы £*, что itp содержится в р^. Имеем
тогда (см. разд. II, например (90))

V 5) = ± 4 p (vp ~ z ’ 5' ’ *')• (116)
где

Ф =  | Ф g^ [ Zy )  M XZ) dZ (117)

для некоторой функции Фб«^0(^р X £р). Поскольку Ф̂ . €J®(fy ХЛр), 

очевидно, что Lw  ̂(g^; Хр, s) ограничена степенью s в каждой верти­

кальной полосе. С другой стороны, мы знаем, что L%(Хр, s) есть с точ­
ностью до экспоненциальной функции произведение не более чем двух 
функций вида Г (а^  +  &) с а^> 0  и комплексным Ъ. Поскольку

-  —  \t\
Г(а +  г7 )~ (2 я )1,21*1°~1/2е 2 (118)

при а а Ь, когда | / 1 —► -f 00, мы видим, что

< | I m ( s ) | ^ i ‘m<*>i (119)

на бесконечности в каждой вертикальной полосе. Мы получаем, таким 
образом, того же рода оценку для Lw (g; %, s). Более того, мы знаем, 
что если полоса сдвинута далеко вправо или влево, то Lw {g\ %, s) 
ограничено в этой полосе ввиду интегрального представления (107) 
и функционального уравнения (108). Целая функция, имеющая по­
добные свойства, ограничена в любой вертикальной полосе в силу 
хорошо известного результата типа принципа Фрагмена — Лин- 
делеф а1).

L* W V s)
S}

*) Предположим, что | Lyy (g\ X, s) I ограничено (для данных g  и X) при 
Re (s )| >  p, и рассмотрим функцию /  (z ) =  Ly? (g\ X, 2/рг/тс) в полосе 1Im (|2 ')|< u /2; 

|тогда /  ограничена на гранич! ых прямых и, более того, удовлетворяет условию
| /  {z) | <  | х \Q ес' № <  ее% 1*1 для некоторого а <  1; поэтому /  ограничена в силу 
теоремы 12.9 из книги W. Rudin, Real and Complex Analysis.
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Шаг 5. Мы докажем теперь, что <pw левоинвариантна относитель­
но Gk для каждой W £ W • Инвариантность относительно треугольной 
группы более или менее ясна, так что нам надо еще проверить инва­
риантность относительно до, т. е. что F'=F", если пользоваться обо­
значениями. (112) и (113). Рассмотрим на А* произвольную функцию 
Шварца — Брюа F с компактным носителем и рассмотрим преобразо­
вания Меллина функций F*F' и F*F" (свертка на А*). Если обо­
значить через

F(X, s) =  J 73, (jc) X (jc) | jc|2*-‘ (120)

преобразование Меллина F, которое для данного % есть целая функ­
ция, быстро убывающая в каждой вертикальной полосе, то ясно, что 
преобразования Меллина F*F' n F*F" суть

F(X, s)L w (g;,X, s) и F(X, s)L w (wg,<a — X, 1 — 5 ):

они суть целые функции и в силу шага 4 быстро убывают в каждой 
вертикальной полосе. Формулы обращения

F .F '( x )  =  2 ^ 2  $ ^ s ) Z r ( £ ; X , s ) M ; | i - ^ ,  (121)
(X) Re(J)=«

F * F ” (x) =  ±  $ £ ( X , s ) £ H ® g ; u - X , l - s ) M i - 2*cH 122)
Re (s)—1—a

имеют смысл, если a достаточно велико (в суммировании по % уча­
ствуют все унитарные характеры, причем %' и %" считаются идентич­
ными, если %'—х" имеет вид х-+\х\а). Но поскольку мы интегрируем 
целые функции, которые достаточно сильно убывают на бесконечно­
сти, мы можем сдвинуть пути интегрирования к о =  1/2. Получаем тем 
самым F*F' =  F*F" для всех F £ $>(А*) с компактным носителем, 
что доказывает равенство P'=F".

Шаг 6 . В силу (90), (105) и шага 5 имеем Ll(Gk\ G A, ш) 
для всех W £ Ж; более того, более или менее очевидно, что из 
W ' = W * p  для некоторой следует = yw * р; отметим,
что <pw принадлежит классу С°°, поскольку ряд (90), определяющий ср^, 
остается сходящимся, коль скоро мы применяем к его членам произ­
вольный инвариантный дифференциальный оператор; стандартный 
прием с использованием эллиптических операторов показывает тогда 
даже, что всякая <рг  в действительности аналитична по отношению
к G®.

Пусть теперь есть замыкание в L\{Gb\ Q A, <о) множества V  
всех где W Тогда <3ё инвариантно относительно представле­
ния £ ! — T<a(g) группы GA в Ll(Gk\ G A,i0).

Это можно доказать примерно тем же способом, как и аналогичные 
свойства неприводимых представлений группы Ли; см. примечание 
на стр. 4. Идея всегда одна и та же; желая проверить, что замыкание 
подпространства V инвариантно относительно GA, мы должны выразить 
тот факт, что если <]>€Z2(Gft\ G A, ш) ортогональна V, то (Та(g)9» <{>) = 0  
для всех <?£V и g £ G A. Но поскольку является аналитической, то же 
справедливо и для функции g \—> (Tw(g)<f, ф), которая удовлетворяет
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тем же эллиптическим уравнениям, что и ср; тем самым достаточно 
проверить, что „производные в начале координат" функции (7 \Д £)? .ф )
обращаются в нуль, т. е. что (9 * ц, ф) =  0 для всех р £ Н А; но это 
очевидно, поскольку V  * Н А =  V.

Этот прием показывает, более общо, что замкнутые подпростран­
ства в Ж, инвариантные относительно Ga, суть замыкания подпро­
странств в V, инвариантных относительно На- Поскольку отображе­
ние Wi—>cpw перестановочно с действием На , очевидно, таким обра­
зом, что представление GA в Ж неприводимо. Для окончания доказа­
тельства следует еще проверить, что это представление эквивалентно
® я0, что более или менее очевидно, поскольку представление На 
в =  V есть ®я


