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Алгебра и логика, 11, №5 (1972), 551-557. 

УДК 518.45 

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ ГРУПП СУЗУКИ 

В.М.ЛЕВЧУК 

В этой заметке частично решается вопрос Ю.М.Горчакова: аппро­

ксимируется ли свободная группа ранга два любым бесконечным мно­

жеством конечных простых неабелевых групп? Доказана 

Т Е О Р Е М А 1. С в о б о д н а я г р у п п а р а н г а 

д в а а п п р о к с и м и р у е т с я л ю б ы м б е с ­

к о н е ч н ы м м н о ж е с т в о м г р у п п С у з у -

к и Sz (.у) . 

Ранее было известно, что свободная группа ранга два аппроксими­

руется бесконечными множествами знакопеременных групп подстановок 

нечетной степени С О . групп PSL (2, ф С21, PSL (3.0{Ь,41 Хейне-

кен и Нейман Г5Л доказали, что любое бесконечное множество групп 

PSL (2, ф) и $Z(ty) порождаат многообразие всех групп. Результат 

Хейнекена и Неймана просто следует из теоремы 1 настоящей заметки 

и из Z23 • 

§ 1. 

Пусть ОС,у - коммутативные переменные и 'К - ассоциатив -

ное кольцо. Ниже будут рассматриваться рациональные функции над К 

от ОС % у . которые хотя бы одним Способом можно представить в 

виде ОС у f С&^у) • г д е к, € - целые числа, a f(sc,y) ~ многочлен 

над К . Совокупность всех таких рациональных функций над К обра 

зует кольцо, которое-обозначим через А.^ UuC.y~l » когда GP(2). 

ЛЕММА 1. Г р у п п а , п о р о ж д е н н а я м а т 

р и ц а м и: 
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б е с к о н е ч н о й ц и к -

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточно показать, что произвольное про -

изведение 

где •/ , а •£^ i • £ н е н у л е в ы е целые числа, не является 

диагональной матрицей. В свою очередь достаточно показать, что диа­

гональной матрицей не является произведение (Х—Ос^ос^ . . . о«г г , 

oci s (осу) о > , г . 

по совокупности 

Матрицы ог^ог^, . . . , с ж ^ , о с можно рассматривать как многочлены отсс,у 
над кольцом матриц степени 4, с элементами из поля Q-F (2) . Стар­

ший коэффициент многочлена of£ , ^ ' " / , 2 , , . . , 

переменных , у определен однозначно и равен 
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0 0 0 0 

0 0 0 0 
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0 0 0 0 
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соответственно случаям £•> 0 и £;<• 0 - Полугруппа, порожденная 
и и 

матрицами ^ и (по умножению), не содержит матриц, отличных 

от ^ и > в частности, нулевой матрицы. Поэтому старший коэф -

фициент многочлена ос по совокупности переменных JC , у определен 

однозначно, равен произведению старших коэффициентов многочленов 

О ^ , ос^ , • • • t Of ̂  и> следовательно, равен ^ или ^ . Отсюда следует, 

что матрица ос имеет ненулевой элемент на месте ( 1 , 4 ) или ( 4 , 1 ) . 

Следовательно, ос - недиагональная матрица. Лемма доказана. 

Пусть h - собственный элемент поля ,к^2. 

Тогда существует и единствен гомоморфизм кольца Л.^ ZJT,{/3 на' поле 



QF (ty) , переводящий .3: в h , а у в Л , 9=2 . Обозначим его 

через (ph , . Если G - группа (кольцо) матриц над Л.^ Г СС, уЗ > то 

отображение 

1 a.j I I 9/, GfyO I . I a£j. I e G , 

является гомоморфизмом группы ( к о л ь ц а ) Q , который далее будет 

обозначаться также символом <р 

§ 2. 

ТЕОРЕМА 2. С 6 3 . Г р у п п a Sz (fy) , 2 , к> / , 

и м е е т с л е д у ю щ и е м а к с и м а л ь н ы е п о д ­

г р у п п ы : 

1) г р у п п а д и э д р а п о р я д к а 2 ^ - / ) ; 

2) г р у п п а Ф р о б е н и у с а п о р я д к а 

3) г р у п п а Ф р о б е н и у с а п о р я д к а Cjf(с£-1): 

л ю б ы е д в е е ё и н в о л ю ц и и п е р е с т а -

н о в о ч н ы; 

4) SZ (т) , г д е т*3— р - п р о с т о е ч и с л о , 

д е л я щ е е 2-к.+ / 

ЛЕММА 2. П у с т ь / ? - с о б с т в е н н ы й э л е -

м е н т п о л я G F ( , > к^- 1 у ъ /5 ,0 - м а т -

р и ц ы , о п р е д е л е ' н н ы е в л е м м е 1. Т о г— 

д а 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Очевидно, матрица (рh (fi) содержится в 

группе S z ( ^ ) . Матрица <p^JCjS)msj3 совпадает с матрицей jlzrу , где 

1 0 0 0 \ ^"0 0 0 1 

/ - ; ' : 1 1 . 

и поэтому также содержится в группе Sz (.(}) . Следовательно, G 

подгруппа группы Sz Сф) • Матрица fh С/Э/5/э; не содержится в под­

группе (р^ ( с Ъ , и , следовательно, G- недиэдральная группа. Порядок 



Q неовзаимно прост с числом ^ — / . Поэтому Q есть группа С у -

зуки, либо подгруппа группы Sz((J,) типа ( 3 ) из теоремы 2. Допус -

тим, что Q - типа ( 3 ) . Тогда С <р^ (§ p3jt3i~\ - единичная мат -

рица. С другой стороны, её элемент, стоящий на месте ( 1 . 3 ) , равен 

<рн С яГ4 у 4 С / •+ л у)4 С У + Л^уЛ т 4 О. 

Противоречие. Следовательно, Q—Sz(m) , где в силу выбора Л име­

ем / 7 7 = . Лемма доказана. 

§ 3. 

Пусть f(oc,y) и д (а:,у) - ненулевые многочлены над полем К . 
Результант многочленов f (СС, у) и g(jc,y) , рассматриваемых как 

многочлены от у , будем обозначать символом Ry (f,g) • Напомним 

некоторые свойства результантов ( с м . С 7 3 , § 5 4 ) . 

( A ) Q (f>y) есть многочлен от переменной дг над К , сте -

пень которого не превосходит произведения степеней многочленов f(SC^J) 

и д(сс,у)тя> совокупности переменных «яг, у ( если , конечно, оя^О ) . 
( B ) Многочлен Rу (ft у) обращается в нуль при oC=.a?^ в том и 

только в том случае, когда обращаются в нуль старшие коэффициенты 

многочленов f (йс,у) и g(jc,y) относительно у , либо существует та¬ 
к о е у ~ у 0 • ч т о f(^0,y0i-g<sco,yo}-o. 

ЛЕММА 3. П у с т ь f (сс,у) и д(х,у) - м н о г о ч л е -

н ы н а д п о л е м А ' . с т е п е н и п о у к о т о ­

р ы х н е р а в н ы н у л ю . Д о п у с т и м , ч т о 

р е з у л ь т а н т R (f 9д) — О . Т о г д а с т е п е н ь п о 

у н а и б о л ь ш е г о о б щ е г о д е л и т е л я 

м н о г о ч л е н о в ^ (ос,у) и g(jc,yj н е р а в н а н у ­

л ю . В е р н о и о б р а т н о е . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Рассмотрим f(cc,y) ид.Сзс,у)кех. многочлены 

от у 'над трансцендентным расширением М(х) поля К . Так как 

ffy (f,y) =2 О I т ° по свойству ( В ) в каком-либо расширении поля 

К(СС) найдется у**у0 , при котором f'(sc,y0)mgС^гУо)" 0 • Поэто ­

му существует многочлен ненулевой степени по у , делящий -f(3C,y) и 

д (Х,у) . Обратное очевидно. 

С Л Е Д С Т В И Е 1. П у с т ь f (sc,y) и д(зс.у) - м н о г о ­

ч л е н ы н а д п о л е м И , п р и ч е м -f(ac,y) - н е -



п р и в о д и м ы й в п о л е А * м н о г о ч л е н . Т о г ­

д а / ^ ( ^ ] в О т о л ь к о в т о м с л у ч а е , к о г ­

д а с т е п е н ь п о у х о т я б ы о д н о г о и з 

м н о г о ч л е н о в -f(a;,y) ,д(я:.у) р а в н а н у л ю , л и -

б о -fCacy) д е л и т д(&,у) 

Пусть -f(jc,y) - многочлен над полем QF (?.) , и допустим, что 

собственный элемент h поля &F (2 ) тайкой, что <р^^(£С,у)2 — 

- f(h.h*)-0, 0 = 2 * + ' ( с м . § 1 ) . Т о г д а Г / г Л . Л * 0 * = fCh'h8*) = 
— f\n ,h )= 0 . Поэтому отображение переводит в нуль также и 

многочлен -f(y,5C2)= f (а:,у) . Нетрудно убедиться, что отображе -

ние f (^£,y)-*-f(3C,y)=-f(y,-3C^) является гомоморфизмом кольца всех 

многочленов над полем GF (р) , р - простое число, в себя. Кроме 

того, f(cc,y)='\Lf(ac,y')\P. 
ЛЕММА 4. П у с т ь / " (ас,у) - н е н у л е в о й м н о г о ­

ч л е н н а д п о л е м QF(2) . н е п р и в о д и м ы й 

в э т о м п о л е и и м е ю щ и й н е н у л е в ы е 

с т е п е н и n o . S C и п о у . Т о г д а Rу ( t f) ф о. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Допустим противное. Тогда по следствию 1 

многочлен -fix,у) делит f(cc,y) , то есть f (а:,у')=• /'(JC,у)д'(&,у) , 
где степень многочлена д(Х,у) не равна нулю по условию. Отсюда на­

ходим 

Zffr,yj] 2 - f(x,y)^fc^,y)gc^y)~f(^,y)^,y)^fccc,y)g(x,y)gcx,y), 

откуда f(pcty)== gC^iyygCy,^ ) . Но это противоречит неприводимости 

многочлена -f(cc,y) над полем QF(2) . Лемма доказана. 

Л Е М М А 5. С в о б о д н о е п р о и з в е д е н и е 

б е с к о н е ч н о й ц и к л и ч е с к о й г р у п п ы и 

г р у п п ы п о р я д к а д в а а п п р о к с и м и р у ­

е т с я г р у п п а м и С у з у к и Sz (т) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Лемма будет доказана, если для. произволь­

ного элемента асф £• группы G — г д е р , & определены в 

лемме 1, а единичная матрица, найдется гомоморфизм группы G 

на группу Sz (.(£) для некоторого , при котором ос имеет не­

единичный образ. Матрица ос—£ имеет ненулевые элементы. Пусть 

£(зс,у) £ Л2 L&,y2 - один из них. Тогда д (sc,y)= jc™ynf (а:, у) 
где /Т7, п - целые числа, a -f(ar,y) - многочлен над полем QF (2) . 

http://no.SC


Рассмотрим его разложение 

f(*.y>- f, &)%У)£,№,у)9х Сх,у)... <?z(х,у), ъ*0, 

где (£1С£,у),...,С:г(з:,у) - неприводимые многочлены над полем QF (2), 

степени по х и по у которых не равны нулю. Пусть tf и -

степени многочленов ^ и ^ соответственно, a Sf , S i f . . . , S z - сте­

пени по совокупности переменных зс , у соответственно многочленов 

У*' Фг'*'"' 9г ' выберем натуральное число к так, что . 

2к>тах\ t,,t£,2sf, 2 s * 2 s 2 . } . . 

и пусть h — примитивный элемент поля (rF(.2 ) • Наименьшая сте­

пень ненулевого многочлена над полем Q-F (2) i корнем которого яв­

ляется элемент h или сопряженный с ним, равна 2к+ / . В част -

носги, f Ch)f2(hS)^ О , &= 2**' Допустим,' что 1>0 . и пусть 

о& ъ . Старший коэффициент многочлена ^ (^^у) » рассматри­

ваемого как многочлен от у , не равен нулю при д ? « h , так как его 

степень 4, 3^ - Степень многочлена < ^ (у^ ) п о совокупности перемен­

ных X ,у не превосходит числа 2з^ • Поэтому многочлен /?у (fytfc') 

является ненулевым по лемме 4 , и степень его не превосходит 2s£ , 

по свойству ( А ) . Поэтому h не является его корнем, Допустим, что 

q,-L(h,hS0,0х*2кН. Но тогда д.(h,h9) — О , и, следовательно, по 

свойству ( В ) результанта, h - корень многочлена &y(%i^li}- Про­

тиворечие. Следовательно, g^(.h,Ив)ф-0, £ = ...,Z . Отсюда следу­

ет, что (pf,Ly (&,у)3 - д(/7,/7вУ¥=0, &—2к+' и щ(ос)^£ . П о 
лемме 2Т гомоморфизм <р^ отображает группу Q на группу Sz(2 ) . 

Лемма доказана. 

Отметим, что если группа F аппроксимируется классом групп 

£2f , а каждая группа из класса £21 аппроксимируется классом 

групп £3£ , то и F аппроксимируется классом групп £3t • Поэто­

му теорема 1 вытекает из леммы 5 и следующей леммы. 

ЛЕММА 6 (см. , например, £ 13 ) . С в о б о д н а я г р у п ­

п а р а н г а д в а а п п р о к с и м и р у е т с я с в о ­

б о д н ы м п р о и з в е д е н и е м б е с к о н е ч н о й 

ц и к л и ч е с к о й г р у п п ы и г р у п п ы п о ­

р я д к а д в а . 

Автор благодарит Ю.М.Горчакова за постановку задачи и руковод­

ство в работе. 
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