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Данная работа посвящена решению следующей проблемы, поставленной В. Н. Латы­
шевым. Если Р/-алгебра обладает классическим кольцом частных, то будет ли это кольцо 
частных PJ-алгеброй? (см. [1], стр. 14). 

Обозначим через U(R) группу обратимых элементов кольца R, через rad R, N(R), 
j(R) — первичный, верхний ниль и Джекобсона радикалы кольца Л соответственно. 
Почти локализацией кольца R называется тройка (ф; S; <?), обладающая следующими 
свойствами: (а) ф: R -> Q — гомоморфизм i^-алгебр; (б) S — мультипликативно замкну­
тое подмножество кольца R; (в) ф(£) е U(Q); (г) каждый элемент q £ Q представим в виде 
q = ф^ф^)" 1 для ПОДХОДЯЩИХ элементов Г £ R, s £ S. Кольцо Q является классическим 
кольцом частных кольца <p(R) относительно мультипликативно замкнутой системы ф(£). 

Л е м м а 1. Пусть Q — примитивное справа кольцо, являющееся правым классиче­
ским кольцом частных кольца R относительно мультипликативно замкнутой системы S, 
VQ — точный неприводимый Q-модуль, D = End(FQ), Wlf W2 •— конечномерные под-
пространства левого векторного пространства V над телом D и v £ F V \¥г. Предполо­
жим, что кольцо Q не является простым артиновым. Тогда: 1) найдется элемент г £ R 
такой, что \¥гг = 0, vr $ W2, 2) для любого числа п кольцо R содержит элементы аг, а2, ... 
. . ., ап такие, что выполнены следующие условия: (a) 1ща2 . . . яг—1°* = $uvaia2 • • • ai* 

t-1 
где Ьц """ символ Кронекера и О ^ i — 1 < t ^ п; (б) va^a2 . . . at (£ ^ ^иага2 . . . а$ 

при 1 ^ t <! тг. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы плотности следует, что найдется элемент 

as'1 £ Q такой, что ш г 1 Ф О, W^s'1 = 0 (см. [3]). Ясно, что va ф 0, \¥га = 0. Предпо­
ложим, что vaR s W2, Тогда W3 = DvaR ^ W2. Значит W3 — конечномерное вектор­
ное пространство над телом D. Так как каждый элемент s £ S является автоморфизмом 
векторного пространства V, то размерность векторного пространства W3s равна размер­
ности пространства W3. Но W3s £ W3. Значит, W3s = W3 и W3 = W3s~x для всех s £ S. 
Теперь ясно, что W3Q £ W3. Так как V — неприводимый ^-модуль, то V = W3. Из конеч­
номерности пространства V и теоремы плотности теперь следует, что Q — простое артино-
во кольцо, что противоречит условию. Значит, vab (£ W2 для некоторого Ъ 6 R- Ясно, что 
г = ab — искомый элемент. Второе утверждение будем доказывать индукцией по числу п. 
Положим Wx = 0, W2 = Dv. По доказанному найдется элемент аг £ R такой, что va± $ W2. 
Пусть уже найдены элементы alt а2, . . ., ат, удовлетворяющие условиям (а) и (б). Поло­

га— 1 
жим Wt = ^ Dva±a2 . . . at, W2 = Wx -f Dva^a2 . . . am. По доказанному найдется 

г=0 
элемент ат+1 £ R такой, что W1am+1 = 0 и иага2 . . . ат+1 $ W2. Ясно, что элементы 
a l t a2, . . ., ат+1 удовлетворяют условиям (а) и (б). 
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Т е о р е м а 1. Пусть (ср; S; Q) — почти локализация PI-алгебры R. Тогда Q — PI-
алгебра. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что кольцо R удовлетворяет некоторому полили­
нейному тождеству f(Xl4 Х2, . . . » Хп) такому, что коэффициент многочлена f(X) при 
мономе ХгХ2 . . . Хп равен 1. Предположим, что Q — примитивное справа кольцо. 
Если Q — простое артиново кольцо, то из [4] (теорема 7.2.3, стр. 170) следует, что cp(i?) — 
первичное кольцо. Так как кольцо ф(Л) удовлетворяет тождеству /(X), то из [5] (теоре­
ма 3.3) следует, что f(X) — тождество кольца Q. Предположим теперь, что кольцо Q 
не является простым артиновым. Сохраним обозначения леммы 1. Тогда найдутся такие 
элементы а1? а2, . . ., ап £ ф(#), что будут выполнены условия (а) и (б) из леммы 1. 
Из этих условий следует, что для любого полилинейного монома XtiXi2 . . . Xin от пере­
менных Х19 Х2, . . ., Хп элемент vai±ai2 . . . ain отличен от нуля тогда и только тогда 
когда it — t при 1 ^ t ^ п. Значит, 0 = у/(а1? а2> • • •» ап) = vaia2 • • • ап Ф 0* Полу­
ченное противоречие показывает, что если кольцо Q является правым примитивным, 
то оно является правым артиновым и удовлетворяет тождеству f(X). Вернемся к общему 
случаю. Пусть Р — правый примитивный идеал кольца Q и if: Q ->• QlP — канониче­
ский гомоморфизм колец. Ясно,'что Сфер; 5; QlP)— почти локализация кольца R. По дока­
занному кольцо QlP удовлетворяет тождеству f(X). Значит, кольцо Q/j{Q) удовлетворяет 
тождеству f(X). Пусть | : Q ->- Q/N(Q) = Q — канонический гомоморфизм колец и R[t] — 
кольцо многочленов от переменной t. Продолжим гомоморфизм £ф до гомоморфизма 
колец R[t] и Q[t], полагая |ф(£) = t. Записывая коэффициенты многочленов в виде дробей 
с числителями из кольца £ф(Я), а знаменателями из множества £ф(£) и приводя их к обще­
му знаменателю, получаем, что (£ф; S; Q[t]) — почти локализация кольца R[t], удов­
летворяющего тождеству /(X). Так как ;(#[*]) = 0 (см. [3], теорема 4, стр. 27), то, по дока­
занному, кольцо Q[t] удовлетворяет тождеству /(Х)Л Пусть Н — класс всех колец, явля­
ющихся почти локализациями алгебр с тождеством f(X), Ясно, что класс II замкнут 
относительно прямых произведений, и если А £ Н, то кольцо A/N(A) удовлетворяет 
тождеству f{X). Из [2] (предложение А) теперь следует, что Н — класс Pi-алгебр. Теперь 
ясно, что Q — Р/-алгебра. 

С л е д с т в и е 1. Пусть Q — правое классическое кольцо частных PI-алгебры R 
тносителъно мультипликативно замкнутой системы S. Тогда: 1) rad Q = (rad R)S~1; 

2) если h(X) — тождество кольца R, то h(X)n — тождество кольца Q для некоторого 
числа п =n(h). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что (rad Q) П -R ^ rad (R) и rad Q = 
= (rad Q П R)S'1. Переходя к кольцу (?/rad <?, сводим доказательство к случаю rad Q = 
= 0. Если rad R Ф 0, то кольцо R содержит идеал I ф 0 такой, что Р — 0. Пусть С — 
центр кольца Q и L = QIQ. Тогда С П ^ ^ О (см. [5], теорема 2.10). Далее, пусть 0 ф 
ф с = 2 a i M i ^ i 6 С П ̂ , где а$, bt £ <?, щ £ / . Можно считать, что bt = с id'1, где ct £ R, 
d 6 S. Тогда del = cdl = У^^щс^ = 0, поэтому cl = 0 и cL = 0, но с 6 i ; значит, 
с2 = 0 и с 6 rad Q = 0,— противоречие. Следовательно, rad R = 0 я утверждение 1) 
доказано. Если rad Q = 0 , то каждое тождество кольца R является тождеством кольца Q 
(см. [6], теорема 5). Общий случай доказывается так же, как и предложение А из [2]. 
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