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ВВЕДЕНИЕ ! 

В настоящий обзор результатов по теории автоморфизмов в 
обобщенных пространствах включены работы, прореферирован­
ные в реферативном журнале «Математика» за период с 
1966 г. по октябрь 1977 г. 

За указанный период в теории автоморфизмов получено 
много интересных результатов- Автор старался выделить важ­
нейшие'направления исследований и более подробно осветить 
лишь основные результаты по каждому из этих направлений. 

В связи с усиленным развитием общей теории связноетей в 
расслоенных пространствах, мы выделили в отдельный параграф 
работы по автоморфизмам в таких пространствах. 

В обзорной статье, по существу, не затрагиваются вопроси 
отображений пространств и автоморфизмы в пространствах, 
определенных структурами специального вида ' (контактными, 
почти комплексными и др.), хотя в библиографию включены не­
которые статьи из этих областей исследования. Автоморфизмы 
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в пространствах со структурами частично освещены в обзорах 
Д. В. Беклемишева (Итоги науки «Геометрия. 1963 г.». М,, 
1965 г.) и A. П. Широкова (Итоги науки «Алгебра. Топология. 
Геометрия. 1967 г.», M., 1969 г., [152]). Номера статей из биб­
лиографии предыдущего обзора [51] отмечаются звездочкой. 

§ 1. АВТОМОРФИЗМЫ В ПРОСТРАНСТВАХ АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ. 
ПРОЕКТИВНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

1. Основной проблемой теории автоморфизмов обобщенных 
пространств является проблема распределения лакун и отрезков 
возможных порядков (отрезков конденсаций) полных групп 
автоморфизмов, определение для этих отрезков самих групп и 
соответствующих им лакунарных пространств. 

Пространство называется /е-ой лакунарности, если порядок 
его полной группы автоморфизмов принадлежит отрезку кон­
денсации, имеющему номер к (счет ведется с отрезка, содержа­
щего максимальное число параметров). В частности, простран­
ством .первой лакунарности является пространство максималь­
ной подвижности; пространство будет последней лакунарности, 
если порядку его полной группы автоморфизмов предшествует 
лишь одна лакуна. По существу, в основной проблеме речь идет 
об определении пространств и полных групп автоморфизмов в 
предположении, что порядок последних достаточно высокий. 

S случае пространств аффинной связности отрезок конденса­
ции, содержащий максимальный порядок, состоит ЛИШЬ ИЗ од­
ной точки; соответствующим пространством является обычное 
аффинное пространство с группой автоморфизмов G- порядка 
г — п2 + п, где п — число измерений пространства. 

С возрастанием числа измерений пространства увеличивает­
ся и длина интервала запрещенных степеней подвижности. Дли­
на первого запрещенного интервала (первой лакуны) равняется 
п—Ъ При достаточно больших значениях числа измерений про­
странства, наряду с первой лакуной, будут появляться другие 
лакуны. С ростом числа п растет также и число лакун. Нетруд­
но проверить, что вторая лакуна . имеет длину п—2, длина 
третьей лакуны равна п—3. Для 'Пространств аффинной 
связности известна лишь часть интервалов возможных порядков 
групп автоморфизмов. Списание лакунарных пространств и их 
тензорных характеристик приведены в [48]. Глобальная струк­
тура максимально подвижных неплоских пространств аффинной 
связности определяется универсальной накрывающей группы 
автоморфизмов. В рассматриваемом случае существуют три ти­
па- [48] локальных максимально подвижных пространств. Для 
каждого из этих типов определены соответствующие им локаль­
ные группы Ли автоморфизмов. Центр алгебры этих групп авто­
морфизмов в каждом из указанных случаев сводится к нулево­
му вектору. 
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Таким образом, топологическая структура универсальной на­
крывающей группы Gn- определяется инъективным экспонен­
циальным . отображением присоединенного представления в 
линейную группу невырожденных матриц. 

Возможные структуры получаются стандартным образом,. 
путем факторизации полученной накрывающей по дискретному, 
центральному нормальному делителю. 

Пространства аффинной связности второй лакунарности 
являются пространствами классов смежности разложения груп­
пы автоморфизмов по ВОЗМОЖНОЙ для .каждого типа' своей ста­
ционарной подгруппе Нпа -п, что приводит нас .в конечном итоге 
к трем типам пространств с указанными в [51] абсолютами. 

В серии работ Врэнчану [388] — [394] исследуются глобаль­
ные пространства An аффинной связности; им продолжается 
изучение эквивалентности локально евклидова пространства с 
евклидовым при предположении, что компоненты аффинной 
связности Tjb* — целые функции. В случае, когда эти функции 
постоянны, с пространством можно ассоциировать тогда и толь­
ко тогда коммутативную и ассоциативную алгебру гиперкомп-
лексных чисел, когда связность будет локально евклидовой. 
В этом случае существует такая единица в\, что e\ev-\ = ep 
(р<п), е1ер---Г1р1е1+ . . . + TpiPe-An эквивалентно евклидову 
пространству тогда и только тогда, когда р — п, Tin — 0. 

В [390] Врэнчану доказал, что в аффинном пространстве 
A3 существует пять типов дискретных групп, образованных па­
раллельными переносами и линейными преобразованиями Т, 
характеристическое уравнение-которых имеет два мнимых корня.. 

К вопросам глобальной структуры пространства аффинной 
связности Врэнчану привели исследования автоморфизмов и 
точечных преобразований [288*] —[308*]. 

В работе [117] Б. А. Розенфельд и И. И. Тюрина выяснили, 
что пространства аффинной связности первой лакунарности 
являются также квазиэллиптическими или квазигиперболиче-
скими пространствами и обладают почти гиперплоскостной 
структурой; группа движений пространства представляется 
дробно-линейными преобразованиями в соответствующей ком­
мутативной алгебре с унитарными матрицами (элементы кото­
рых принадлежат алгебре). 

2. Продолжались исследования свойств пространств аффин­
ной связности второй и третьей лакунарности. В работе [150] 
Я. Л. Шапиро рассмотрел группы аффинных гомотетий прост­
ранства An аффинной связности без кручения. Одночленная 
группа движений называется группой гомотетий, если орбита 
любой геодезической является вполне геодезической поверх­
ностью. • ; . 

Другое обобщение инфинитезимальной гомотетии обычного 
аффинного пространства на многообразие, снабженное полной 
линейной симметрической связностью Г, принадлежит Кербарту 
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[236]. Векторное поле X инфш-штезимальной гомотетии опреде­
ляется как поле DyX-=y для любого У, где Dy — символ кова-
рйаитного дифференцирования ВДОЛЬ У в смысле Г. Это поле 
имеет единственную критическую точку и обладает следующим 
СВОЙСТВОМ: если X — инфшштезималы-юе аффинное преобразо­
вание, то связность тривиальна. 

3. В совместной работе И. Л. Кантор, A. И. Сирота и 
А. С. Солодовников [71] рассмотрели один класс симметриче­
ских пространств. Пусть М — симметрическое пространство 
аффинной связности, G(М) —группа, порожденная сдвигами 
вдоль геодезических. В общем случае эта группа является мак­
симальной в том смысле, что она не включается в более широ­
кую то размерности группу Ли преобразований пространства 
An, 'Отличную от группы движений. В работе приводится конст­
рукция класса симметрических пространств с расширяемой 
группой G(M). 

В работе [31] 10. С. Германов рассмотрел автоморфизмы в 
приводимых пространствах аффинной связности в зависимости 
от рангов тензоров Риччи в слагаемых пространствах. 

Тарино [374] приводит новые доказательства ряда извест­
ных результатов относительно .пространств аффинной связно­
сти, допускающих поля параллельных контравариантных или 
•ковариантных векторов. Доказывается, что пространство An, 
допускающее п—р полей параллельных контравариантных век­
торов, имеет группу движений, зависящую не более чем от 
n2+( l—р)п + р параметров. В [374] рассмотрены обобщенные 
субпроективные пространства указанного типа, В другой работе 
[373] им исследуются максимально подвижные пространства 
аффинной связности, допускающие т инвариантных форм 
Пфаффа; -в общем случае рассматриваемые пространства обла­
дают группой преобразований, зависящих от т+(п—т)т па­
раметров и п—т функций. Этому же вопросу посвящена статья 
Думитраша [200]. Отметим также работы Думитраша [198], 
[199] о пространствах An, допускающих группу гомотетий кон­
груэнции, и пространствах аффинной связности с сепарабельной 
группой конгруэнции, допускающей поворот. 

В >[64] Ин-Шао-цзи исследуется класс однородных прост­
ранств с аффинной связностью таких, что группа изотропии в 
некоторой точке допускает q инвариантных векторов и п—q-
мерную сопряжешую инвариантную плоскость. 

4. Вопросами инфинитезимальных аффинных преобразова­
ний -в Л/(п*-П1ростра»ствах, т. е. в неримановых n-мерных прост­
ранствах аффинной связности без кручения с рекуррентным тен­
зором .кривизны (и ненулевым вектором рекуррентности Кг) 
занимались Ямагути и Мацумото. [413]. Такано поставил 
вопрос об изучении в таких пространствах инфинитезимальных 
аффинных преобразований, порождаемых векторным полем о-
вида у -̂=ф3-и% и.рассмотрел случай krvr = 0. В. [413] изучается 
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случай KTV'&O. Устанавливается, что пространство является 
плоским, если Ki или <pi являются градиентами. В противном 
случае выполняется условие (/<,.+фг)иг-=0 и тензор кривизны 
имеет специальное строение. 

Исследования инфинитезимальиых проективных преобразо­
ваний в АКп* приводятся Ямаути в работе [415]. Выясняются 
условия, при которых проективное преобразование в А/С,-* 
.является аффинным. Изучаются случаи, когда векторное поле 
v.1 является специальным (торсообразующим, конциркулярным, 
рекуррентным). 

5, Задача'определения всех неплоских пространств проектив­
ной связности' Р$(х) рассматривалась А. Я. Султановым в 
[128]. Метод исследования сводится к нахождению представле­
ний групп Ли в трехмерном пространстве л о известной алгебре 
•Ли и интегрированию уравнений инвариантности. Показывается, 
что наивысший порядок абелевых групп -в "Ps(x) равен ТОЧНО 
четырем и, таким образом, алгебры Ли, содержащие пятим-ер-
ную абелеву подалгебру, не могут являться алгеброй группы 
движений в P3(x). Выясняется, что максимально подвижное не-
плоское пространство F3(x) допускает восьмичленную группу 
движений. 

Однопараметрические группы 'проективных преобразований 
пространства аффинной связности рассмотрены в работах [133], 
[135] И. А. Ундаловой. 

6. Несколько работ посвящено движениям в пространствах 
центропроективной связности. 

В [129] Н. Н, Суриной рассматриваются движения в двух­
мерных пространствах центропроективной связности. Существует 
всего 5 типов пространств с интранзитивной группой движений. 
В случае транзитивных групп движений получено 6 типов с ну­
левым и 19 типов пространств с ненулевым полным объектом 
кручения, В [130] найдены достаточные условия того, чтобы 
группа движений пространства центропроективной связности 
совпадала с группой движений соответствующего пространства 
.аффинной связности. 

В [53] И. П, Егоров показывает, что максимальный порядок 
групп движений пространств центропроективной связности 
{Ajh\ Ajft) равен точно п2. Существует три и только три типа 
(параболический, эллиптический и гиперболический) максималь­

но подвижных пространств .центропроективной симметрической 
связности (Г3тЛ Tj/O; для каждого из типов определены объекты 
связности. Добавочные части в этих случаях являются присоеди­
ненными к главным частям. В [53] устанавливаются максималь­
но (подвижные пространства и в случае, когда Ajh1 или Ajh «е 
•являются симметрическими; дается обобщение этих результатов, 
~на центропроективные связности полей копункторов. 
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§ 2. ГРУППЫ ИЗОМЕТРИИ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВ. ГОМОТЕТИИ 

Продолжались исследования автоморфизмов в римановых 
пространствах Vn. Ряд важных результатов по автоморфизмам 
в пространствах Vn содержится в монографии Кобаяси «Груп­
пы преобразований в дифференциальной геометрии». (1972) 
[237]. В ней рассматриваются автоморфизмы в многообразиях, 
наделенных дополнительными дифференциально-геометрически­
ми структурами- Изложение теории ведется на современном 
языке и преимущественно в глобальном виде. 

В первой главе вводится понятие G-структур и-автоморфиз­
мов в них, рассматриваются конкретные примеры, иллюстри­
рующие эти понятия. В последующих двух главах изучаются 
изометрии римановых многообразий, автоморфизмы комплекс­
ных многообразий. Рассматриваются изометрии, а также инфи-
нитезимальные изометрии и аффинные преобразования, изомет­
рии римановых многообразий с большими и малыми порядками 
групп изометрии. Эти понятия обобщаются на группы автомор­
физмов комплексных многообразий. 

В четвертой главе изучаются группы аффинных преобразо­
ваний в аффинно-связных и римановых многообразиях, карта-
новы связности, проективные и конформные связности и их ав­
томорфизмы. Книга заканчивается обширной библиографией, 
содержащей более четырехсот названий. 

Приведем в качестве примера глобальных теорем из [237] 
теорему об однородных римановых пространствах второй лаку­
нарности и теорему о полноте инфинитезимальной изометрии. 
Пусть М — риманово /г-мерное многообразие, группа изометрии 
1(М) которого содержит замкнутую связную подгруппу G раз-

п(п—1) , . , , . 
мерности——п—-+1, тогда М будет одним из следующих видов; 
1) M—RxV, где V—-полное односвязное многообразие постоян­
ной кривизны: 2) M = 5XV, причем G-=RX/°(V); 3) M=RX 
XPn-i(R), G = RxP'(Pn-i(R)); 4) M = RxPn-i(K), G = SX 
X/°(P-.i-.i(Я).); 5) M есть односвязное однородное риманово мно­
гообразие G/H с инвариантным единичным векторным полем 
X, допускающее G-инвариантную .римаиову метрику постоянной. 
отрицательной кривизны, которая согласуется с первоначальной 
данной метрикой иа касательных векторах, перпендикулярных 
вектору X (в случае п = 8 возможен еще один случай). Эта тео­
рема в локальном виде была получена Яно и автором обзора 
[39*], в глобальном варианте — Кейпером и Обата. 

Отметим еще одну теорему Кобаяси [237]: во всяком много­
образии с полной аффинной связностью (соответственно ъ пол­
ном римановом многообразии) каждое инфинитезимальное- аф­
финное (изометрическое) преобразование является полным.. 

В работе [289] Номидзу и Яно доказывается, что отображе­
ние неприводимого риманова пространства «а себя, сохраняю-
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щее тензор кривизны и все его последующие ковариантные про­
изводные, является нзометрией. Ряд работ посвящен вопросу 
приводимости и полуприводимости метрики риманова Vn. 

В [320] Шмидт доказал следующие теоремы: 
1) Пусть Gr—инфинитезимальная группа движений Vn 

с ^-мерными траекториями 7Х Если ни один вектор касатель­
ного пространства произвольной точки Р^Тч не является инва­
риантным относительно стационарной подгруппы Нр этой точки,, 
то пространство V'„ допускает ортогональные к Г17 поверхности 
n — q измерений; 2) Если G, в Vn имеет д-мерные траектории 
и порядок г——^т,—» т о Vи допускает ортогональные к Tq 

поверхности, причем метрика пространства в некоторой системе 
координат приводится к полуприводимому виду ds~ = 
= gAB(xA)dxAdxB + ^(xA)go3{xa-)dxadx^ (а, р.= 1, 2 , . . . , q; .А,-
B — q-\-\,...f n). Эти выводы он применил к пространствам 
общей теории относительности, определяемым абелевой группой 
02 движений. 

В статье Г- И- Кручковича [92] рассматриваются интранзи-
тивные группы движений в пространствах Кагана. Под прост­
ранством Кагана Knq понимается риманово пространство V,,, 
геодезические которого лежат в (-7-И)-мерных плоскостях ( К 
<q<n—2), проходящих через общую фиксированную (.7+1)-
мерную плоскость, конечную или бесконечно удаленную. ОСНОВ­
НОЙ результат МОЖНО сформулировать в -следующем виде. Чтобы 
риманово пространство Vn допускало возможную интранзитив-
ную группу движений G,- с изотропными орбитами, «а которых 
метрический тензор-имеет ранг г>2, необходимо и достаточно, 
чтобы оно было пространством Кагана Кп

{ф со специальной 
структурой линейного элемента. 

В [89] Г. И. Кручковичем исследуются признаки почти полу­
приводимых пространств. Риманово Vп называется почти полу­
приводимым, если в нем существует система координат (л:'),. 
в которой метрика ds2 имеет вид ds2~ds\{xa)-\-ell^x''•'x'l)ds\{x':''),. 
где ds\ и ds\ — самостоятельные метрики, зависящие каждая 
от своих переменных, а и —функция от всех переменных х1. 
Если функция и.(х1) = \па,(ха)-\-у(ха), то данное риманово про­
странство является полуприводимым. 

В работах [90], [91] изучаются свойства римановых прост­
ранств V(-fC) € положительно определенной метрикой. Доказы­
вается, что присоединенная метрика, имеющая постоянную кри­
визну К, всегда .реализуется в самом пространстве на некото­
рых, вполне геодезических поверхностях. Выделяются особые 
максимальные К-разложения и формулируется теорема о един­
ственности неособого максимального /(-разложения, указывает­
ся вид линейного элемента, к которому можно привести метрику 
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В [26], [27] В. T- Воднев изучает движения в частично-
проективных пространствах; в [26] он приводит к канонической 
форме метрику одного класса пространств отличных от суб-
•проективных пространств; в [27] рассматриваются движения в 
(обобщенных субпроективных пространствах. 

В работе [188] Каена и Валлака рассматриваются неприво­
димые псевдоримановы пространства (под названием неразло­
жимых) Vn+i сигнатуры (Г n); доказывается, что группа дви­
жений такого пространства необходимо должна быть полупро­
стой или разрешимой. 

Романовы щространства с положительно определенной мет­
рикой, допускающие (транзитивную или интранзитивную) груп­
пу автоморфизмов, рассматривались в [103] В. Е. Мельнико­
вым, при предположении, что группа изотропии Я — распав­
шаяся. Последнее означает, что Я является прямым 
произведением СВОИХ подгрупп, действующих на взаимно 
ортогональных плоскостях в касательном пространстве Е дан-
;ной точки xBVn : tf = # - X # i X . . . ХЯ„ E = E 0 + E i + • ..•+£„. 

Доказывается, что если группа G интранзитивна, а Я —-не-
приводима в касательной плоскости Е' к орбите, либо распа­
дается в прямое произведение s неприводимых подгрупп, 
действующих на взаимно ортогональных плоскостях Еи 
(dim Еи>2) в Е', то пространство Vn является полуприводимым 
с s дополнительными частями, причем G = G1XG2X . . . XGS, где 
Gn — транзитивная группа движений в пространстве Vn с не­
приводимой группой изотропии Ни- Изучаются некоторые спе­
циальные однородные Vn с распавшейся группой изотропии. 
В [104] .на основании теоремы Телемана (неприводимая сепа-
-рабельная группа Я имеет размерность не' более р2, если п — 
— 2р—1 или п = 2р) устанавливается связь порядка группы 

изометрии с полуприводимостью пространства. 
В [105] В. Г. Мельниковым обобщается результат о распав­

шейся группе, изотропии «а римановы пространства Vn со зна-
конеопределенной метрической формой. 

Группы изометрий римановых пространств Vn знакоопреде-
.ленной метрики, сохраняющих также данную скалярную функ­
цию, исследовались в [223] Икеда и Нихино. Рассматривалась, 
ъ частности, связь их возможного порядка со свойствами Vn. 

В работах [50], [54] И. П. Егоровым изучаются свойства 
гомотетичеоких римановых пространств определенной метрики, 
соответствующих различным порядкам лакунарностей. Эти про­
странства принадлежат классу частично проективных прост­
ранств. Группа гомотетичеоких движений действует так, что 
поверхности уровня весовой функции являются поверхностями 
интранзнтивности или импримитивности. Изучаются условия, 
при .которых двухмерные .римановы пространства являются гомо-
тетическими; описывается структура всех лакунарных прост-
•раисте,• (определяется ЧИСЛО лакун различных порядков при 
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•предположении, что метрика Vn является положительно опре­
деленной. 

В евклидовом пространстве существуют поверхности, допу­
скающие гомотетические преобразования. Такие преобразования 
переводят поверхность в поверхность, отличающуюся лишь поло­
жением от исходной (аналогично известному свойству логариф­
мической спирали). Среди этих поверхностей есть и наложимые 
.на поверхность вращения. Полученный класс поверхностей по­
рождает римановы пространства, допускающие группы подобных 
преобразований порядков 2 и 1 [52]. 

В [46] •показывается, что поле X инфинитезимального анали­
тического преобразования тогда и только тогда определяет груп­
пу аналитических гомотетических преобразовании для метрики, 
определенной керифункцией K(z\ z2,~z\ 22), когда Rl(X\nK— 
—clnK) (с---const) является вещественной частью аналитической 
функции от z\ z2; в специальной системе координат определяется 
вид оператора и керн функций. В работе [47] указанные предло­
жения обобщаются на кернфункции п комплексных переменных. 

В заключение отметим работу [196] Драгичи, в которой опре­
деляется метрика локально евклидовых пространств V-i и V5 по­
стоянной связности. Двумерные пространства указанного типа 
•определены раньше Врэнчану, трехмерные — Мокану. Автомор­
физмы в трехмерных римановых пространствах рассматривали 
Сямионеску [322], Стока [343], [345], Енгича [201] и др. 

§ 3. О СИММЕТРИЧЕСКИХ РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Пространство Vn называется симметрическим, если ковари-
антная производная от тензора кривизны равна нулю. Если 
•симметрическое пространство (Приводимо, то каждое из слагае­
мых пространств, в свою очередь, будет симметрическим. Спра­
ведливо также обратное предложение. Таким образом, задача' 
определения симметрических пространств сводится к определе­
нию неприводимых симметрических римановых пространств. 

В случае знакоопределенной метрики группы автоморфизмов 
неприводимых симметрических римановых пространств 'будут 
простыми. Условие того, что метрика положительно определен­
ная, является существенным: П. A. Широков нашел примеры 
неприводимых симметрических псевдоримановых пространств, 
для которых группы автоморфизмов неполупростые. 

Многие из симметрических псевдоримановых пространств с 
иеполупростыми группами движений могут быть получены, как 
показал недавно А. С. Феденко [142] (см. также [24]) из про­
стых трупп с помощью предельных переходов (группа автомор­
физмов евклидова пространства является предельной по, отно­
шению к группе автоморфизмов эллилтического пространства 
того же числа измерений). С этой точки зрения, представляют 
большой интерес . различные типы , возможных предельных 
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пространств, которые можно получить предельным переходом; 
из данного однородного пространства. 

Симметрические частично проективные неприводимые прост­
ранства с неполупростой группой автоморфизмов рассматрива­
лись в [28] В. Т. Водневым и A. С. Феденко. Риманово .прост­
ранство .называется частично проективным, если,в некоторой 
системе координат среди конечных уравнений геодезических 
линий имеются линейные уравнения. 

A. С. Феденко обобщил важнейшие свойства симметрических 
пространств на периодические пространства. Он получил клас­
сификацию периодических локально однородных пространств с 
классическими основными группами. Задача эта по существу 
-сводится к определению автоморфизмов алгебр Ли указанных 
групп [24]. 

Однородные римановы пространства Vn = G/H с ds2>0 к 
(П----1)-мерными зеркалами исследованы в [119] Л. В. Сабини­
ным; -об однородных римановых пространствах с неприводимой: 
группой изотропии см. [89*]. 

B. [245] Ледгер вводит понятие обобщенного симметрическо­
го риманова пространства. Последнее определяется как одно-
связное риманово многообразие класса С™, в котором всякой; 
точке Р&М можно поставить в соответствие изометрию аР с не­
подвижной изолированной точкой Р, причем тензорное поле A 
типа (1,1), определенное соотношение Ар= (dap)p — диффе­
ренцируемо. Автор доказывает, что всякое в указанном смысле 
обобщенное .симметрическое риманово пространство обладает 
транзитивной группой изометрии. 

Ряд достаточных условий для того, чтобы риманово много­
образие было симметрическим (и, следовательно, локально 
однородным), был получен Секигава и Тайно в совместной 
работе [321]. 

Работа [205] Гебаровского касается конформных коллинеа-
цнй Риччи-симметрических пространств и конформно-симметри-
ческйх пространств. Доказаны теоремы: 1) Если конформные 
•коллинеации не сводятся « конформным движениям, то в кон­
формно-симметрическом пространстве, допускающем эти кол­
линеации, скалярная кривизна постоянна. 2) Если скалярная 
кривизна Риччи-симметрического пространства не исчезает, то 
специальные конформные коллинеации в этом пространстве сво­
дятся ,к аффинным коллинеациям. 

§ 4. О ГРУППАХ КОНФОРМНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ. 
РЕКУРРЕНТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

1. •Свойства конформных преобразований римановых прост­
ранств рассматривала Хирамацу в [214]. Пусть М — диффе­
ренцируемое связное- риманово многообразие,, g — метрика,. 
(р — конформный диффеоморфизм М : cpg —аф£. Предполагается,; 
что функция а„ удовлетворяет одному из неравенств: аф<1—е, 
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.либо аф>1+8, где 0 < е < 1 . При этих ограничениях доказаны 
две теоремы: 1) Преобразование ср имеет единственную непод­
вижную точку; 2) Многообразие М локально конформно 
евклидово. 

Группа G конформных преобразований риманова многообра­
зия (Мп, g) называется почти изометричнои, если существует 
такая функция f > 0 на Мп, что группа G является группой изо­
метрий риманова многообразия (Мп, fg). 

Относительно таких групп преобразования Хирамацу в 
+215] доказала следующие .предложения. 

j 1) Если тензор Вейля конформной кривизны — ненулевой и 
группа G конформных преобразований риманова многообразия 

I (-W„, g) и п > 2 содержит транзитивную подгруппу Ли группы 
j изометрий, то G — группа изометрий; 2) Если транзитивная 
I группа конформных преобразований G изоморфна прямому про-
i изведеншо векторной группы и компактной группы Ли, то G — 
| почти изометрическая: 3) Если группа конформных преобразо-
j .ваний G компактного риманова многообразия почти изометриче-
i екая, то она изоморфна прямому произведению векторной труп-
| пы и компактной группы Ли. 
| Вопросу об общих конформных движениях в конформно-
I соответствующих пространствах посвящена заметка Катщгна и 
I Левина [230]. Выясняется, какой будет группа преобразований 
j в римановом пространстве, если в конформцо-соответствующем 
j пространстве она является либо собственно конформной, либо 
г труппой гомотетий, либо группой движений. 
i В [372] Тайно изучает аффинные, проективные и конформ-
! ные преобразования псевдоримановых многообразий. Пусть 
1 <р— конформное преобразование псевдориманового многообра­

зия (М, g) в {N', g) такое, что ф-<?-= i-d(p, где "g- — метрика, инду-
> цированная на N отображением ср. Отображение ср называется 
\ негомотетичным в точке ХШ, если (da)x=£0. Доказывается це-
| .лыи ряд теорем, среди которых отметим следующие: 1) Если 
| (М, g) — компактное неприводимое псевдориманово простраист-
1 во ненулевой сигнатуры, то всякое аффинное преобразование 

есть изометрий: 2) Пусть Vn (n>4) — неприводимое локально 
Г симметрическое псевдориманово многообразие ненулевой кри-
I визны. Тогда верно одно из двух: а) либо V„ — пространство 
• постоянной кривизны; б) либо Vn не допускает негомотетичес-
' ких конформных преобразований. 
j Катцин и Левин в [235] изучают свойства коллинеаций 
, кривизны в конформно плоских -пространствах. Говорят, что 

риманово пространство Vn допускает коллинеацию кривизны, 
' если существует такое векторное поле I ' M , что L-jRij/.'*71-О, где 
1 Ящт — тензор кривизны, a L8 - производная Ли, 

В работе [238] Конопка изучает риманово пространство, до-
! пускающее шфинитезимальное конформное преобразование, 
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порожденное векторным полем vi таким, что v,ji = C8ji+ffjVi,. где 
С — скаляр, Bj — ковектор. 

Пусть /, (f*g)a — отображение М на себя и индуцированная; 
метрика. Обозначим через *Г3ъ- символы Крнстоффеля, соответ­
ствующие этой индуцированной метрике. Отображение f тогда 
и только тогда является гармоническим, когда ga&(*Taah—-
—IV1) —0. Примерами таких преобразований могут служить 
гомотетические преобразования. В работе [417] Иорозу доказы­
вает, что конформное преобразование риманова пространства 
тогда и только тогда является гармоническим, когда оно гомо-
тетическое. Каждое аффинное преобразование Vn является; 
гармоническим, а проективное преобразование тогда и только 
тогда будет гармоническим, когда оно аффинное. 

2. Продолжается изучение условий, необходимых в достаточ­
ных для изометричности данного риманова пространства 
сфере: Хирамацу [216], Ледгер и Обат [246], Яно и Хирамацу 
408], Сюн [218—219], Лю [251], Аве [175], А'керман и Сю» 
.166], Д. В. Алексеевокий [10] и др. 

Особо следует отметить статью [406] Яно, в которой дается; 
обзор результатов, полученных за последнее время по конформ­
ным преобразованиям в римановых пространствах и признакам, 
изометричности или конформности данного риманова простран­
ства сфере. 

3. Продолжались исследования движений- в рекуррентных т 
Риччи-рекуррентных римановых пространствах. Ротер в [313]. 
доказал, что: 1) Если Риччи-рекуррентное риманово простран­
ство (Ripa — c^Ra) со скалярной кривизной R¥>0 допускает 
инфинитезимальное проективное (преобразование, то Lr>-=-
=—'^(fij.Lc/t + fift^Lcj), где L—.производная Ли по-направлении* 
vi. 2) Преобразование является аффинным тогда и только-
тогда, когда LRi3=-0. 3) Если рекуррентное пространство. 
(Ri№> mCmRim) c R^O допускает инфинитезимальное проектив­
ное преобразование, то это преобразование является аффинным., 
В случае римановых пространств с положительно определенной 
метрикой условие R¥*0 в указанных теоремах можно исключить. 
В другой работе [314] Ротер исследует риманово пространство, 
рекуррентное второго порядка (Rijhi, pq = apQRijhi^0). В этом 
случае Рой Чаудхури в [316] доказал, что если 2/fn = VqX Vn-~q,r 
то одна из компонент Vn-q — плоское пространство, а вторая; 
Vq — есть некоторое 2Kq при ? > 2 и пространство V2 непостоян­
ной кривизны при д=2. Изучаются свойства тензора Риччи и 
тензора рекуррентности в неприводимом пространстве 5Кп- Ин-
финитезимальные . конформные и проективные преобразования 
в рекуррентных римановых пространствах Vn(Rijh>il = k\Rijll

h,.. 
kr^Q) со знакоопределейной метрикой изучали Адата и Ямагути 
[167]. Они показали, что если такие пространства допускают 
инфинитезимальное конформное преобразование, не являющееся: 
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гомотетией, то Vn необходимо конформно-плоские; если же рас­
сматриваемые пространства допускают инфинитезимальное-
проективное преобразование, то последнее необходимо является. 
аффинным. 

В работе [192] Датта рассматриваются Риччи-рекуррентные 
римановы пространства в случае Vn = Vn~2X V2, где Vn-2— 
эйнштейново пространство с нулевым тензором Риччи. Доказы­
вается, что вектор рекуррентности выражается через главные 
инварианты тензора Риччи и исследуется ВОЗМОЖНОСТЬ вложений. 
таких Vn в виде гиперповерхности в пространство постоянной 
кривизны, Риманово .пространство называется проективно-сим-
метрическим, если ковариантная производная тензора проектив­
ной кривизны тождественно равна нулю. Мацумото доказал в. 
работе [264], что проективно-симметрическое пространство 
(n>2) является симметрическим пространством (в смысле 
Картана). Аналогичным образом вводится понятие проективно-
рекуррентного пространства (ковариантная производная тензо­
ра проективной кривизны W пропорциональна тензору 
W :VkW=XkW); доказывается, что: 1) рекуррентное риманово 
пространство является проективно-рекуррентным; 2) проектив-
но-рекуррентное эйнштейново пространство имеет постоянную. 
кривизну или вектор рекуррентности X является изотропным. i 

Миязава в [279] доказал, что: 1) если при конформном 
преобразовании конформно-симметрическое пространство 
CSn(Chi]h> '=0) или конформно-рекуррентное пространство 
CKn(Chijk,i=KiChijk) переходит в пространство СКп или CSn, 
то это пространство 'Конформно-плоско или конформное преоб­
разование тривиально; 2) если СКп (или CSn) не конформно-
евклидово, то каждое его бесконечно малое конформное преоб­
разование является гомотетией. 

В заключение параграфа отметим работы Греку [208], [210] 
о пространствах с постоянной связностью и П. И. Петрова-
[ПО] — [111] о характеризации с помощью дифференциальных: 
инвариантов римановых пространств V3, У.,-

§ 5,, О ДВИЖЕНИЯХ И ГОМОТЕТИЯХ В ЧЕТЫРЕХМЕРНЫХ 
РИМАНОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ. ОБОБЩЕНИЯ 

1. Изучению движений и гомотетических преобразований в 
римановых пространствах V4 специального вида посвящены ра­
боты Б. А. Абакирова и Н. С. Липатова. 

В [1] — [4] Б. А. Абакировым исследуются при различных 
предположениях римановы пространства V4, допускающие груп­
пы гомотетических движений G5, С6. В специальных системах 
координат находятся выражения для линейного элемента и опе­
раторов инфинитезимальных гомотетических преобразований. 

В работах [5], [8] приводятся примеры римановых прост­
ранств, допускающих группы конформных преобразований. 
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Гомотетические преобразования в лнувиллевых пространст­
вах изучал Н. С. Липатов в [94] —[98]. Им доказано, что су­
ществует один класс пространств с группой гомотетий G8, четы­
ре класса—-с группой G7, два класса —с G5, четыре класса — 
•с G4 и один класс с группой G3. 

Отметим также, что вопросы автоморфизмов в пространст­
ве-времени общей теории относительности рассматривались в 
работах В. Р. Кайгородова [70], Г. Г. Иванова [63], Енсена 
[227] и др. 

В серии работ [160] — [165] Абе исследуются обобщенные 
уравнения Киллинга в пространстве-времени с нессиметрическим 
фундаментальным тензором; им доказывается, что максималь­
но подвижной группой автоморфизмов таких пространств будет 
шестичленная группа. 

2. Определение полей тяготения, допускающих группы" кон­
формных преобразований, дано Р. Ф. Биляловым в работах 
[20—22]. Обобщая понятия приводимости и полуприводимости 
римановых пространств, A. М. Анчиков в [18] ввел понятие 
конформной приводимости риманова пространства. Простран­
ство называется конформно-приводимым, если его метрика при­
водится в специальной системе координат к виду ds2—Ads.2 + 
+ Bd2

2, где dSi2 и ds2
2 — метрики, зависящие от разных пере­

менных. В указанной работе им получено семь типов решений, 
•определяющих эйнштейновы конформно-приводимые простран­
ства V.J. 

Группам проективных преобразований в полях тяготения 
посвящены работы [13] — [17] А. В. Аминовой. В них получена 
классификация рассматриваемых пространств по полным груп­
пам проективных преобразований; классификация основывается 
на разбиении полей тяготения по типам в соответствии с алгеб­
раической структурой Dgij — производной Ли метрического тен­
зора. Изометриям и проективным преобразованиям и их обобще­
ниям в пространстве-времени посвящены работы Коллинсона 
[190] —[191], Каеиа [187], Герока [206], Гомера и Штакеля 
'[207], Н'авев [285] —[287] и др. 

3. В работе Кулкарни [241] рассматривается структура кри­
визны на римановом пространстве (М, g). Структурой кривизны 
называется тензорное поле типа (1, 3), удовлетворяющее соотно­
шениям, подобным тем, которым удовлетворяет тензор кривизны 
риманова пространства. Такая структура порождается, напри­
мер, тензором Вейля конформной кривизны. В этих терминах 
формулируются ранее доказанные результаты и некоторые но­
вые теоремы. Приведем одну из них в качестве примера: 
(М, g) — многообразие Эйнштейна (n-s£4) непостоянной секци­
онной кривизны, то конформное отображение (ЛГ, g) на себя 
есть гомотетия. 

Обобщениям гармонических и киллинговых векторов в ком­
пактных римановых пространствах посвящена работа Шрива-
става [340]. 
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4. Исследования по автоморфизмам в римановых простран­
ствах положили начало аналогичным, исследованиям по авто­
морфизмам в полуримановых пространствах. Говорят, 
что симметрическая аффинная связность Г У и р 
симметрических вырожденных тензоров a i f ( a = l , 2,)..,p) 
определяют полурнманово пространство Vn, если: 1) при парал­
лельном перенесении векторов их порядки и модули не меняются 
(вектор, по определению, будет порядка v, если он принадлежит 
нулевым областям первых v—1 тензоров a{f и не принадлежит 
нулевой области тензора atf: модулем вектора gi называется 
l/aij"-|0ij; 2) В каждом касательном пространстве индуцируется 
метрика полуевклидова пространства. B таких пространствах 
В. И. Парнасский в [108] изучал движения. Последние опреде­
ляются как преобразования полуримапова пространства на се­
бя, при которых остаются инвариантными порядки и модули 
векторов, а также связность данного пространства. 

К работам о проективных преобразованиях аффинно-связных 
и римановых пространств примыкают работы [123] — [126] 
Н. С. Сишокова о бесконечно малых почти геодезических пре­
образованиях. 

§ 6. АВТОМОРФИЗМЫ В ПРОСТРАНСТВАХ ОПОРНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

1. Пространство путей является дифференцируемым много" 
•образием с заданным дифференциально-геометрическим объек­
том Т1(х,х), где x — -xr . Координаты объекта Г ^ х , * ) , 
определяющего пути, являются функциями от 2п переменных, 
однородными второго измерения относительно координат х. 

! 1 д 2 Г' Объект Г / Й = - Г -——- является объектом аффш-и-юй связности 

в пространстве Ап{х,х). Если Yl
jk.t = 0 {V)k.t обозначает част­

ное дифференцирование от Yl
jk no переменным х1), то простран­

ство Ап(х,х) является обычным пространством аффинной связ­
ности A„(x). 

Вопросы автоморфизмов в пространствах путей интересовали 
ряд ученых. Так, Левин [219*] определил двухмерные простран­
ства путей, допускающие группы автоморфизмов; A. T. Кон­
дратьев отыскал однородные трехмерные пространства путей 
[74]~[82] ; Окубо [248*] доказал, что порядок групп автомор­
физмов Gr в n-мерных пространствах путей равен точно п2—• 
- - /г + 1. 

2. Изучение многообразий путей, а также многообразий с 
объектами аффинной и проективной связностей,. зависящими от 
точки и направления, позволило Б. Л. Лаптеву [93] ввести по­
нятие пространства Мп опорных элементов. Если опорный объект 
является тензором, заданным с точностью. до множителя, то 
получим пространство тензорных опорных элементов. 
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Аффинная связность в этом пространстве, т. е. отображения: 
касательного пространства бесконечно близкого опорного эле­
мента (x+dx, y+dy) на касательное пространство элемента 
(x. У) устанавливаются с помощью операции V ковариантнога 
дифференцирования тензорных июлей [93]. Эта операция вполне 
определяется объектом аффинной связности {Г, С), где Г — 
является самостоятельным подобъектом типа Кристоффеля, а 
С — некоторым тензором минус первого класса. 

Продолжая эти исследования, А.*'П. Урбонас [137] находит 
условия интегрируемости уравнений, характеризующих авто­
морфизмы в пространстве полной (неусеченной) аффинной связ­
ности, определенной в многообразии тензорных ' элементов 
(•K-SWfcJ;), объектом (г&, Cff.".t;):Dr = 0, DC-=-0, где D 
обозначает оператор дифференцирования Ли вдоль векторного 
поля, определяющего инфинитезимальное движение. Ранее 
этот вопрос был решен Б. Л. Лаптевым для усеченной ;связ-
ности, т. е. в случае, когда тензорная часть связности равна 
нулю [93]. В другой работе [140] А. П. Урбонас доказал, что-
пространство гиперплоскостных элементов (xl, uk) с усеченной 
аффинной связностью допускает группу автоморфизмов^ поряд­
ка г не выше я.2. . -

Методом Муто — Окубо им доказано [139], что максималь­
ный порядок групп движений пространств гиперплоскостных 
элементов с общей аффинной связностью равен п2—п+2. 

Ряд работ по автоморфизмам в рассматриваемых простран­
ствах принадлежит А. И. Егорову [40] — [45]. В иих рассматри­
ваются два круга вопросов: во-первых, устанавливаются макси­
мальные порядки групп автоморфизмов в различных классах 
пространств линейных (контравекторных) и гиперплоскостных 
(ковекторных) элементов аффинной связности, во-вторых', дают­
ся тензорные, характеристики найденным максимально подвиж­
ным классам пространств. В основу исследований положены 
группы изотропии первого и второго рода и выбор специальных • 
систем координат. 

Пространство линейных (гиперплоскостных) элементов назы­
вается пространством общей. аффинной связности, если условия 
свертки Cx=-0 (Си—О) не удовлетворяются. Пространства 
путей Ап(х,х) являются частным, классом более общих про­
странств линейных элементов усеченной аффинной связности 
ПЙ,_.-., определяемых объектом Гг

/7. (x, x) (координаты Tju(x,x)— 
функции нулевой степени однородности относительно второй 
группы переменных). В [44] показывается, что если простран­
ство линейных элементов усеченной аффинной симметрической 
связности допускает группу .движений От порядка г>/г.2 — 
— 2л+6, то V)M необходимо имеет специальную структуру 
и выражается через два тензора второй валентности минус: 
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первой степени однородности. Затем зависимость.эта уточняет­
ся при предположении, что порядок подвижности возрастает. 
Доказывается, что максимальный порядок групп движений 
в пространствах Пп ,•. равен точно r = n 2 . Найдены тензорные 
признаки и максимальный порядок r — п? в пространствах 
линейных элементов усеченной аффинной несимметрической 
связности. 

3. Максимальный порядок групп автоморфизмов в простран­
ствах контравекторных элементов общей аффинной связности 
равен точно п 2 +1. Аналогичные (измененные по двойственно­
сти) рассуждения .позволяют убедиться в справедливости мак­
симального порядка r--=n2+l групп движений в пространствах 
линейных и гиперплоскостных (ковекторпых) элементов общей 
аффинной СВЯЗНОСТИ [43]. 

Приведем еще одну теорему, максимальный порядок групп 
автоморфизмов в пространствах линейных элементов аффинной 
связности равен ТОЧНО n2—n+2 [45]. 

Аналогичные рассуждения позволяют установить наиболь­
шие порядки полных групп автоморфизмов в специальных про­
странствах аффш-шой связности. В частности, максимальный 
порядок групп автоморфизмов в .пространствах линейных (ги-
перплоскостных) элементов аффинной симметрической связности 
Cjij-Chf (С,^=Ск^) равен точно п—- n+2 . 

Если связность усеченная, т. е. тензорная часть С связности 
равна нулю и объект Г является симметрическим, то группы 
автоморфизмов максимально подвижных пространств являются 
подгруппами порядка п2 группы проективных преобразо­
ваний n-мерного проективного пространства. 

Результаты о порядках групп автоморфизмов пространств 
общей аффинной связности переносятся на пространства (Г, С) 
обобщенной аффинной связности [56]. 

Многообразием линейных элементов обобщенной аффинной 
связности называется многообразие класса О , в котором зада­
но поле геометрического объекта с компонентами (Г, С), пре­
образующимися при переходе от одних локальных координат 
к другим по более усложненному закону. Подобным образом 
вводятся по двойственности пространства гиперплоскостных 
элементов, определяемые геометрическими объектами (Гь С1), 
где Ci^Ctfi) —тензор связности, для которых теоремы об авто­
морфизмах пространств общей аффинной связности также 
справедливы, 

4. Фава в [203] рассматривает аффинные движения в про­
странствах с тензорной связностью Vn(l) и V,i(o). 

Барросом [179] рассматриваются инфинитезимальные авто­
морфизмы в. специальной структуре, определенной в каждом 
касательном пространстве Тх(хВМ) двумя линейными отобра­
жениями. Исследования такого характера примыкают более к 
G-структурам и в обзоре не рассматриваются. 
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Отметим еще одну работу [58], в которой определяются 
двумерные пространства линейных элементов аффинной СВЯЗНО­
СТИ С кручением, допускающие группы автоморфизмов; доказы­
вается, что существует всего девять типов пространств с груп­
пами автоморфизмов G,. порядка г<6. 

0. В [99-—100] A. А. ЛОБКОВЫМ рассматривается задача 
определения неплоских P3 (x, x)> допускающих инфинитезималь-
ные проективные преобразования. Метод исследования сле­
дующий: исходя из действительных структур алгебр Ли, автором 
находятся для каждого типа алгебр Lt (r < 4) неподобные пред­
ставления локальных групп и путем интегрирования уравнений 
движений определяются функции Р1(х, х), задающие простран­
ство путей. Затем интегрируются уравнения движений для 
найденных пространств с объектом Р)к и выясняются простран­
ства с полной группой движений. Максимально подвижным 
пространством Р3 (х, х) с группой О-, является пространство 
с объектом .P' = _ i f g l , р - = 0, Я3=-0 (неплоское пространст­
во Р„(х,х) — Р3(х,х)ХЕп-5 допускает группу автоморфизмов 
От максимального порядка г = я.2 —2/г + 6 [41]). 

§ 7. АВТОМОРФИЗМЫ И ГОМОТЕТИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
В ФИНСЛЕРОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

1. Инфинитезимальные автоморфизмы в финслеровых про­
странствах определяются векторными полями, вдоль которых 
производная Ли от метрической функции E(x, x)=L2(x, x) 
или от метрического тензора g4 — -— ———-,det (gi;-(x, x))7-=0)) 

однородной второй степени относительно переменных х равна 
нулю. Система уравнений относительно метрической функции 
F(x, x), допускающей изометрии (гомотетии), является полной; 
операторы группы гомотетических преобразований являются 
операторами точечной группы Ог, продолженной на переменные 
х. Этой группе сопоставляется алгебра Ли Lr, причем нетрудно 
доказать, что последняя содержит (г — 1)-мерный идеал, соот­
ветствующий группе автоморфизмов. 

Отметим теорему об автоморфизмах в финслеровых прост­
ранствах определенной метрики, принадлежащую Вангу [396]. 
Если финслерово пространство Fn определенной метрики допу­
скает группу Gr порядка г>п(/г—1)/2+1, то пространство яв­
ляется римановым пространством постоянной кривизны. 

В этой теореме важную роль играет условие положительной 
определенности метрики финслерова пространства, как показы­
вает следующая теорема (A. И. Егоров [44]): максимальный 
порядок групп движений G. в пространствах Финслера Fn равен 
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точно /г(/г—1)/2 + 2 ( я > 4 ) . Точность установленной границы 
следует из приведенного в [45] пространства, определенного 
метрической функцией F = FfFl, где F1==/1jc'3-T-... -f lkxk\ 
F2 — W ^ f t + l S + . . . + . V x " a ( a + p==l, 0< /г< /г ) . В случае финс­
леровых пространств знакоопределенной метрики, максимальный 
порядок групп движений, как следует из теоремы Ванга, 
не более п(п—\)/2-\-\. О пространствах Fn с группами движе­
ний порядка п(п —1)/2 + 1 (см. работы Гу — Чао — Хао [214*] 
и Тасиро [273*]). 

В [55] рассматриваются группы гомотетических преобразо­
ваний в финслеровых пространствах и доказывается следующая 
теорема: максимальный порядок трупп гомотетических преобра­
зований финслеровых пространств определенной или неопреде­
ленной метрики равен точно n(n—1)/2 + 3, 

Движения в пространствах Картана рассматривали Хира-
мацу и Тассиро. Доказано, что если пространство Картана до­
пускает группу движений Gr максимального порядка n ( n + l ) / 2 
или порядка г>п(п—-1)12 + 1 (п¥=4), то оно является римаио-
вым пространством постоянной кривизны [273*]. 

В [177] Бай изучает точечные преобразования финслерова 
пространства со связностью Картана, сохраняющие тензор кри­
визны. Получены необходимые и достаточные условия для таких 
преобразований, включающие в себя условия существования в 
финслеровых пространствах движений, гомотетий и аффинных 
движений. 

В работе [263] Мацумото изучаются изометрии в одном 
классе С-приводимых финслеровых пространств со связностью 
Картана и тензором кручения cljk. E„(/ i>2) называется С-при-
водимЕлм, если тензор Cijk представляется в виде h^-C^/zi+l 
{fitj^-Ld-Lldx^xJ). 

2. Работы по автоморфизмам в финслеровых пространствах 
приводят к выделению различных классов пространств. Отметим 
некоторые из таких классов. 

Фиислерово пространство называется финслеровым произве­
дением двух римановых пространств, если существует система 
координат, в которой метрика будет вида ds2 = 2F(pu p2), где 
pl = aab(Xc)dxadxb, p2 = apa(xr)dxPdx4 (a, b, c = l,2, . . . , m; 
p, q, r = m+\, ..., n). К таким пространствам, естественно, при­
ходят при исследовании финслеровых пространств, допускаю­
щих группы движений [221]. Обобщением финслерова произве­
дения двух римаиовых пространств являются так называемые 
приводимые финслеровы П-пространства, рассматриваемые в' 
[44] A. И. Егоровым; они могут быть либо A-приводимьшй 
(метрическая функция является суммой двух метрических функ­
ций, каждая от своих переменных), либо M-приводимыми (мет­
рическая функция F(x, x)=J?

1(xa , хь) -F2(XP, хч), где Fb Fz — 
скалярные функции, степени однородности которых, соответст-
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ванно, т, n'H m + n=2 , тп^=0. В [44] рассмотрен ряд теорем 
о иеперемешивающих. движениях. 

3. В работе Синжа и Прасада [329] ВЫЯСНЯЮТСЯ условия, 
при которых 'Специальная коллинеация кривизны в финслеровых 
пространствах порождает одну из двух коллинеаций (колли­
неация кривизны, коллинеаций Риччи), а также проективную 
коллинеацию. Говорят, что векторное поле в финслеровом про­
странстве Fn определяет коллинеацию кривизны или коллинеа­
цию РИЧЧИ, если проиводиая Ли, соответственно, от тензора 
кривизны Картава или его тензора Риччи (от тензора кривизны 
Бервальда или его тензора Риччи) равна нулю вдоль этого 
векторного поля. 

В [65] А. Ионушауокас изучала существование инвариант­
ных финслеровых метрик в однородных пространствах, линейная 
группа изотропии которых является тензорным представлением 
или же вполне приводима (на отдельных частях, которой реали­
зуются тензорные представления). Полученные ею результаты 
применяются к конкретным примерам однородных пространств. 

Мишра и Мехер в [271] — [273] изучают движения в специаль--
ных финслеровых пространствах — пространствах финслера с 
нормальной 'связностью К. Яно П^- и тензором проективной 
кривизны N (обозначаемых символом NP—Fn). Б [271] найде­
ны необходимые и достаточные условия сведения проективного 
движения в рекуррентном NP—En к аффинному. 

4. Исходя из фннслеровой метрики и аффинной связности 
Бервальда, в [273] Мишра и Мехер исследовали преобразова­
ния -связности, сохраняющие геодетики. 

В работах Мишра [269], Панда и Мишра [305] изучаются 
проективные преобразования, допускаемые объектом аффинной 
связности Картана финслерова пространства. Доказывается: 
1) неизменность структуры дифференциальных уравнений геоде­
зических линий при этих преобразованиях; параметры же связа­
ны отношением s=A-{-BSeads, где CD = 2]' pkdxh, А, В —произ­
вольные константы, a ph — вектор проективной деформации связ­
ности; 2) инвариантность объекта Томаса. В работе [298] най­
дены законы преобразования для ковариантных производных 
тензоров кривизны финслерова пространства со связностями 
Бервальда и Картана, которые соответствуют конформным пре­
образованиям метрического тензора- Для финслерова простран­
ства Fn с положительно определенной метрикой gij{x, х) в [146] 
3. Н. Четыркшои'.находятся соотношения, характеризующие су­
ществование в Fn инфинитезимального конформного преобразо­
вания; конформные движения в рекуррентных финслеровых 
пространствах изучались в [302] 

В работах -Мехера [265, 266' изучаются инфинитезимальные. 
проективные движения финслеровых пространств, 'Обозначаемых 
SPFn; исследуются свойства скалярной кривизны в смысле 
Бервальда и условия,•.налагаемые на скалярные функции, ха-
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растеризующие проективные движения (или аффинные в случае 
.специальных рекуррентных пространств). 

5. Конформные преобразования метрического тензора 
,gij{x, х) финслерова пространства (gij)~e24x)ga) co связностью 
Бервальда рассматривались Панде [300]; им найдены соотно­
шения между преобразованными компонентами тензора кривиз­
ны связности Бервальда и получена формула для построения 
конформно-инвариантных тензоров из компонент тензора, его 
частных производных и компонент связности Бервальда. 
В работах Панда и Кумара [301] —[302] находятся необходи­
мые условия существования в финслеровых и рекуррентао-фин-
слеровых пространствах инфинитезимальных конформных пре­
образований. 

В [172] Акбар-Заде получил характеристику инфинитези-
малы-юго конформного преобразования в компактном финслеро-
вом пространстве и исследовал особенности конформно-подвиж­
ных n-мерных финслеровых пространств, где либо 'Скалярная 
кривизна, либо кривизна:но всем направлениям являются не­
положительными постоянными; в другой работе [170] он уста­
новил инвариантность тензора кручения Т при инфинитезималь­
ных конформных преобразованиях финслерова пространства; 
•найдены еще три тензора, образованные из тензора кручения и 
трех тензоров кривизны, которые также инвариантны относитель­
но конформных преобразований. Конформные и гомотетические 
преобразования в финслеровых пространствах изучали Хейль 
л Лаугвиц [213], Грифон [211] и др. 

6. Аффинные движения в рекуррентных пространствах 
Финслера со связностью Бервальда изучил Синх [332]. В [333] 
доказывается, что проективные движения пространства Fn* яв­
ляются аффинными движениями тогда и только тогда, когда 
(DKr)xr = 0, где Хг — вектор рекуррентности. В [330] Синх дока­
зал также теорему о проективном отображении финслерова про­
странства на финслерово пространство нулевой кривизны при 
предположении, что тензор геодезического отклонения не зависит 
•от координат направления. Теорема эта обобщает соответствую­
щую теорему Бельтрами в римановых пространствах. 

Свойства проективных преобразований в рекуррентных и 
Риччи-рекуррентных римановых пространствах обобщаются в 
[185] Бойу и Попеску на финслеровы пространства. 

В ряде работ Мехер исследует специальные рекуррентные 
финслеровы пространства SHR—-Fn. В [265] им доказываются 
три.теоремы об условиях для скалярной функции 6(x), характе­
ризующих специальный тип рекуррентных аффинных движений. 
Несколько ранее им были рассмотрены симметрические финсле­
ровы пространства, допускающие инфинитезимальные проектив­
ные движения. 

7. Движения в ареальных пространствах исследовал Игараси 
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[222]; условия существования гомотетических преобразований в 
ОДНОМ классе таких пространств рассмотрел Сингх в [327]. 

8. Движения я гомотетии в финслеровых пространствах двух 
измерений изучены 3. Н. Четыр-киной [145] .Метрические функ­
ции финслеровых пространств F2, допускающих нетривиальные 
полные группы гомотетических движений, приводятся к одному 
из 7 типов. Все финслеровы пространства F2, допускающие пол­
ную группу гомотетий G4 и один из типов с полной группой G3,. 
являются проективно-евклидовыми пространствами с нулевой 
скалярной /кривизной. Она определила все трехмерные финслеро­
вы пространства F$, допускающие гомотетии и движения. Из. 
полученных ею результатов следует, что все пространства Fz, 
допускающие полные группы гомотетических преобразований G6 
и G7, являются проективно-евклидовыми с нулевой скалярной 
кривизной. 

В [146] 3. Н. Четыркина получила необходимые и достаточ­
ные условия того, чтобы группа конформных преобразований в. 
финслеровом пространстве Fn сводилась к группе гомотетий 
или движений пространства Fn*, конформного данному. 

Автоморфизмам в финслеровых четырехмерных пространствах 
посвящены работы Л. С. Горшковой [34] — [38]. В [34] найдены 
пространства F* с труппами автоморфизмов Gr порядка r{le}4 
(метрические функции и операторы групп изометрий определены 
в специальной системе координат). Затем были найдены возмож­
ные канонические структуры алгебр групп Ли автоморфизмов; 
Gr (r = 5, 6) и выписаны соответствующие им алгебры векторных 
полей (операторов) и метрические функции. 

В [38] показано, что существует лишь один тип четырехмер­
ных финслеровых пространств с группой автоморфизмов G& 
максимального порядка. 

Задача определения групп гомотетических преобразований 
G,- финслеровых пространств значительно осложняется в связи 
с тем, что операторы группы гомотетий могут содержать особые 
операторы (операторы с общими траекториями). В работах 
Л. И. Егоровой [57], [59] доказывается, что в совокупности 
операторов группы G,. существует не более двух пропорциональ­
ных друг другу операторов. Группа гомотетий называется пер­
вого (второго) рода, если ее операторы не имеют (имеют) об­
щие троектории; соответствующие пространства называются 
пространствами первого (второго) рода. 

Особые операторы образуют двумерный идеал OL2 в алгебре 
Lr группы гомотетий. Особый оператор изометрий является 
идеалом в OL2; более того, этот оператор является идеалом .во 
всей алгебре Ли группы'гомотетий. 

B случае пространств F$ первого рода исследования ведутся 
по схеме, применяемой в теории автоморфизмов римаиовых 
пространств. Перечисленные выше свойства особых операторов 
лежат в основе метода определения нскомых финслеровых 
168 



пространств Ft второго рода, пространств с особыми траекто­
риями. Эти свойства позволили задачу определения гомотетиче-
аких финслеровых пространств /и с разрешимыми группами 
гомотетий довести до конца. 

Отметим еще работу Бима [182], в которой изучались груп­
пы изотропии финслеровых пространств F2. Из многочисленных 
работ, связанных с автоморфизмами в обобщенных пространст­
вах, назовем интересные работы В. Г. Коппа [83] — [88], Матея 
[256] — [260], Драгич [197], Ю. Г. Лумисте и К. Рийвеса [101],.. 
В. Л. Штукаря [153], Стока [342]-[351]. . 

§ 8. ОБ АВТОМОРФИЗМАХ В РАССЛОЕННЫХ 
ПРОСТРАНСТВАХ СО СВЯЗНОСТЬЮ 

Общая теория связностей в настоящее время построена в 
глобальном виде на языке теории расслоений и исследования 
автоморфизмов в таких пространствах естественно не ограничи­
ваются лишь инфинитезимальными или локальными свойствами. 

Вопрос об условиях, при которых в главном расслоенном 
пространстве существует связность, инвариантная относительно 
группы G — группы Ли автоморфизмов расслоения (_, S), рас­
смотрел Ванг в работе [395] (см. также Р. Зуланке и П. Винтгеи 
[60]). 

Слои в главном расслоенном пространстве образованы мно­
гообразиями иитранзитивности структурной группы S, гомео-
морфными этой же группы S. Пусть (E, G) обозначает группу Ли 
автоморфизмов главного расслоенного пространства (£, S), пе­
реводящая сдои в слои; Fo — слой и x06Fo •— группа изотропии 
I={g&G, g{Fo)—F0}, G, S, I—алгебры Ли группы Ли соответ­
ственно G, S, I. 

СВЯЗНОСТЬ в (Е, S) определяется линейной дифференциаль­
ной формой ш на Е со значениями в алгебре S, удовлетворяю­
щей известным условиям. В каждой точке многообразия Ё 
определяется еще группа А: если F — слой и точка «.&/% 
g^G, то найдутся параллельные перенесения а, переводящие 
g(F) в F; если s = s(g, а)б5, s(u)= ag(u), то Ди образована 
элементами s(g, or) для всевозможных пар (g, a). 

Для каждого элемента ag/-. группы изотропии ТХо отображе­
ние ра переводит слой i--1 (x0) в себя. Так структурная группа 
в слое действует просто транзитивно, то условие Pa20 = X(a)_12o 
позволяет построить для фиксированного ZOQTC'1 (X0) однозначно 
определенное гомоморфное отображение группы изотропии Г 
в структурную группу 5.Основнойрезультат Ванга следующий 

,[395]. Существует взаимно однозначное соответствие между 
связностями на (E, S), инвариантными относительно группы G 
й линейными отображениями W\G —>~S, удовлетворяющими усло­
виям 
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•где ф — гомоморфизм / {to} S(I -= {g\geO, g(Fo)—Eo}). 
Касательные расслоения Т(М) римаиовых многообразий М 

изучали многие геометры с различных точек зрения. Так, в ра­
боте [319] Сато исследует инфинитезимальные аффинные пре­
образования в касательном расслоении с так называемой метри-
.кой Сасаки dsT

2 = ds2 + gijdiVi8v^ где ds2—метрика риманова 
пространства на базе М, 8р{ — координаты абсолютного диффе­
ренциала вектора v; в работе Янамото [398] рассматриваются 
группы автоморфизмов касательного расслоения, снабженного 
почти келеровой структурой. 

В Т(М) риманова многообразия вводится почти келерова 
.структура Татибаны —Скумуры и выясняются такие М, когда 
алгебра Ли ипфинитезимальных автоморфизмов М изоморфна 
алгебре Ли инфинитезимальных автоморфизмов Т(М). Случаи 
эти следующие: 1) М — компактно, ориентируемо и первое чис­
ло Бетти равно нулю, 2) многообразие М — неплоское и непри­
водимое, 3) М — пространство Эйнштейна с ненулевой скаляр­
ной кривизной. 

Инфинитезимальным автоморфизмам на касательных рас­
слоениях второго порядка посвящена работа Исикава [225]. 
В статье приводятся основные определения о поднятиях тензор­
ных полей и аффинных связностей. Затем автор доказывает 
теоремы: 1) об ипфинитезимальных аффинных преобразованиях 
поднятия V11 на Т2(М) аффинной связности V без кручения, 
заданной на М; 2) инфинитезимальных изометриях поднятия 
g11 на Т2(М) псевдоримановой связности g «a M. 

Отметим еще одну работу Акбар — Заде [169]. Предполо-
:.жим, что V — расслоенное пространство касательных векторов 
n-мерного дифференцируемого многообразия М, я —- канониче­
ская проекция ( я : V—*М), g — метрический тензор. Если X— 
векторное поле на UczM, X — его продолжение на я_1((У), то 
однопараметрической группе инфинитезимальных преобразова­
ний exp(wX), порожденной векторным полем X, может быть 
• сопоставлена, продолженная группа инфинитезимальных преоб­
разований ехр(ил) расслоенного пространства. В работе [169] 
Акбар — Заде нашел условия на форму кручения финслеровой 
связности, при которых инфинитезимальные преобразования X 
финслерова неприводимого пространства, сохраняющие тензо­
ры кривизны (и их ковариантные производные), являются инфи-
нитезимальными гомотетиями. 

Каноническому разложению проективно-киллинговых и аф-
• финно-киллинговых векторов на касательном расслоении посвя­
щена работа Ф. И. Кагана [69]. В ней определяется структура 
векторных полей однопараметричеаких групп проективных и 
аффинных коллинеаций для аффинной связности на касатель­

ном расслоении Т(М), полученной с помощью поднятия аффин­
ной связности. из М; доказывается, что в расслоении Т(М) над 
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полными .неприводимыми римановыми пространствами всякая 
проективная коллинеация является аффинной. Если 'касатель­
ное расслоение Т(М) построено над проективно евклидовым 
лространством, то всякая афинная коллинеация сохраняет рас­
слоение Т(М); в расслоении Т(М) над максимально подвижны­
ми в смысле аффинных автоморфизмов М существуют аффин­
ные автоморфизмы, (перемещающие слои Т(М). 

Связь 'Инфинитезимальных автоморфизмов на М с автомор­
физмами на Т(М) рассматривалась Яно и Кобаяси в [404]; 
пусть М является пространством аффинной связности без кру­
чения, допускающим параллельное тензорное поле U типа (1,1) 
такое, что UR(Z, W)=R(UZ, W)=R(Z, UW)=R(Z, W)U, где 
Д — поле тензора кривизны, Z, W—любые векторные поля на 
М. Доказывается, что если X, Y — векторные поля инфинитези­
мальных аффинных преобразований на М, то векторное поле 
XC + YV+%U определяет •инфинитезимальное движение в про­
странстве аффинной связности Т(М), определенном полным 
лифтом Vе (первые два слагаемые Xе, У" обозначают полный и 
вертикальный лифты соответственно векторных полей X, У; по­
следнее слагаемое в локальных адаптированных координатах 

д1 
{х\ у — х1) для поля U(Uj') порождает оператор вида и№~л7,г 
В [404] доказывается обратное предложение. Устанавливаются 
также аналогичные предложения (прямое и обратное) о связи 
автоморфизмов псевдоримаиова пространства М с метрикой g 
и пространства Т(М) с метрикой полного лифта gc. 
• Основные положения геометрии касательного и кокасатель-

ного расслоения изложены в книге Яно и Исихара [4010]. В пос­
ледней приводится теория вертикальных, полных и горизонталь­
ных лифтов из многообразия М в его касательное и кокасатель-
ное расслоения — лифтов тензорных полей связностей в каса­
тельные расслоения второго порядка. 

1Мы заканчиваем рассмотрение работ по автоморфизмам в 
•обобщенных. пространствах. Из приведенного обзора следует, 
что в настоящее время в теории автоморфизмов исследования 
ведутся по многим направлениям. Особо следует отметить ис­
следования по глобальным автоморфизмам и автоморфизмам в 
расслоенных пространствах с общей связностью, составляю­
щим важнейшие направления в теории автоморфизмов обоб­
щенных пространств. 
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