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ТЕОРЕМА О НЕПРОДОЛЖАЕМОСТИ ТОРИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИЙ 

1. Введение. В этой статье будет исследована проблема продол­
жаемости гладких торических многообразий, то есть вложения их как 
обильных дивизоров в гладкое многообразие. Основной результат ра­
боты содержится в теореме 2. В пункте 2 доказано обобщение точной 
последовательности Эйлера на торические многообразия. В пункте 3 
результаты пункта 2 применяются к подсчету когомологий НХ(Х, Т х ® 
0 J ? - 1 ) , где Тх — касательное расслоение на X, а & — обильный об­
ратимый пучок. Завершает доказательство применение критерия не­
продолжаемости Фуджиты. 

Мы придерживаемся следующих обозначений: К — основное поле; 
М и N — двойстэенные решетки; о—конус в пространстве N Q = ± 
' = N ®zQ; 2 — веер в NQ\ 2( f t ) — множество ^-мерных конусов из 
2 ; | 2 ( Л ) | =; (J cr; Xz — торическое многообразие, ассоциированное с 

веером 2 ; Di — страты X, ассоциированные с конусами а г - ^ 2 < 1 ) ; Т = 
= Spec К [М] —максимальный тор, содержащийся в X; Div inv (X)— 
группа инвариантных при действии Т дивизоров на X; Тх — касатель­
ное расслоение; £ 1 1

х — пучок 1-дифференциалов на X. 
2. Точная последовательность Эйлера. Для проективного про­

странства хорошо известна точная последовательность Эйлера: 

0-+Q&-»O(— l ) " + 1 - * ( V - * 0 . (1) 

Мы докажем ее обобщение для гладких торических многообразий. 
Т е о р е м а 1. Пусть X — гладкое торическое многообразие, 

d i m ( X ) = n , r k P i c ( X ) = p . Тогда существует точная последовательность 
гЦ-р 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через М группу характеров 
л-мерного тора Т, М ̂  Z n . Имеем точную последовательность 

О -> М D i v inv (X) Pic (X) О, 
где 

p : A f - ^ D i v i n v ( X ) , p ( f )=d iv t f ) , q: Div inv (X) -* Pic (X), 

q(D)=D — образ дивизора D в Pic(X). Умножим последовательность 
(2) на структурный пучок Ох и отождествим М ® С Х с пучком Qx(log) 
1-дифференциалов на X с логарифмическими полюсами вне Т (см. [1], 

^ 15). Рассмотрим естественные вложения 

s :£&-*£& (log), t:®0(— A) -*Div inv ( Х ) ® 0 Х . 

Вычет Пуанкаре г: Q X (log) ->• ф OD£ дает изоморфизм Йх (log)/Q* ^ 
= <&OD£ (см. [1], с. 115). Коядро t также изоморфно фОя, . . 
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Покажем, что 

р = р® id ( log)-* Div inv (X)®Ox 

индуцирует тождественное отображение на ®Оог Локально, в аф~ 
финной карте W=Spec К [хи...9хп ], 

р ( / ) = div (хд ® / (mod О ( - div (х,))) = г (f £L} 

(здесь /—характер Т с полюсами вне W). Таким образом, последо­
вательность (1) является ядром эпиморфизма точных последователь­
ностей 

0->-Qx (log) Div inv (X) ® Ox -> Pic (X) ®Ox ~* 0 

O - * 0 0 £ > . $ 0 £ ) . » 0 - * 0 , 

откуда следует утверждение теоремы. 
3. Основная теорема. Сформулируем сначала несколько вспомо­

гательных Лемм об обратимых пучках на торическом многообразии. 
Пусть fiePic(Xj). Так как P i c ( T ) = 0 , то §\т = От. Назовем изо* 
морфшм ф : ^ | т с ^ О т тривиализацией 6. Группа инвариантных ди­
визоров Div inv (X) изоморфна { (£ , ф) 16 е Pic (Х х ) , ф — тривиализа-
ции &}. Решетка характеров тора действует транзитивно на тривиа-
лизациях, поэтому 

Pic (X) ~ D i v i n v ( X ) / M . 

Л е м м а 1 (см. [1], 6.4): Divinv (Х х )^{функции g : | 2 | ( W - > Z 
такие, что g\а линейны для любого a s S } . 

Обозначим функцию g, соответствующую ( 5 , ф) , через ord (&, «pjj. 
Л е м м а 2 (см. [1], 6.7, 6.9). Пусть 2 — полный веер, « е 

е Pic (Хх) порождается своими глобальными сечениями тогда и толь* 
ко тогда, когда ord (&) выпукла вверх. Пучок 6 обилен тогда и толь­
ко тогда, когда ord (6) строго выпукла вверх, то есть выпукла вверх 
и для разных a,a'<H2< n> o r d ( S ) | « и ord(<?)|0<— разные линейные 
функции. 

Будем обозначать через g a линейную функцию на R n , ограничение 
которой на о совпадает с g\c. 

Л е м м а 3. Пусть $ е Pic (Х х ) обилен на полном гладком мно* 
гообразии Х х и D0 е Div inv (X) — дивизор, ассоциированный с кону* 
сом о о Е ^ . Тогда 6®0{—Do) порожден глобальными сечтиями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим: g = o r d ( g ) ; A=ord (—Д>)} 
вх — примитийные векторы решетки iV, лежащие на a t - e 2 < 1 ) . Дока­
жем выпуклость функции g+h. Достаточно проверить справедливость 
неравенств 

go (*) +ha (et) > g (ед + h (et) \/a e 2 ( л ) , V ft $ o. 

Если e0 e£ a, то A o (^ i )=0 , А ( е г ) < 1 и наше неравенство следует 
из строгой выпуклости g (ga(ei)>g(ei)9 если е&о). Пусть е^о9 

тогда выберем тривиализацию 6 так, чтобы g o = 0 (а фиксировано!. 
Рассмотрим такие векторы е\,... ,en^N, что 

<^o , . . . , e n - i ) = a, < е ь . . . , е п > = * а ' е 2 < л > . 
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Пусть 
п—1 Ч п 

(fen = — 1, поскольку а и сг' базисные). Тогда 

K{ei)=a^ h(ei)=0, g a f o ) = 0, g(ei)<go>(ei)=ai0go>(e0) = —ai0g(en). 

Так как g ( e n ) < 0, g(e{) < О, то g(e{) <а*о . Выпуклость доказана. 
Т е о р е м а 2. Пусть X — гладкое торическое многообразие раз­

мерности п над алгебраически замкнутым полем характеристики нуль, 
которое вложено как обильный дивизор в гладкое многообразие У. 
Тогда либо Х^Рп

у и X — гиперплоскость в Y, либо X и 
Y —расслоения на проективные пространства над Р 1 Х ^ Р ( < § ) , Y^ 

• ^ • Р ( # " ) и существует точная последовательность локально-свобод­
ных пучков на Р 1 

О - X V - * - ^ О , 

которая индуцирует вложение X*—» У. Более того, любое такое X мож­
но вложить указанным способом в подходящее расслоение У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем вычислять Я 1 (Ху Тх ® для 
обильного S 7 , а затем применим критерий Фуджиты [2], 

Докажем, что если Я 1 (X; Тх ® &~Х)Ф§ для некоторого обильно-
LTO пучка &\ то X — расслоения на проективные пространства над Р 1 

(это верно для любого поля К). Воспользуемся последовательностью, 
двойственной последовательности (1), умноженной на 3 ? ~ х \ 

О ОХ ® i f" 1 -> © 0 D . ® i f" 1 -> ТХ ® if" 1 + 0. 
Здесь , 

Я 2 (X, ^ ) = t f n - 2 ( X , i f ) = 0 -

;(по {1], 7.5.2). Отсюда 

№ (X, Г х <g) JZ- 1 ) = © № (X, О (Dt) ® i f " 1 ) (m). 

Эта группа снабжена Af-градуировкой. Зафиксируем i < n + p > 
Af, такие, что 

Hl(X90(Di) ® # - i ) ( , m ) # 0 . 

... Пусть g —ord ( i ? ® С? (—/)*)). Введем замкнутое множество 

Zm = {x<=\2\ :m(x)^-g(x)}. 
Тогда («[1] ,§7) 

1 Я 1 (X, (5 (D,) ® i f " 1 ) (m) = H \ m (R\ К). 

Рассмотрим точную последовательности пары 

. . . Я° ( R " \ Z W ) -> Я ] т (R») Я 1 (R») - 0. 

Так как Я^ (Rn)=^=0, то множество ^ / = R n \ Z m несвязно. По лемме 3 
функция g выпукла вверх. Тогда Z m является выпуклым конусом. 
Следовательно, °Ы несвязно тогда и только тогда, когда Zm — подпро­
странство размерности п— 1, в частности, g{x) < — m(x) для любого 
х. Имеем Zmcz | S < n - 1 ) | . В самом деле, если существует x e Z m , не 
лежащий в | S < n - ^ [ , то х находится строго внутри некоторого конуса 
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0 ^ 2 < n > . Ho g\a линейна и не константа (поскольку og£Zm), следо­
вательно, существует у^а, такой, что g(y) >—ш(у). Противоречие. 
Покажем теперь, что в Zm лежат ровно п конусов из 2 ( 1 ) . Действи­
тельно, g\Zmz= —щ, a ord (D{) равна нулю на всех примитивных 
векторах конусов из 2 ( 1 ) , кроме одного. Таким образом, если бы в Zm 

лежало более п конусов из 2W, то функция ord (2") =g + ord (D{) не 
была бы строго выпуклой. В силу гладкости X эти конусы образуют 
веер проективного пространства-P n _ 1 . Выберем базис в N так, чтобы 

2 ( l ) n > Z m = { ( x 1 ) , . . . , (хп-\), ei = (—x1 — ... — Х п - \ ) } 

и Di был ассоциирован с конусом (вг). Докажем, что в полупростран­
ствах хп > 0 и хп < 0 лежит по одному конусу из 2<1 ). Предположим, 
что в {хп > 0} содержится не менее двух конусов из 2<1 ). Выберем 
(перенумеруем, если это будет необходимо, хи • ••> хп-\) такие 
e,ef е± N П {хп > 0}, что 

(х19 . . . , Хп-и е) - ^ е 2(п) и (х1У ... , хп-% е, е') = ( Т 2 е 2 ( / г ) . 

Тогда 
n—1 

в ' = £ a j X i + ^ а / ^ z» 

поскольку а ь а 2 — базисные, то ап-\ =— 1. Обозначим A = o r d ( i ? ) , то­
гда h fa) =h0t (et) — 1. Из неравенств h {e')<Chat (e') и h fa)<ho2 fa) следует 

n—l n—l 
£ ajh (x,) + anh (e)-l<h [e') < £ ayA (*,) + агА (г). 
i=o / = 1 

Но /г (e') — целое. Противоречие. 
Итак, в каждом из полупространств хп > 0 и хп < 0 содержится 

по одному лучу из 2( 1 } . Таким образо^, 2 является веером расслоения 
на проективные пространства над Р 1 . 

Применим теперь критерий непродолжаемости Фуджиты, заклю­
чающийся в следующем: пусть для любого обильного пучка & на 
многообразии X не ^ Р п 

тогда X не может быть обильным дивизором в гладком многообразии. 
В [2] утверждение доказано над полем С. Однако, использовав то, 
что # г ( Х 2 , 5? ® <о) = 0 при * > 0 (см. [1], 7.5.2), нетрудно перенести 
доказательство [2] на алгебраически замкнутое поле характеристики 
нуль. Получаем, что обильными дивизорами среди гладких торических 
многообразий могут быть только расслоения. Теперь заключение на­
шей теоремы следует из результатов [3]. 

Авторы благодарны В. И. Данилову за ряд весьма полезных за­
мечаний. 
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РАЦИОНАЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ ^ , ( 1 , с, аг) НА [0, оо) 

Вырожденная гипергеометрическая функция имеет вид 

00 

1Р1(1,с,аг)=Г(с)У-^-

Например, \F\(l9 1, z)=ez. Для оценки сверху чебышевских постоян­
ных для е~г относительно [0, оо ) 

P„ = min \\г~г—я Шс\к«>ъ 
я 

где минимум взят по действительным рациональным функциям степе­
ни не выше л, в работах [1, 2, 3] использованы различные методы. 
Положим 

П-*СХ> 

Давно сформулирована гипотеза о том, что q=9 (см., например, [3])* 
а в последнее время — о том, что q>9 (см. [4] ) . В настоящей статье* 
доказывается, что q > 9. Этот результат допускает следующее обоб­
щение. 

Т е о р е м а . Пусть c e R , 1— c e N . Тогда 

Ш (minll-Fi(1, с, -г)-пп(г)\\с[^)У/п < 1/9, 

где минимум взят по действительным рациональным функциям степе­
ни не выше п. 

. Теорема опирается на ряд вспомогательных утверждений. 
Л е м м а 1. Пусть 1 - c e N , многочлен Q(z) представлен в виде' 

Q(z) = ]t<-*e-*T(t,z)dt. 
о 

где T(t, z) — многочлен от двух переменных. Тогда 

г 
Q(2)1F1(hc,z)—^-^-\e-*T(t,z)dt = P(z) 

о 
есть многочлен. i 
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