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ВОПРОСЫ ТЕОРИИ ПРИБЛИЖЕНИЙ ФУНКЦИЙ 

ОДНОГО КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

Ж. С. Мельников, С О. Синаняи 

В статье рассматриваются результаты последних лет о 
возможности приближения функций, заданных на подмноже­
ствах ПЛОСКОСТИ, многочленами и рациональными функциями:. 
в равномерной и интегральных метриках. 

Часть первая, относящаяся к равномерным приближе­
ниям, написана М. С. Мельниковым; часть вторая о прибли­
жениях в среднем написана С. О. Синаняном. Части изло­
жены независимо друг от друга и могут читаться отделы-ю..-

ЧАСТЬ I 

РАВНОМЕРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
РАЦИОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ. 

ВВЕДЕНИЕ 

Эта часть посвящена равномерным приближениям рацио­
нальными функциями одного комплексного переменного. Ос­
новным из рассмотренных вопросов является возможность 
приближения, а именно, описание таких компактов на плос­
кости, на которых любую непрерывную, аналитическую во 
внутренних точках компакта функцию можно равномерно. 
приблизить рациональными функциями от г. 

Задача о возможности равномерного приближения много­
членами полностью решена в работах М. A. Лаврентьева, 
М. В. Келдыша, С. Н. Мергеляна. По теореме С. Н. Мергеля-
на любую непрерывную, аналитическую во внутренних точ­
ках компакта функцию можно равномерно аппроксимировать. 
ма этом компакте многочленами тогда и только тогда, когда 
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.дополнение к компакту связно. В случае приближения ра­
циональными функциями не приходится рассчитывать на та­
кой простой геометрический критерий приближаемое™ 

В 1958 г. А. Г. Витушкин решил задачу о равномерном 
приближении рациональными функциями всех непрерывных 
•функций на компактах без внутренних точек (§ 12).. Для 
•описания всех компактов, на которых такое приближение 
возможно, было привлечено понятие аналитической емкости 
(глава I). После этого стало ясно, что критерий приближае­
мое™ на произвольном компакте можно искать в терминах 
аналитической емкости, что вызвало развитие техники, свя­
занной с этой характеристикой множеств. 

В 1966 г. А. Г. Витушкин, усовершенствовав конструкцию 
приближения, дал решение задачи о возможности равномер­
ной аппроксимации рациональными функциями любой не­
прерывной, аналитической во внутренних точках компакта 
функции (глава IV). 

В главе III изложена оценка интеграла, применяющаяся 
для получения геометрических следствий из этого емкостного 
критерия (§ 11) и при изучении алгебры функций, допускаю­
щих приближения (§ 15, § 16). 

Глава V посвящена равномерным приближениям функций, 
удовлетворяющих условию Гёльдера и аналитических во 
внутренних точках компакта. Для этого класса функций'уда­
ется получить более геометрические условия приближае-
мости. 

В главе VI рассматриваются вопросы теории приближе­
ний с точки зрения банаховых алгебр и некоторые свойства 
соответствующих алгебр функций. 

Глава I 

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ЕМКОСТЬ 
МНОЖЕСТВА И ЕЕ СВОЙСТВА 

§ 1. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ЕМКОСТЬ МНОЖЕСТВА 

Понятие аналитической емкости было введено Альфор-
сом [66] в связи с задачей описания множеств устранимых 
особенностей для ограниченных аналитических функций 
(проблема Пенлеве). 

Пусть Е — ограниченное множество на комплексной плос­
кости. Л(Е, т) —множество функций, определенных на всей 
плоскости, аналитических на дополнении к Е, ограниченных 
по модулю константой т, равных нулю на бесконечности. • 
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-Y (E,/) —вычет в бесконечности функции / (г)бЛ (E, m.), 

T(E,/)--=lIm(2./(2)) = /^oo).---.-Iir^/(2!)dz,. , 
2-М» - Ш J 

где Г—-любой контур, однократно охватывающий множе­
ство E. 

О п р е д е л е н и е 1.1. Аналитической емкостью т(£) 
ограниченного множества E называется число 

T (E )= sup | T (E , / ) | . 

T(E)-= sup lim|g{cdot}/(2)| — 
/£Л(£,1)г->оо 

= SUp | / ' (CO) | = SUp -L-{f{z)dZ 
f£A{E,l) fQA(E.l) г п -J 

Из определения сразу следует,, что 
T(E) = sup T(F), 

где F — компакт. 
Из принципа компактности вытекает существование 

функции 
<РЕ (z)6A (E, 1) для компакта E 

такой, что 
1(Е,^)^-((Е). 

Эту. функцию еря (г) будем называть функцией Альфорса 
множества Е. 

Альфорс показал [66], что для замкнутого множества Е, 
состоящего из конечного числа я компонент, ограниченных 
простыми аналитическими дугами, функция Альфорса •?£ (г) 
непрерывна вплоть до границы дЕ множества Е, равна по 
модулю на дЕ единице и осуществляет ге-листное отобра­
жение СЕ на круг | та» | < 1. Отметим, что в общем случае 
T(E,/) определяется лишь значениями функции / на компо­
ненте дополнения к E, содержащей бесконечность. 

Перечислим некоторые, непосредственно проверяемые 
свойства T(E) ([12, 137]). 

1.2. -f(E) — неотрицательная монотонная функция множе­
ства, т. е. для ЕгсЕ 

0< Т (А )< Т (£ ) , 
.*" 1.3. Аналитическая емкость круга 

К (а, г) = {z\\z—a|<r} 
равна радиусу г, причем 
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Это означает, что для ограниченного множества Е 
-f(E)<oo. 

1.4.. Для компакта Е T(E)-=7(dE)> дЕ—граница Е. 
Г5. Для компакта Е 

7(E)=limT(Ee), 
е-->0 

где Ее—-е-окрестность E. 
1.6. f(E)<^ri(E), где / (E) — линейный «обхват» множе­

ства E, т. е. нижняя грань длин контуров Г, отделяющих Е 
от бесконечности. 

1.7. Для континуума E аналитическая емкость совпадает 
с гармонической емкостью и поэтому 

d(E)>T(E)>M(£)> 
где d(E)—диаметр множества Е, р>0—абсолютная кон­
станта (см. [13]). Причем <р- (г) конформно отображает СЕ 
на \w |< 1. 

1.8. Пусть w{z) конформно отображает дополнение СЕ 
на СЕи причем w(oo) = oo. Тогда ср£ (г) — fEi (-У (2)) и 

7 (^.-----(.еН г»'(оо)|, 
где | ta»'(оо) | =—lim •?—--- . 

В частности, для, w (г) = аг-\-Ь 
T(Ei)-M-T(E). 

Заменяя в определении аналитической емкости класс 
функций A(E, 1) каким-либо другим классом, можно полу­
чить другие характеристики множества Е. В. Д. Ерохин 
ввел понятие аналитической С-емкости, естественно возни­
кающей в задачах теории равномерных приближений ра­
циональными функциями. 

О п р е д е л е н и е Г9. Пусть С(Е, т) — множество не­
прерывных на всей плоскости функций,, принадлежащих 
А(Е, т). Число 

, «(E) = sup | T (E , / ) | 
/6С (Е, 1) 

называется аналитической С-емкостыо множества E. 
О п р е д е л е н и е 1.10. Пусть Аа(Е,. т) — множество 

функций, аналитических на дополнении к Е,. равных нулю 
на бесконечности и удовлетворяющих на всей плоскости 
условию Гельдера: 

| / (г ' ) - / ( г )1<«г . | г ' - г | а (0<а<1)„ 
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ЧИСЛО Та ( . -D- SUP |Т (Я, . / ) . 
fBAa(E, 1) 

называется аналитической а-емкостью множества E (см. 
[39, 113]). 

Метрические свойства аналитической а-емкости и следст­
вия из них будут рассмотрены в главе V. 

Аналитическая С-емкость a(E) обладает свойствами 1.2, 
1.3, 1.6, 1.8, (с ограничениями на непрерывность отображе­
ния w{Z)). Но 0(E), вообще говоря, не удовлетворяет свой­
ству 1.5. В частности, a(E) равна нулю для множеств 'ко­
нечной длины, хотя 7(F) может быть и положительной. 

Сразу из определения можно получить свойства: 
1.11. а(Е)<у(Е). Для открытого ограниченного множест­

ва Ga(G)---7(G). 
1.12- Если E — компакт, то 

7(E) = lima(EE), 
е->0 

где E-- — е-окрестность E. 

Применения аппарата аналитической емкости существен­
но затруднены неметрической природой определения этих 
характеристик множества, отсутствием соизмеримости величии 
у(Е), а(Е) с какими-либо метрическими или геометрически­
ми параметрами множества E. До сих. пор не решена проб­
лема о полуаддитивиости аналитической емкости как функции 
множеств (см. гл. Ш, § 8). В работах [53, 54, 110] ёмкости 
множеств рассматриваются путём перехода к двойственным 
экстремальным задачам. 

§ 2. СВЯЗЬ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ЕМКОСТИ С МЕРАМИ. 
УСТРАНИМЫЕ ОСОБЕННОСТИ 

Остановимся на связи аналитической емкости 7(E) с дли­
ной множества Е — линейной мерой Хаусдорфа h\(E). Если 
h i (E)=0 , 7(E) =0 (свойство 1,6). А, Г. Витушкин [6] 
построил пример замкнутого множества E положительной 
длины hi (E) >0 , но нулевой емкости у(Е)=0. Более простой 
пример изложен в [111]. Однако, если множество E лежит на 
достаточно гладкой кривой, то hi(E) и 7(E) обращаются в 
ноль одновременно. 

Т е о р е м а 2.1 (С Pommerenke). Если Е — измеримое 
множество на прямой, то 

T(E)=[MF)=4"MF) 
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'(mi(£)—линейная мера Лебега). Доказательство см. [24, 
126]. 

До сих пор не решена проблема Данжуа [96] о.том, что 
замкнутое множество положительной длины, лежащее на 
спрямляемой дуге, является множеством неустранимых осо­
бенностей в классе ограниченных аналитических функций, что 
эквивалентно положительности у(Е) (см. теорему 2.5). До­
казательство Данжуа оказалось ошибочным. Однако соизме­
римость длины с аналитической емкостью имеет место для 
множеств, лежащих на более гладких дугах. 

О п р е д е л е н и е 2.2. Дугой Ляпунова называется 
гладкая дуга Г, у которой аргумент касательного вектора 
•-(Г, г) удовлетворяет условию Гёльдера, т. е. для любых 
•-чб-Г.. г^бГ выполняется 

|arg-(r, z O - a r g t : ^ , z2)|<L|z1 — 32|p, 

где L>0, p>0—-константы. 
Т е о р е м а 2.3 (Л. Д. Иванов). Пусть Г —дуга Ляпу­

нова. Тогда для любого замкнутого множества EaV вы­
полняется неравенство 

1(E)>c(Y).h,(E), 

где с (Г) > 0-—константа, зависящая только от дуги Г. 
Доказательство этой теоремы (см. [25]) основано на 

том, что функция 

£ 

имеет ограниченную мнимую часть. Поэтому функция 
Т(/(г))> ГДе ^ — конформное отображение полосы на круг, 
является ограниченной и аналитической вне множества 
E. В работе [92], п. 7 приводятся формулировки в терми­
нах рациональных приближений, эквивалентные гипотезе 
Данжуа. 

Приведем теперь теорему Альфорса из работы [66], в 
которой впервые введена аналитическая емкость т(£) для 
описания множества устранимых особенностей. 

О п р е д е л е н и е 2.4. Множество Е называется мно­
жеством устранимых особенностей в классе ограниченных 
аналитических функций, если любая функция /(г) , ограни­
ченная и аналитическая на ES\E (E-— е-окрестность E), 
продолжается до функции, аналитической на всей окрест­
ности E8. 

Т е о р е м а 2.5 (L. Ahlfors). Для того чтобы множество 
Е было множеством устранимых особенностей в классе огра­
ниченных аналитических' функций, необходимо и достаточно, 
чтобы у(Е) =0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , Необходимость. Если Е — множе-, 
ство устранимых особенностей, то любая функция из класса 
А(Е, 1) продолжается до функции, аналитической во всей 
плоскости, т. е. является тождественным нулем. Следова­
тельно, 7(E) =0. 

Достаточность. Если ч(Е) =0, то любая функция cp(z)g 
6A(E, т) равна тождественно нулю, иначе нашлось бы такое /г, 
что <?x{z) = zn • ср (г), чх(г)£А (E, тх) и |т (E, ср1)| >0. Далее, пусть 
/(г) —ограниченная аналитическая функция на E e \ E . 
Разбивая интегральную формулу Коши на два интеграла, 
получаем представление 

/(г)=/1(г)+/2(г), 
где /i(z) — функция, аналитическая в Ee, а /2(г)бА (E,/те). 
Значит, /2(г)==0 и /(г)==/i(z), т. е. f (г) продолжается 
до аналитической функции в E8, что и требовалось доказать. 

Аналитические а-емкости T«(E) оказываются тесно свя­
занными с метрическими свойствами множества E. 

О п р е д е л е н и е 2.6. Обхватом 1^{Е) порядка (* множества 
Е называется 

/,(E)=1nf2(dra>\ 
i 

где inf берется по всевозможным покрытиям множества E 
системой кругов {/Q, d {Kj} — диаметр круга Д,.. 

Очевидно, что мера Хаусдорфа h[i,(E)>iM(E) и что если 
/,,(£)== 0, тр и /?n(E) = 0. 

Т е о р е м а 2.7. При 0 < а < 1 существуют константа 
с-(а) > 0, зависящая только от а, и абсолютная константа 
е2>0 такие, что для любого ограниченного борелевского 
множества Е 

ф) U+a(E) < b(E) < c2/i+«(E). 
Доказательство (см. [37]) будет изложено в главе V. 

Из этой теоремы сразу можно получить результат 
Е. П. Долженко [23] об устранимых особенностях в классе 
аналитических функций с условием Гёльдера. 

Т е о р е м а 2.8 (Е. П. Долженко). Пусть E—-компакт 
и 0<<х<1. Для того чтобы. любая функция f(z)QAjE, m) 
оказывалась константой, необходимо и достаточно, чтобы 
мера Хаусдорфа порядка l + a множества E равнялась нулю 
(u1+<*(E)-0). 

Если Ai+a(E)>0, то 7a(E)>0 и, тем более, y(E)>a(E)>0. 
Например, если площадь h2(E) множества E положитель­

на, то функция /(£) — \ r z j принадлежит С(Е, т). Более 
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того, оценивая максимум модуля функции, можно получить 
в этом случае свойство 

. 2.9, т (E) > a (E) > 1/ ---—--. Это означает, что среди всех 
множеств одинаковой площади наименьшую емкость имеет 
круг. В монографии [113] подробно изложены результаты 
о связи емкостей с мерами (см. гл. V). 

§ 3. ОЦЕНКИ ФУНКЦИИ И КОЭФФИЦИЕНТОВ ЛОРАНА 
ЧЕРЕЗ АНАЛИТИЧЕСКУЮ ЕМКОСТЬ 

Лемма 3.1. Пусть f(z)&A(E, т), точка а принадлежит 
компоненте дополнения к Е, содержащей бесконечность, 
тогда 

|/(a)[<min(m, . - £ - . ] . 

где р(а, E) = lnf la-— 2|. 
ZQE 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению А (Е, т) | / (2)[ < т. 
Пусть точка а принадлежит компоненте дополнения к Е, 

содержащей бесконечность. Тогда 

/W-ssS^r-. \ 
где Г —контур, отделяющий Е от бесконечности. 

Рассмотрим функции /1(г)== — /(2); 

Очевидно, что |/i(z)|<1, следовательно, cp(z)6A(E, ' 

Тогда |2^5?(2)d2 
Р {а, В)) 

<9{atE) l№' Н о ' с ДРУГ0Й стороны, 

2ж' ̂ (z)d*=Mi\^dz=Ma)-Mo°)=fi(a)=±f(a). 

Значит, |/(a)|<pl-£L_7(-5). 

Лемма 3.2. Пусть f(z)QA(E,m), точка а принадлежит 
компоненте дополнения к E, содержащей бесконечность. 
Тогда 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . 
/ ' ( a ) — lim———-l. 

z-->a г—а 

Но функция ср(г)-• -~~ -~ аналитична на дополнении 
к Е и 

По лемме 3.1 получим 

|/4a)| — |9(a)|<—fL_T(E). 
Лемма доказана. 
Пусть функция /(2)6A(E, m). Представим эту функцию 

на бесконечности рядом Лорана по степеням (г-г-)"" 

/GO-2 
л=1 (2 -2о )" 

Прежде чем оценить коэффициенты ап, отметим, что а-
не зависит от центра разложения г0, а остальные коэффи­
циенты а2, ..., ап, ... зависят. 

Л е м м а 3.3. Пусть /(г)бА (E, 1), 
СО 

Тогда |а„| </ггл-1т (E). 
Д о к а з а т е л ь с т в о ([50]). Сначала оценим |aft|: 

Ш = 

<21Г S | г - г 0 Г И г | = г*. 
О) 

I z - z„l=r 

Теперь рассмотрим функцию 
?(z)--=/(2)(z-z0)»-1—^(г-го)»--- . . . - а ^ . 

Оценим модуль <р(г), используя (1): 
Иг)|<яг«+1. 

Итак, cp(2:){in}A.(E,/jr't't'1). Следовательно, |r(E, f)|-=|art|< 
<tirn+1-((E). 

В работе [50] через коэффициенты ряда Лорана любого 
номера оцениваются последующие коэффициенты ряда и, 
соответственно, остаток ряда Лорана. 
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Глава II 

РАЗДЕЛЕНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ 
И КОНСТРУКЦИЯ ПРИБЛИЖЕНИЙ 

В этой главе будет изложена конструкция A. Г. Витушкиг 
на [9, 10, 12], позволяющая локализовать особенности при­
ближаемой. функции. Эта новая схема приближения лежит в 
основе доказательства теорем о возможности приближения 
рациональными функциями. Подробное изложение результа-. 
тов этой главы, принадлежащих А. Г. Витушкину, содержит­
ся в [12, 137]. • 

§ 4. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ 
И РАЗБИЕНИЕ ЕДИНИЦЫ 

Пусть f(£), g(Z,)—непрерывно дифференцируемые функ­
ции в области G с кусочно-гладкой границей дб. Из фор­
мулы Грина 

•$j£-dWC=$<p(t)dt 
Ъ - so 

сразу можно получить 

^ £ ( С ) « - $ / (Qg(QdC-$/ (C)^dCdC, (2> 
b - да а " 

l^f-j=rdl^ = 2nf(z)g(z) + 
a fe 

цтл^Л^Ш.жаы. (з> 
ва 6 -• 

Правые части этих равенств не содержат производных 
функции / (г ) . Поэтому (2), (3) можно принять за определе­
ние выражений 

G G 

где g(С) — непрерывно дифференцируемая, a /(C) —всего'' 
лишь непрерывная функции. 

Если последовательность непрерывно дифференцируемых 
функций {/п (С)} равномерно сходится к непрерывной функ­
ции /(С), то, как легко проверить, 

. ; C-̂ g(C)dWC = lim f - |hg (C)«, 
J OL, П-xxJ OQ ., 
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Если выбрать gf(Q —1, то любую финитную непрерывную» 
функцию / (г ) МОЖНО записать в форме 

которую естественнее представлять как 

• / (2) = _J_f Л-—1— «=-lim * С-Дй- '—Й. ^ w 2-ти J a? £-z „_>«, 2ш ^ ag e-z 
Теперь воспользуемся разбиением единицы, т. е. пред­

ставим g(C)ssl в виде суммы функций с определенными 
свойствами. 

Нетрудно построить семейство вещественнозначных: 
функций {g"ft(z,8)} (k = 1; 2; 3; . . . ; параметр 8 —любое поло­
жительное число), удовлетворяющих следующим условиям:. 

4.1. При каждом значении 8 

2Ыг,-)--. 
4.2. При любых k и bgk(z, Ь) бесконечно дифференцируе­

ма, неотрицательна и 
max | gradgA (г, S) | < -— 

г и 

(X — абсолютная константа). 
4.3. Функция gk(z,b) финитна и ее носитель vl—-выпук­

лое множество диаметра <8. (Можно считать, что 
->1 — квадрат со стороной 8). 

4.4. При любом 8 с любым кругом радиуса 8 пересекается 
не более чем X носителей (I —• абсолютная константа). 

Итак, пусть / (г) — непрерывная финитная функция. Фик­
сируем 8>0 и представим эту функцию в виде 

< о о 

/И-2Л(г), (5Х 
' ft—I 

г д е • • • • . ' . 

Это представление справедливо, так как 
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Лемма 4.5. Функция 

•непрерывна на всей плоскости, /11(оо)=-=0, аналитична вне 
носителя v* и там, где функция / (г) аналитична и ограни­
чена по модулю, 

|/1(г)|<2Хш(&), 

тде (о (8)-модуль непрерывности функции f{z), -*••— абсо­
лютная константа. 

Доказательство см. [12], стр. 152. 

§ 5. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

В предыдущем параграфе мы предстевшш непрерывную 
•финитную функцию /(г) в виде (5): 

/(2)-=-2./*в(г). 
k 

Пусть набор функций yk{z) удовлетворяет условиям: 
5.L срй (г)еС (v//, ,-пш (S)) (см. определение 1.9), где 

"^А6-множество точек, удаленных от носителя v| (см. 4.3) 
не больше чем на /*8(r>0); ш (S) — модуль непрерывности 
функции /(г); /га>0—константа. 

5.2. При каждом k 
hmz*[fUz)-~n(z)]~0, 

т. е. первые два коэффициента в лораиовском разложении 
на бесконечности функций f\(z) и <?k(z) совпадают. 

Лемма 5.3. Пусть /(г)--непрерывная функция c моду 
леи непрерывности со(8), [<?к(г)} удовлетворяют условиям-

•5.1, 5.2. Тогда функция ? (e)==-{sum} -?й (г) н а всей плоскости 
к 

приближает функцию f(z) с точностью е<с (т , •*•)«-• (8), где 
с(т,г) — константа, зависящая лишь от т и г (см. 5.1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /к (z)=f\ (z) — yk(z). Фикси­
руем при каждом k точку zk£y\ и разложим fk{z) в ряд 
• Лорана: 

00 

л=1 

По условию 5.2 Нтг-..Д(г) = 0, т. e. aA,i=-=aA,2----0. По 
" - •СО 
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условию 5.1 |<pft(2)|<m(o(8), по лемме 4.5 |/й(г)|<2Хш(8), и 
поэтому |/ft(2)l<l/ft(2)l + |?ft(2)|<(w + --^)C0(8) = ^i-(fl(8)- ПО 
лемме 3.3 |а/.,„|</п1.ю(8).(/га2'8)" (m2-—константа, зависящая 
от г). Поэтому при |г-— z-,|<m2.8 получаем: 

со со 

IА (г)| < 2 |«*, «I • |г - г-йГ" < т1Ш (8)2 (т28)" |г-гй | -«< 
00 

< т^ (8)(яг28)3 |гй - г|;3. 2 {ггчЩп~3 (2т28)-«+з -
л=3 

Далее, из свойства 4.4: 
| / ( г ) - т ( г ) |<2 |Л(г ) | — 2|А(г)1 + 2 ! А ( г ) | < ^ ( - ) + 

к й: | - / г- -|<4т-6 й:|г/г-г|>4яг-6 

+ {sum} т з и (8)§3 |«* - г|_3 < т^ (8) +да5оо (8) •&§§ |С- 2|_3dxdy < 
Л:[2/г-г|>4ш26 Ц,-z|>4m28 

<с(/и,г).-)(8). 
Теперь применим схему приближения в той ситуации, 

когда наличие достаточно большого (по емкости) дополне­
ния к множеству позволяет построить приближающие функ­
ции ф,г(~0 с особенностями в этом дополнении. 

Обозначим через K,(z, б) открытый круг радиуса б с цент­
ром в точке г. 

Л е м м а 5.4. Пусть Е — компакт, непрерывная финитная 
функция f(z) аналитична на множестве Е° внутренних точек 
E; Ei — подмножество Е, состоящее из всех таких точек г, 
что для 6<6о 

а [/С (г, 8)\E]>tiB 
(80>0, ц>0 одинаковы для всех точек Z6E-). Тогда для 
любого Е > 0 существует непрерывная функция tp (г), анали­
тическая на E0UEi, такая, что тах|/(г)-ср(г)| < s . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При помощи разбиения единицы 
gki?, Щ для 8<80 / (г) представим в виде 

/ ( г ) = 2 Л («)• 

Рассмотрим те номера k, для которых р (уб
к, E1)<8, и 

отметим точки zA6E-: р (zk, v*)< S. Обозначим через фй (г) 
функцию из С (АГ (гд, 8) \ E , 1) такую, что 
' Т (К (zk, Щ\Е, <Ь) =-= ltm г<Ь (г) = 1 а (К (zk, Ь)\Е) >±&. 

г-*со 
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Функции <\>k(z) и fl(z) представим рядами Лорана: 
СО ОО 

+* (z) = 2 ап (г ~ zky«; f\ (г) -= 2 М * - г,,)"".. 
л=1 л=1 

Положим 
<Р* (г) - f - Ч>* (г) + 9 - [фй (г)]2 — ̂  № (г)]2.. 

•'1 ' « J " " fl'j 

При этом получим 
Нтг-[(рй(г)-/г(г)1---0. 
~->оо 

По лемме 4.5 f\ (г)бС (v*, 2Хш(8)), поэтому по лемме 3.3 
|b„| < n2Xto (8) • a (ve) (28)"-- = p.„co (S) 8". 

Аналогично |а2|<882. A так как |a.J > - j р,§, то получаем 

IT» (2)l<|-|-| •№*(--)! + Ы*)|2 + 
2 

Ma 
а3 |Ф*(2)|2< 

< т1ш (8) (да- = const). 
Для тех номеров k, при которых p(v<>, E1)>8, положим 
?й(г)=Л(2). 

Итак, мы построили набор {<?/.(£)}.. удовлетворяющий: 
•словиям 5.1, 5.2. Значит, по лемме 5.3 <р (z)=-__?*(•-) ПРИ~ 

й 

лижает /(г) = 2 Л (г) с точностью е<с(/га, r)ад(S)-{to}0 при 
к 

;->-0. При этом, как видно из построения, функции •?/. (г),.а 
значит, и 2d<?n(z) аналитичны на E°lJEi. Лемма доказана. 

А 
Равномерное условие а [К (г, 8)\E]>(j-8 с ' одними и 

теми же 80>S>0 и |х>0 для всех точек г%Ех можно 
ослабить: 

Лемма 5.5. Пусть непрерывная финитная функция /(г) 
аналитична на внутренности Е° множества Е, Е2 — подмно­
жество E, состоящее из всех точек ZQE, таких, что 

б-*оо 

Тогда f(z) с любой точностью можно равномерно при­
близить функцией cp(z), аналитической на EaUE2. 

Доказательство см. [12], стр. 155. Из леммы 5.5. уже 
можно легко получить теорему о приближении рациональ­
ными функциями на компактах с пустой внутренней гра­
ницей (см. главу IV, §11). 
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§ 6. АДДИТИВНОСТЬ ЕМКОСТИ 
ПРИ СПЕЦИАЛЬНЫХ РАЗБИЕНИЯХ МНОЖЕСТВА 

Лемма 6.1. Пусть Е — ограниченное множество Е\ — 
= E r K (см. 4.3), E - I J E » . Тогда 

k 

2<x(E«)>Va(E), 
л 

где \ — абсолютная константа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем f(z)£C(E, 1) такую, что 

T(E, / ) = {a(E). 

Представим функцию в виде /(г) — 2Л(2). 
k 

Из леммы 4.5 следует, что 
/^)GC(E!,4X), 

я, значит, по определению С-емкости, 
|T(^,//e) |<4Xa(Ei). 

Но 
a(E) — 2T(E,/) — 2 2 T ( E " , / ' ) < 

ft 

<22lT(Eft>/l)|<224Xa(E|) = ^ 2 a ^ ) -
к к ,_ It 

•Лемма доказана. 
Вообще говоря, если разбивать множество Е на множе­

ства Е\ при достаточно малом §, то 2 a (ДЧ) может сколь 
к 

угодно превышать a (E). 
Однако, если выбирать 8 соизмеримым с a (E), то, как 

.доказал A. Г. Витушкии, ~^\a(Et) становится соизмеримой 
•с *(Е). 

Т е о р е м а 6.2 (A. Г. Витушкин). Для любого ограни­
ченного множества Е при 8 = a(E) 

V(E)<2a(Eft)<V(-5). 
•ft 

•где Х2>Х! > 0—абсолютные константы. 
Доказательство правой части неравенства см. [12] стр. 

158, 159. Отметим, что константа Х2 зависит от кратности X 
покрытия носителями 4 (см. 4.4). 
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Кратко изложенная в этой главе новая схема аппроксима­
ций А. Г. Витушкина нашла большие применения в различ­
ных задачах теории приближений. Модификации этой схемы 
использованы в ряде работ (например, [107]) для изучения 
поточечной ограниченной СХОДИМОСТИ (ем. гл. VI, § 18). 

В работе [92] построена аналогичная схема с умень­
шающимися (а- не постоянными) диаметрами носителей в 
системе разбиений единицы. 

Глава III 

ОЦЕНКА ИНТЕГРАЛА 

В этой главе приводится оценка интеграла от функции по 
достаточно гладкому контуру через аналитическую емкость 
множества особенностей функции ([11, 36, 37]) и рассматри­
вается задача о полуаддитивности емкости. 

§ 7. ОЦЕНКА ИНТЕГРАЛА 

Теорема 7.1. Пусть E —замкнутое множество, ле­
жащее в круге |г |<1, /(г)—-непрерывная функция, анали­
тическая внутри круга вне E, j /(z) |<1, тогда 

\ /(QdC 
iKl-i 

<с-[(Е), 

где с —абсолютная константа. 
Докажем, сначала несколько предварительных утверж­

дений. 
Лемма 7.2. Пусть E—-ограниченное замкнутое мно­

жество, /(г) аналитична вне E, /(оо) = 0, 1т / ( г )<6 , 6>0 , 
тогда |/'(оо)|< 2ft •?(£). 

Действительно, если /1(г) = Г7^рт—. т 0 А(г) аналитич­
на вне E, 1/1(3)1 < 1 , /1(00)= 0 и, по определению ~[(Е), 
|/i(oo)|<T(E). Тогда . 

I/'MI = 2*1/1 (оо)|<2йт (•--). 
Лемма 7.3. Пусть замкнутое множество Е лежит в 

кольце г < | г | < 1 , £* — множество, симметричное множеству 
Е относительно единичной окружности. Тогда 

r27(E*)< 27(E). 
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Эта лемма сразу следует из леммы 3.2, если рассмот­
реть функцию /(г) = fE*(z=-\ где <р£*(г)-—функция Альфорса, 
множества Е* (см. 1.1). ~ 

Т е о р е м а 7.4. Пусть Е—-замкнутое множество в круге-
| г | < 1 ; 0<$E, множество Е* симметрично множеству Е отно­
сительно единичной окружности, тогда 

T(EuE*)<^(E)+T(£*X|. 
где с —абсолютная константа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ee—S-окрестност ь мно­
жества Е, E6 —симметричная Е6 окрестность множества. 
E*. Из 1.6 следует, что т(-5в)->т(^). T(Ee){to}T(E*) при, 
S-.УО, поэтому достаточно показать, что при любом 8>0 

7(£и.Е*)<ф(Яв) + т(£в*)]. 
Для этого докажем, что |/'({infty})|<cfr(Ee) + T(Ee)] для любой1 

функции /(г), аналитической вне EUE*, | /(г)|<1, /(оо}=0. 
Заметим, что /(г) можно считать непрерывной и далее 
гладкой во всей плоскости и аналитической вне E6UE6. 
Пусть 

<P+(*)=/(z) + 7 (=)- ?_(г)-/(г)-/(=-' 
Тогда 9+(г), •?_(<:)-—гладкие функции, аналитические вне' 
E&UE*?, |<р+(г)|<2; |ср_(г)|<2. Функция ср+(2) ыа единичной 
окружности принимает действительные значения, а функция 
<рдг) — мнимые. Представим функцию <р+(г) как сумму двух 
функций <р.|(г), ср2(з)> аналитических, соответственно,, вне 
Eo и E6-

ср1(г)=-

ср2(г) = ' 

1Е1-1 

I S I - 1 

(Направление обхода окружности при интегрировании —про­
тив часовой стрелки). 

Потенциал ——-\ |_^-dC обладает следующими свойст­
вами. Его мнимая часть непрерывна во всей плоскости, as 
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действительная часть, являясь потенциалом двойного слоя, 
не превосходит по модулю max|<pj-(C) и терпит-на единич-
ной окружности разрыв, равный . .' . • ;' 

ср+(2), | г | - 1 . 

Поэтому функции <?i(z), ср2(г) могут быть доопределены по 
непрерывности в точках единичной окружности, не принад­
лежащих Ee. до1 функций, аналитических, соответственно, 
вне E& и Ee, причем 

|RecPl(2;)|<2max|(p+(2)|<4> |Re<fe(J3)|.<4, 
c P l (oo)=0; |cp2(oo)|<1, 

9i(z) + <?2{z) = <?+(*)• 

Применяя лемму-7.2 к функциям <р1(г) и <р2(г)1 получаем: 

|9; (оо)|<|<р; (оо)| + |^ (оо)| < с [T(Ee) + T^)] . -
.Аналогично для функции ср_ (г) получаем: 

|«pl (oo)| <c[T(Ee) + T (--?&]• 

Так как /(г)--------[<р+(г)+ср_(2)], то 

|/'({infty})|<C[T(E5) + T ( E a ) ] . 

Теорема доказана. 
Лемма 7.5. Пусть E — замкнутое множество, лежащее 

в кольце г<|2|<l, /(г)—-непрерывная функция, аналитичес­
кая в единичном круге вне множества E, |/(2.)|<1, тогда 

\.[ /(c)dc|<^-T(-e), 
I f} ' 

где с —абсолютная константа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в теореме 7.4, не ограни­

чивая общности, можно считать /(г) гладкой функцией. 
Рассмотрим функции 

[/(2) для |г |<1, (/(г) для |г |<1, 
?+<2>"Ит) *» w». ,uW"l--?(T)"- и>1-

Эти функции аналитичны вне EUE* и терпят, соответст­
венно, мнимый и вещественный разрывы на единичной 
окружности. Устраняя этот разрыв с помощью потенциала 
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i 

«(как в теореме 7.4), получим функции 

it;i-=i 

которые можно доопределить по непрерывности в точках 
единичной окружности, не принадлежащих множеству Е, 
до функций, аналитических вне Elj£*, причем 

|1mVl(2)|<3, |Re92(2)|<3. 
Тогда по лемме 7.2 

|<pi (оо)| < 6 у (E U Е*)\ I?.. (оо)| <6т (E U E*) 
и по теореме 7.4 

Ь>; ({infty})| < с [ т (Е)•-+ т (E*)]; 1?2(оо)| < с [т (E) + T ("••)], 
но так как по лемме 7-3 

т (£* )<^гт (£ ) , 
то 

!?i({infty})l<c--.rT(£). l<P2(00)l{le}c---^T(E). 

Далее имеем: 
I I /(•:)d.;|--=H!pi({infty}) + cP2(oo)|<c.--^T(E). 

Теорема доказана. 
Легко доказывается 
Лемм а'17.6., Пусть замкнутое множество Е лежит в 

области Q на фиксированном расстоянии г от границы dG, 
непрерывная функция /(2) аналитична в G\E, | / (2) |<l , 
тогда 

IS /(gdd<c(G,r)T(E), 
где с (С, г) —константа, зависящая лишь от G и т. Для 
•единичного круга с {О, г)—сЛх\.(\ -\ ] 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7.1. Не ограничивая 
общности, можно считать, что множество Е ограничено 
конечным числом спрямляемых замкнутых кривых, a f (z) 
аналитична в единичном круге вне Е и всюду гладкая. 
•Обозначим через р (г) веществеинозиачную бесконечно диф­
ференцируемую функцию в единичном круге со свойствами: 

11—6242 161 



Р(г) — 1 для 1> | г |> - | ; Р(г) = 0 для \z\<\; 0<р(г)<1Г 

< 4 . Тогда Р / + ( 1 - [ - ) / = / . dg 
dz 

По формуле Коши—Грина имеем Р/==/i + ?1, (1 — Р)/— 
— Л + Фг- гДе / i(2) аналитична в единичном круге вне то!т 
части множества E , которая лежит в кольце •---< |г|<1., 
/2(г) аналитична в единичном круге вне той части E, 
которая лежит в круге |z|<--j-; при этом |/i(z) |<c r 

| /2(2)|<с (так как 
= / (г ) . Тогда 

I J / ( С ) Л 

•эр 
дг = < 4); «PI (2) + ъ (г)=о, д (г)+/2 (г) -

1 X 1 - 1 
< $/.(9-Я.| + | J/aWdC 

1X1=1 1 X 1 = 1 

и теорема 7.1 сразу следует из леммы 7.5 при <*" — ---• и лем­
мы 7.6 при г-——, так как аналитическая емкость части 
множества не больше самого множества. 

С л е д с т в и е 7.7. Пусть Е — замкнутое множество в 
кольце —< |г| < 1, /(z) —непрерывная функция, аналитиче­
ская в этом кольце вне множества Е, | / (г ) |<1, тогда 

\ / ( C ) Л - \ /(С) 
1x1=1 ,,.. 1 

Л 

к\-т 

<сч(Е). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, можно 
считать, что.множество Е имеет спрямляемую границу дЕг 
тогда 

$/(-)-*.- J /(QdC—jj/(QdC, 
1X1=1 KI---- дЕ 

Пусть, как при доказательстве теоремы 7.1, {-(г)--вещест-
веннозначная бесконечно дифференцируемая функция в 
кольце ---<|г|<1 со свойствами: p(z)-=1 для \г\ — 1, р(г) = (} 

дг 
По формуле Коши-Грина можно написать ?./•==/i + <Pi»-

(l -Р ) /—/2 + ?2> гДе /i(2) аналитична внутри единичного-
круга вне множества Е, f2(z) аналитична вне круга |z|< — 
вне множества E, [/-(г)|<с, |/2(z)|<c,. «Pi+fe —°- Тогда 

для \z\~- < 3 , 0<р(г)<1; тогда р / + ( 1 - & ) / = / . 
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следствие 7.7 получается из теоремы 7.1 и из того утверж­

дения что оценка dc <c.7(E) имеет место, если 

функция f (г) аналитична вне круга |г|<—вне множестваE, 
| / (г ) |<1 . (Это утверждение доказывается совершенно ана­
логично теореме 7.1). 

Отметим, что это следствие имеет место для любого 
кольца г < | г —г0|<.2г, так как и интеграл и аналитическая 
емкость линейно изменяются при преобразовании w = kz-\-z0. 

А. Г. Витушкин [11] существенно усилил предыдущие 
результаты в двух направлениях, оценив интеграл от непре­
рывной функции 1) по границе области Ляпунова G (см. опр. 
7.8) через аналитическую С-емкость множества G П •--, где 
2) множество Е особенностей функции может выходить на 
границу области G. 

О п р е д е л е н и е 7.8. Кривой Ляпунова называется 
криволинейная ломаная без самопресечёний, каждое звено 
которой является дугой Ляпунова (см. определение 2.2). Об­
ластью Ляпунова называется область, граница которой сос­
тоит из конечного числа замкнутых кривых Ляпунова. 

Т е о р е м а 7.9 (A. Г. Витушкин). Пусть О — область 
Ляпунова, E—- замкнутое подмножество О, /(г) —непрерыв­
ная на О функция, аналитическая в G\E, со (8) — ее модуль 
непрерывности. Тогда 

^/(C)dC 
дО 

<c(G)co(a(E)).a(CnE)> 

где с (О) —константа, зависящая ЛИШЬ от области G. 
Доказательство см. [11]. 
Переход к С-емкости множеств, выходящих на границу 

области G, осуществляется с помощью схемы приближений 
из главы II (см. лемму 5.5). Рассмотрение области с ляпу-
новской границей (существенно наличие изломов) опирается 
на аддитивность аналитической емкости (теорема 6.2). 

В работе [92] оценка интеграла получена для областей, 
ограниченных гиполяпуновской дугой, т. е. дугой, для кото­
рой модуль непрерывности ш(/) угла наклона касательной 

удовлетворяют условию \ - ~ - й < со. 
о 

Опираясь на пример, построенный в [8], можно указать 
односвязную область G со спрямляемой границей, для кото­
рой оценка интеграла уже не имеет места, а именно, для 
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любого п существуют подмножество EnaG и непрерывная 
функция | / п (г ) |<1 , аналитическая в G\En, такие, что 

'n-a(En). 

7.10. Неизвестно, верна ли оценка интеграла для областей 
c гладкой границей. 

Оценка интеграла используется в теории приближений 
(см. главу IV) и при изучении СВОЙСТВ алгебр R{E), A(E) 
(см. главу VI). . 

§ 8. ПОЛУАДДИТИВНОСТЬ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ЕМКОСТИ 

Важной нерешенной проблемой в аппарате аналитиче­
ской емкости (которая тесно связана с задачами приближе­
ния) является свойство полуаддитивности емкости: 

8.1. Существует ли такая абсолютная константа с, что 

T(EUF)<c(Y(E)+T(F)) 
для любых компактов Е и F> 

Аналогичный вопрос стоит и для аналитической С-ем-
кости a(E) и для более широкого класса множеств Е и F. 
Ниже мы остановимся на связях между этими задачами. 

Одним из основных применений оценки интеграла в тео­
рии приближений является вытекающая из этой оценки по-
•луаддитивность емкости для множеств, разделенных кривой 
Ляпунова: 

Т е о р е м а 8.2. Пусть С? —область Ляпунова EczG, 
F a CG—-ограниченные множества. Тогда a (EUF)< 
< с (G) [a(E) + a (G)], где c(G) — константа зависящая лишь 

ют области G. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / (z)eC(EUE, 1), 

d(E\JF) дЕ SF 

Из теоремы 7.9 получаем 

ft (E U F, f)\ < с (G) a (E) + с (CG) a (E) < с (О) [a (E) + a (F)]. 

ЭТО доказывает теорему ввиду произвольности функции f(z). 
З а м е ч а н и е 8.3. Полуаддитивность емкости имеет 

место и для множеств, разделенных гиполяпуновской кри­
вой, в соответствии с полученной в [92],. оценкой интеграла 
(ем. § 7). 
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В этой же работе подробно разобраны связи между раз­
личными постановками задачи о полуаддитивности: 

Т е о р е м а 8.4] (Davie [92]). Следующие гипотезы эк­
вивалентны: 
(1) Существует такая абсолютная константа с, что 
Т {£ U F) < с [т (E) + т (E)] для любых непересекающихся ком­
пактов Е и E. 
(2) Существует такая абсолютная константа с, что a(EUE)< 
< с [a (E) + a (E)] для любых непересекающихся компактов 

• — H E . 
(3) ЕСЛИ Е — компакт и 7(E)—°> т о 7(.-• UE) =7(E) для всех 
множеств E. 
(4) Существует константа с, такая, что для компакта E, 
T(-E) = 0, a(EUF)<rf(E) ДЛЯ всех множеств E. 
(5) Пусть 7*(E)= inf 7(G)> где inf берется по всем открытым 

GZDE. Если E и Е — произвольные множества и 7*(E) = 0 и 
7* (E)=-0, то <x(EUE)-=0. 
(6) Существует такая константа с, что 7(EUE)<c[7(E) + 
+"7S'(-F)] ДЛЯ в с е х множеств E и E. 

В работах Н. A. Широкова [60, 61] изучаются свойства 
аналитической емкости множеств, в некотором смысле 
близких к прямой. 

О п р е д е л е н и е 8.5. Компакт E называется множеством 
типа ./(/) (E6-/(/)), если он состоит из не более чем счет­
ного числа континуумов, каждый из которых пересекается 
с фиксированной прямой I. 

Т е о р е м а 8.6 (Н. А. Широков [60, 61]). Пусть E,,E...... 
. . . , ^ — множества типа У (У, -/(-У,-• •, J (О. (Ek^J{lk), 

п 

/г — 1, . . . , п); E=UEft. Существует абсолютная постоянная 
с такая, что: 

п 

7(£)<с2т(-5*). 
* - 1 

Глава IV 

РАВНОМЕРНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
РАЦИОНАЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ 

Пусть Е — компакт на комплексной плоскости, С(Е) — 
алгебра непрерывных функций на Е\ А (Е) — алгебра непре­
рывных на Е функций, аналитических во внутренних точках 
Е\ R{E)—алгебра равномерных на Е пределов рациональ-
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ных функций от z с полюсами вне Е или, что то же самое, 
равномерных на Е пределов функций, аналитических на Е; 
-P(E) —алгебра равномерных на Е пределов многочленов 
ОТ 2. 

Основой содержания этой главы являются результаты 
А. Г. Витушкина [9, 10, 12], устанавливающие условия на 
компакт Е, при которых A(E)=R(E), т. е. любая непрерыв­
ная на Е, аналитическая во внутренних точках Е функция 
может быть с любой точностью равномерно на Е приближе­
на рациональной дробью от г. 

Сначала приведем условия на функцию /(г) и множество 
Е, необходимые и достаточные для того, чтобы f(z)QR(E) 
(§9), а затем (§ 10) выясним, когда любая функция из А(Е) 
удовлетворяет этим условиям. 

§ 9. ОПИСАНИЕ ФУНКЦИЙ, ПРИНАДЛЕЖАЩИХ Я (Е) 

В работах С. Н. Мергеляна [40] и Е. П. Долженко [22] 
построены примеры компактов Е и функций / (s)GA (E), но 
не принадлежащих R (Е). 

9.1. Пр имер Е. П. Долженко [22]. Пусть К={г:\г\ < 1 } -
замкнутый единичный круг; D — нигде неплотное замкнутое 
подмножество К положительной площади Л2 (-Э) > 0. {-̂ п} — 
последовательность открытых кругов KnczK\D, накапли­
вающихся к D. Рассмотрим компакт Е—К\(1)Кп). Покажем, 

п 

что если сумма 5 радиусов кругов Кп сходится и достаточ­
но мала (по сравнению с h2(D)), то функция/(г) = \-——не 

Ь 
принадлежит R (E). 

Действительно, для любой рациональной функции R(z) 
с полюсами вне E имеем 

\ R(z)dz=\^ J R(z)dz 
1-1=1 rt Ж„ 

<2тс5-тах|Я(г)|. 
zgfi 

Значит, для всякой функции y(z)£R(E) 

\ <р (г) dz 
|г1—1 

<2т-5тах|<р (г)|. 

Но, как легко проверить, /(г) —непрерывная функция, 
аналитическая вне D, т. е. /(z)6A(E) и \f(z)\<c-Vh2(D). 
Кроме того, 

J f(z)dz = 2izih2{D). 
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Поэтому, если бы /(z)&/?(E)> то выполнялось бы 
27-h2(D)-=| J f{z)dz < 2 u 5 . c l / ^ ( 7 J ) , 

|[г|--1 

•что не верно при достаточно малом 5 . 
Суть этого примера в том, что аналитическая С-емкость 

множества особенностей приближаемой функции f(z) 
a (D) > с Vh% (D) больше, чем аналитическая С-емкость мно­
жества особенностей приближающих функций a (UA ' f - )<S . 

п 
Пусть непрерывная функция /(г)&Д(Е), G — произвольная 

•область Ляпунова (7.8). Так как f(z)Q^(E), то для любого 
s > 0 существует непрерывная функция <р8(г), аналитическая 
на компакте E, такая, что \f{z) — ср-(-г)|<е. Значит, 

\f(z)dz <\\f{z)-^{z)\ds+ \^{z)dz 
да да дв 

Применяя оценку интеграла (теорема 7.9) к функции 
tpB(2), аналитической на E, получаем: 

\ cpe(z) dz I < m a x |сре(г)|-с (G)• а Ю\Е). 
да I г6° 

Так как при e{to}0 \ \f — cpe| ds->0 и 

тах/<ре(г)|^тах|/(г)|, 

/ ( 2 ) d 2 

то 

да 
<с(О)тах|/(г)|-а(О\£). 

G 

Итак, оценка интеграла дает необходимые условия для 
принадлежности / (z)QR (E): 

9.2. Если f(z)Q#(E), то для произвольной области Ляпу­
нова G выполняется 

\f(z)dz 
да 

<c(0)max| / (2) |a(0\E)r 

где с (О) —константа из оценки интеграла для области О (7.9). 
Если в качестве области О выбирать произвольный 

квадрат, то это условие, как доказал А. Г. Витушкин, 
является и достаточным, для того чтобы f(z)QR(E). 

Т е о р е м а 9.3 (А. Г. Витушкин). Пусть E—компакт, 
/ ( г ) —непрерывная на всей плоскости функция с модулем 
непрерывности ш(8). Для того чтобы f(z) принадлежала 
алгебре Я(Е), необходимо и достаточно, чтобы для любого 
квадрата К& со стороной 8 (8>0 — любое) выполнялось 
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неравенство 
J f(z)dz<cf-u(b).a(K&\E), 

д'к6 

где с—-константа, не зависящая от выбора квадрата К&. 
Доказательство см. [12] стр. 173 — 181; [9]. 

§ 10. КРИТЕРИЙ РАВЕНСТВА АЛГЕБР R (Е) И А (£) 

Пусть Е — компакт, E0 — множество внутренних точек 
этого компакта. 

Теорема 10.1 (А. Г. Витушкин [10]). Для совпадения; 
алгебр R (Е) и А (Е) любое из двух следующих условий 
является необходимым и достаточным: 
1) для любого открытого ограниченного множества G 

a(G\E°) — a(G\E); 
2) для каждой граничной точки zQdE 

- - а ( / С ( г , 8 ) \ £ » ) 
•Urn, —------—g.v „,' < оо , 

где К (г, -)•— круг радиуса & с центром в точке г. 
Доказательство см. [12] стр. 183 — 185. 
Условие 1), дающее наиболее сильный необходимый 

признак, означает, что совпадение алгебр R(E) = A (E) 
влечет за собой равенство емкостей двух множеств; 
О\Е° — множества, где могут иметь особенности прибли­
жаемые функции (6A(E)), и G\E — множества, в точках 
которого могут быть полюсы приближающих рациональных 
функций. 

Условие 2), в силу теоремы эквивалентное первому,. 
дает наиболее слабый достаточный признак равенства 
A(E) = ^(E}. 

Теорема 10.1 дает в терминах аналитической емкости 
полное описание тех компактов Е, на которых любая 
функция из А (Е) приближается рациональными. 

Получение из этого емкостного критерия геометрических 
условий на компакт E, при которых А (Е) = Д(Е), наталки­
вается на трудности, связанные с вычислением емкости» 

§ П. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ УСЛОВИЯ РАВЕНСТВА 
АЛГЕБР # (Е) И А (_Е) 

О п р е д е л е н и е 11.1. Пусть Е—компакт, дополнение 
СЕ состоит из счетного числа связных компонент {G-}~ 
Внешней границей д'Е компакта Е называется дгЕ= \}д<Э{*. 
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Остальная часть границы дЕ называется внутренней гра­
ницей Э-E компакта E. 

ТОЧКИ Z внешней границы д'Е компакта Е обладают тем 
свойством, что 

1 1 m ^ W ) M I > [ i j 

где К (г,Ь) — круг радиуса S с центром в точке zQd'E 
| х > 0 — абсолютная константа. 

Действительно, если zQd'E, то точка принадлежит гра­
нице одной из компоиепт дополнения zQdGi некоторого 
диаметра d. — d(G;). Тогда при 8<d.. диаметр хотя бы 
одной из связных компонент открытого множества 
./<" (г, 8) П G/ не меньше В. По свойству 1.7 

• Т [/С (2,8)0 0,] > ti8. 

Так как отрытое множество (Л'(г, Ь)\Е)э(К (г, 8)nG/),. 
то по свойствам 1.1 и 1.11 получаем при 8<d. а[/<"(г, 8)\E]==-. 
-="[/С(г, 8) \E]>7[ /C (z , 8)nGj]>[J.8, что и означает 

б-»о 5 , • 

Таким образом, точки внешней границы д'Е удовлетво­
ряют условию леммы 5.5 (д'ЕсЕ^) и, согласно этой лемме 
любую функцию /(г) из А(Е) можно приблизить функцией 
аналитической на E°IJ3'E. Если вся граница дЕ является 
внешней границей (т. е. доЕ=0), то E----E0IJ3'E, и воз­
можно приближение любой функции f(z)&A(E) функциями,. 
аналитическими на E, т. е. А(Е)= R(E). Итак, мы получили 

Т е о р е м а 11.2 (А. Г. Витушкин). Если внутренняя гра­
ница компакта Е пуста (doE = 0 ) , то A(E) = JR(E). 

Из теоремы П.2 сразу можно получить известные теоре­
мы С. Н. Мергеляна [40]: 

Т е о р е м а И.З (С. Н. Мергелян). Если дополнение ком­
пакта Е состоит из конечного числа компонент, то A(F) = 
-=-/?(£). 

Т е о р е м а 11.4 (С. Н. Мергелян). Если компакт Е не 
разделяет плоскость, то A(E) —P(E). 

Теорема П.4 С. Н. Мергеляна, содержащая полное реше­
ние задачи приближения многочленами, следует из теоремы: 
11.3 и теоремы Рунге, согласно которой для компакта Е, не 
разделяющего плоскость, R(E) =P(E). 

Теперь приведем наиболее сильное известное утверждение 
о геометрических условиях на Е, достаточных для того, что­
бы А(Е)=Д(Е), доказательство которого опирается на оцен­
ку интеграла 7.9. 
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Теорема 11.5. Если внутренняя граница д0Е компакта 
Е содержится в счетном объединении дуг Ляпунова (см. 2.2), 
-то А (Е) =R{E). 

Доказательство (см. [12], стр. 185—187) мы здесь прове­
дем в том случае, когда внутренняя граница д0Е лежит на 
одной замкнутой дуге Ляпунова Г, чтобы без технических 
трудностей продемонстрировать применение оценки интег­
рала. 

По теореме 10,1 для равенства А(Е) =R(E) достаточно бу­
дет установить, что для любого круга К выполняется 

a(/T\E-)<c(E)o.(/C\E), 
где с (Е) — константа, зависящая лишь от Е. 

Если круг К не пересекает дугу Г (а значит, и внут­
реннюю границу, которая лежит на этой дуге), то компакт 
ЕХ=Е[\К имеет пустую внутреннюю границу doE- = 0 , и 
ло теореме 11.2 А(Ег)=Я(Е1), что по теореме 10.1 означает 

а(К\Е»)=а(К\Е). 
Итак, пусть круг К пересекает дугу Г. Пусть србС(АТ\E°, 1), 
такова, что 

(си. \.9). Нам достаточно оценить 

U(Z)rf2 = 7( t f \E°,T) . 

Пусть Ох — внугр нность дуги Г, а G2 — внешность дуги Г, 
Тогда круг К разби ется на области Ляпунова Д , D2: 

^•-(KnGOU^nGO-AuA 

\ ср (г) йг — ^ (р (г) dz + \ <р (г) dz. 
дК dDi аЬ а 

По оценке интеграла 7.9 имеем 

<с(г).а(А\-е°), \ ср (г) dz 

\ «Р (г) dz 
дЬг 

<c(V).a(D2\E°). 

Но компакты Af~IE и D2DE имеют пустую внутреннюю 
•границу, следовательно, по теоремам П.2. и 10.1, 

а ( Д \ £ ° ) — <*.(А\£); a(D2\E0) — a ( A \ £ ) . 
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Итак: 
a( i ( \E 0 ) — 2 5?(2)dz<2| J <p(z)dz+2 \ cp(2)dz 

dK | dDt (Э-О2 

<2 .C ( r ) . ( a (A\Eo) + a(D2\E°)) = 
= 2-c(T)(a(D1\E) + a(D2\E))<4c(T)a(K\E) = c(E).a(K\E). 
Это завершает доказательство. 

В работе [112] приводятся некоторые частные случаи ме­
трических условий на компакт Е и его внутреннюю границу 
<?oE, при которых A (E) =R(E). 

В работе Н. У. Аракеляна [3] полностью решена (в гео­
метрических терминах) задача о возможности равномерных 
приближений аналитическими функциями с фиксированным 
множеством особенностей. Частным случаем такой постанов­
ки являются задачи равномерного приближения многочлена­
ми и целыми функциями. Приведем этот результат. 
_ Пусть D — область в расширенной комплексной ПЛОСКОСТИ 
С, дОф 0— граница D, E c D — множество, замкнутое отно­
сительно D, Е° — множество внутренних точек Е. Как 
и раньше, С (Е) — множество непрерывных функций на Е 
(но Е, вообще говоря, не компакт), A(E)—-множество непре­
рывных на Е и аналитических на E0 функций. Н(£>)-—мно­
жество аналитических в D функций. HD{E)—-равномерное 
.замыкание множества сужений на E функций из Н(D): 

/GHD(E)4* in! sup | /И-£(г ) | -=0 . 
еея (D) -е £ 

Основным вопросом ВОЗМОЖНОСТИ приближений является 
для каких множеств Е A(E)~HD{E)> 

Пусть p(A, В)—сферическое расстояние между множества­
ми А и В: 

Пусть Ve(dD) — Е-окрестность границы области D: 
Ve(dD) = {z:p(z,dD)<t}. 

О п р е д е л е н и е П.6. Пусть E —компакт из С, 2GC\E. 
Кривой Г, соединяющий z с F, называется непрерывное 
•отображение C=-T(t) полуинтервала [0,1) в С такое, что 

Г(0)-г , limP(r(t),F)—0. 
t—».i 

О п р е д е л е н и е И .7. Множество E c D , замкнутое 
•относительно области D, называется Ко -множеств ом (EQKD), 
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если для любой точки z£D\E существует непрерывная 
кривая T 2 c D \ E , соединяющая точку г с dD, такая, что 
для любого е > 0 существует 8 > 0 , что из условия zQVe,(dD) 
следует VzaV&{dD). 

Т е о р е м а И-8 (Н. У.' Аракелян). Для равенства A(E) — 
= HD(JE) необходимо и достаточно, чтобы Е было KD-M.HO-
жеством (E6.-C.O). 

Доказательство и ряд других результатов о возможности 
касательных приближений см. [3], а также [1,2]. 

§ 12, ПРИБЛИЖЕНИЯ НА НИГДЕ НЕ ПЛОТНЫХ МНОЖЕСТВАХ 

Если компакт Е не имеет внутренних точек, то A (E) = 
= С{Е), и задача приближения на таких компактах СВОДИТ­
СЯ к совпадению алгебр С(Е) и R(E). 

В терминах аналитической емкости вопрос о возможности 
приближения любой непрерывной функции рациональными 
решен в работах А. Г. Витушкина [5, 7]. 

Применяя емкостный критерий совпадения A(F) и R(E) 
(теорема 10.1) для нигде не плотных компактов (Е°= 0 ) , 
сразу получаем 

Т е о р е м а 12.1 Пусть Е — компакт. Для равенства 
С(Е) —JR(E) любое из следующих двух условий является не-
•бходимым и достаточным: , 

1) Для любого ограниченного открытого множества О 
a(G\E) = a(0). 

2) Для каждой точки г£Е 
{ а«(*В>\Б) > 0 > 

й-*0 

где К (г, 8)—-круг радиуса 8 с центром в точке г.1) 
Можно получить более слабое условие, чем условие 2),. 

достаточное для C(E)=j-?(E). 
Для ЭТОГО используется важное свойство аналитической 

емкости —так называемая неустойчивость емкости. 
Т е о р е м а 12.2 (А. Г. Витушкин). Пусть /—произволь­

ное множество. Для почти всякой точки z (за исключением: 
множества площади нуль) выполняется одно из двух соот­
ношений: или 

i ira-i—]|——i-0 

В работе [50] доказано, что R(E) = C(E) эквивалентно экстремаль­
ности коэффициента рада Лорана любого номера, а не только первого-
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или 
11т-а-рУ'-а>--1. 
6-,0 О 

Доказательство см. [12], стр. 188 — 192. Из этого свойства 
неустойчивости легко получить следующее утверждение: 

12.3. Пусть множество О таково, что для почти всех 
точек г (за исключением множества площади нуль) выпол­
няется 

ш я-опу-.ад>0. 
а->о 6 

Тогда для любого круга ЛГ(г,8) выполняется 
a [Of] К (г, 8)] =-8. 

Из теоремы 12.1 и утверждения 12.3 сразу получаем 
критерий совпадения С (E) и i? (E): 

Т е о р е м а 12.4 (А. Г. Витушкин). Пусть E —компакт. 
Следующие условия эквивалентны: 

1) С (Я) = /?(£); 
2) а (О\Е) = а,(0) для любого ограниченного открытого 

множества О; 
3) Для почти всех точек zQE (за исключением множества 

площади нуль) 

В главе Vl будут приведены теоремы С. Н. Мергеляна 
и Бишопа о совпадении С (Е) и R(E) в терминах банахо­
вых алгебр. 

Глава V 

ПРИБЛИЖЕНИЯ ФУНКЦИЙ 
С УСЛОВИЕМ ГЁЛЬДЕРА 

В этой главе изложены результаты о свойствах аналити­
ческой а-емкости и возможности равномерных приближений 
на компактах фуикщ-ш, аналитических во внутренних точках 
и удовлетворяющих условию Гёльдера (см. [39, 113]). 

§ 13. МЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА АНАЛИТИЧЕСКОЙ а-ЕМКОСТИ 

В работах [23, 86] доказано, что множества нулевой ме­
ры Хаусдорфа порядка 1'+а являются устранимыми осо­
бенностями в классе аналитических функций с условием 
Гёльдера а (см. теорему 2.8). 
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Здесь мы приведем доказательство теоремы 2.7 уста­
навливающей соизмеримость аналитической а-емкости мно­
жества ia (E) (см. определение 1.10) с обхватом ii+a(E) 
порядка 1+а множества Е (см. определение 2.6). 

Нам будет удобнее пользоваться покрытиями из квад­
ратов, а не из кругов, но для обхвата in(E) мы сохраним 
обозначение. 

О п р е д е л е н и е 13.1. Конечная или счетная система 
квадратов {at} удовлетворяет условию (A), если для любо­
го квадрата К на плоскости выполняется 

2 1 + а, 1 + а 

d(^)<2-d(K). (А) 
(Если в квадрат К попадает счетное число квадратов о--, 
то подразумевается, что ряд сходится). 

Лемма 13.2. Если система квадратов {аг} удовлетво­
ряет условию (А), то 

-1+и(и-,)>^(а,)1 + , \ 
1 ' 

Действительно, пусть мнол<ество \]а1 покрыто квадра­
тами {Kj}. Тогда, по условию (А), 

d{Kta>h 2 d^1+a 

И 

2d(/<;-)1+a42 2 d{oira>\jid(clr\ 
так как квадраты {А',.} покрывали (Jat. Лемма доказана. 

i 

Лемма 13.3. В любой конечной или счетной системе 
квадратов {а,} с конечным обхватом /1+а(и~.)(0<--.<1) со­
держится конечная или счетная подсистема квадратов 
{aij, удовлетворяющих условию (А) к такая, что 

2dKr«>±7h+a(u°d. 
п 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим подсистему квадратов 
{%}> удовлетворяющую условию (А) и максимальную в том 
смысле, что присоединение к ней любого из оставшихся в 
системе {<-г} квадратов ведет к нарушению условия (А). 
Строится такая максимальная подсистема по следующему 
правилу: пусть аи ah, .. •, ";., построены, тогда о.п+1—квад­
рат из {-•} с наименьшим номером г„+1, такой, что система 
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•31,0;., . . . , ain, aifi+l удовлетворяет условию (A). Получен­
ная таким способом подсистема {а1п} максимальна по по­
строению и удовлетворяет условию (A), так как любое ко­
нечное подмножество квадратов из {о- } этому условию 
удовлетворяет. 

Для каждого квадрата ау- из системы {at}, не попавше­
го в подсистему {-•/.,}, построим квадрат KJ^Q/ такой, что. 

d(°j)1+a + 2 'd(o01+">2*<*/)1+"- (-)-

Это можно сделать, так как {a-j максимальна. Тогда 
U.-iC[(UK'/)U(U<-/„)], т. е. квадраты {КА и {о, } покрыва-
i j n " 1 и ют множество lj<v 

t 

Обозначим через Kj квадрат, концентричный К) с диа­
метром d(Kj)—4:d(Kj). 

Теперь из квадратов {/<"/} выберем такое подмножест­
во квадратов {К' }, чтобы (иа.)-[(1Ж) )U(U%.)], и при 

м i m i'1 и 

этом «серединки» квадратов {К\ } не пересекались. 
KhП К}„ — 0 , если РФЦ-

Такое подмножество квадратов {К, } можно получить 
в'результате следующего процесса. Так как /1+tt(U-.i)<oof. 
то, в силу леммы 13.2, последовательность чисел {cl(Kj)} 
ограничена сверху. 

Пусть M1 = snp{d(KJ)}. В качестве /<";, возьмем квадрат 
2 

с диаметром d (/<л) > j Mi и выкинем все квадраты К} та­
кие, что соответствующие им -.-уС/С).. С оставшимися квад­
ратами К j проделаем то же самое, т. е. найдем M — 
= sup {d (ЛГ-)} и квадрат Kh с диаметром d (Kj) > §• M2 и 
выкинем все квадраты К} такие, что соответствующие им. 
° ] С ^ , и т. Д. Так как при p<q d{Kjq)<Mp<\ d(KJp), 
d (K'Jp) =4d (Kjp), ajq принадлежит К/ но не принадлежит K'j , 
то -гОрП-/С/<г-=0. Очевидно, что M,„->0 (иначе бы 
li+a({Jei) — oo), поэтому все квадраты оу, не попавшие в 
подсистему {ai;i}, будут покрыты полученной системой квад­
ратов {К', }. Тогда 

>т 

(LWcKu/c; )u(Uog]. 
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Итак, квадраты {/<", } и {-.„} покрывают множество (Jo-, 
'т " I 

.•значит, 
2-*(^я)1+в+2--(в'я)1+в>-'+-(у«,). 
т п 

Но, ввиду (1), 
d(K, )1+a=4 l+v(;o )1+и<41+а 2 -*к)1+в. 

/ m ~ -.a, CKy 
'л •'га 

.•а так как KjpP\Kjq=0, то 
Sd(A-;)1+"<41+e2--K)1+" 
m m л 

'Тогда 
( 4

1 +« + l ) 2d (ag 1 + a >^ + a (Ua, ) , 
л 

то есть (0<а<1), 

2dK)1+a>^/1+a(y^)-
л 

• Лемма доказана. 
Т е о р е м а 13.4. Для произвольного компакта E, 

0 < а < 1 , 
с! (а) к+а (Е) < "fa (E) < c2i1+a (E), (1) 

тде c1(cx)>0 —константа, зависящая только от а., с2>0 — 
абсолютная константа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Докажем правую часть нера­
венства (1). Для этого достаточно установить, что для 
любой функции f{z), аналитической вне Е, /(оо)=--0, и во 
всей плоскости, удовлетворяющей условию Гёльдера 

1/(г')-/(^)1<|г'-гТ-выполняется 
)f{z)dz <c2/i+a(E), 
r 

где Г —контур, охватывающий компакт E. 
По определению A+a(E), существует покрытие компакта 

£ конечным числом открытых квадратов at, со сторонами, 
параллельными координатным осям, такое, что 

2rf(-.)1+a<c^+"(--?). (2) 

где d (a.)—диаметр квадрата ог, с3>0 —абсолютная констан­
та. Тогда Г = ШдвЛ\[U (до.П0/)] —контур, охватывающий 
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Е (даi—-граница квадрата а,.). Пусть квадраты о, перенуме" 
рованы в порядке убывания диаметров., Обозначим через 
а\ = а - \ [ и 01. Пусть точка zfia'r Так как d(ai) <d(o/-), 
рели i > / , то .длина границы да\ множества a't не ,.превос­
ходит 2]/"2Й!(о;). Тогда 

да, 

2 5 [ / (z ) - / (z . ) ]dz < 2 S 1 / ( * ) - / ( г , ) |Л < 
да. а-. 

<Il-?W2K2d(0.)-=2j/-2 2^(-!')1+a 

й, вследствие (2), 
lf(z)dz<cs2y~Tll+a(E) = c2li+a(E): 
г 

Правая часть (1) доказана, б) Для доказательства левой 
части (1) достаточно по любому 8>0 построить, функцию 
<Ра(г), аналитическую вне 8-окрёстности Ea компакта Е, 
такую, что •?е(<х>)----0, 

|Т8(^)-<Р6(г")|<|г'-г"|« K({infty})|>c1(a)Z1+a(E). 
Действительно, пусть 8„{to}0. Тогда из последовательности 
функций ср6 (г), удовлетворяющих этим условиям, можно (по 
теореме Арцеля) выделить подпоследовательность, сходя­
щуюся равномерно на всей плоскости к функции ср(г), ана­
литической вне компакта Е, <p(oo)==О, 

М г ' ) - ? ( г 1 < | г ' - г Т . \<?'(oo)\>Cl(a)ll+a(E): , 
а это означает, по определению, что 

Перейдем к построению функции «р-(г). Разобьем всю 
плоскость на равные непересекающиеся квадраты диаметра 
•8 со сторонами, параллельными координатным осям. Пусть 
iai} —те из этих квадратов, которые пересекаются с ком­
пактом Е. 

Очевидно, что /i+a/Uai]>A-i-a(E)> так как ЕеU<-> Со­
гласно лемме 13.3 в системе {о,.} содержится подсистема 
квадратов {oj}, удовлетворяющая условию (A) и такая, что 

2d(ay)1+a>^/1+a(E). 
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Так как d(a/)—8, это означает, что существует п квадра­
тов {oj) (/—1, .. .,/г), удовлетворяющих условию (A), где 
«81 + t->i/1 + a(E). 

Пусть zt — центр квадрата <з} из этой подсистемы. Тогда; 
gl+K 

построим функцию <?j{z), равную • при г вне квадрата 
-;- и продолженную внутрь квадрата ei с условием Гёльдера 

|срДгО-?/(г") |<2|г- гТ-
Рассмотрим функцию /в (г), равную 

п 

Л(г)=1>/(г).-
/ - -

Очевидно, что /6(г) аналитична вне В-окрестности Eft 
компакта Е, 

/б(оо)-=0, |/;({infty})|=«SI+->--?Z1+a(E). 
Теперь докажем, что функция /б(г) удовлетворяет усло­

вию Гёльдера порядка а с некоторой константой с(а). Для 
этого надо оценить 

1/6(г')-/6(г")| = 2ъ(г')-9;(г") (3) 

Пусть заданы точки г', г". Выберем натуральное числк> 
т так, чтобы (т— 1)8<|г' — г"|<от8. Пусть D—-квадрат 
со стороной Зяг8, вершины которого лежат в узлах нашей 
8-решетки, а центр —в том же S-квадрате, что и точка! 
- ' 4- z" 
—-g—. Разобьем сумму в правой части (3) на две следую­
щим образом: 

|2?у(*')-<Р/(г") < 2 \j{z')-^{z") + _ V - ( z ' ) - ? A O , 
I / j i 

где £ означает суммирование по тем J, при которых 

ajCzD, а 2^ —п0 остальным J. 
j 

Сначала оценим 

Оценивая 
l-f̂ zOI < min 2S«, 

gl-fa 
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и воспользовавшись тем, что система {-д удовлетворяет 
условию (А), легко получить, что 

2 т 6 

_.'.?/(*').<* S ~^idP = £(2mb)«Ke(a)\z -г"|<-. (4) 
у б Р 

Аналогично получаем 
£'|.?/(z")l<c(«)|z'-z"| . ( 5 ) 

у 

Теперь оценим 2 1т/(-0 — сР/(г")1. Заметим, что для /, при 
у 

котором 6/nL>=-0, 
1<Ру(г,)-?у(г")|-=81+а 9-1-f-79^"'^) <28--Н-|г -г''| р(2', a/)p(z", а/) [р(~'> ̂ ) ] г 

Воспользовавшись, как и выше, тем, что {а,} удовлетворяет 
условию (А), получим 

со 

/ i.p 

=Т=^ |г - г ' ^тЗ)» - 1 < с (а) |г'-г"]«. (6) 

Объединяя (4), (5), (6), получаем 
\Мгг)-А(г")\<с(Ф'-гГ-

Откуда по определению Ta(E). если Ыг)——-/б(г), 

^£S>>"Ца)'Т7 ll+*(E)= Ci(a)ii+a(E). 
Теорема доказана. 

Теорема 2.7 сразу следует из теоремы 13.4, если вос­
пользоваться тем фактом, что для любого ограниченного 
борелевского множества Е и произвольного е>0 суще­
ствует компакт E-cE такой, что 

к+а(Е) > МЕЛ > li+a(E) -в. 
С л е д с т в и е 13.5. (Полуаддитивность аналитической 

а-емкости). Для ограниченных борелевских множеств E-, E2, 
О < « < 1, T«(Ej U E2) < с3(«) [T«(£i) + ME,)}. 

Действительно, по теореме 2.7: 
Ta(E. U-2)<с%1 M-a(Ei UE2)<c2[/1+a(Ei)+A+«(E2)]< 
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§ 14. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ С УСЛОВИЕМ ГЁЛЬДЕРА 

Пусть Аа(Е) — пространство функций, аналитических во 
внутренних точках компакта Е и удовлетворяющих усло-
• вию Гёльдера порядка а (каждая со своей константой) на 
всем компакте.1) 

Теорема 14.1. Для того чтобы Aa(E)c/?(E)(0<a<1), 
необходимо и достаточно, чтобы во всех граничных точках 
z компакта E (zGdE), кроме, может быть, множества нуле­
вой меры Хаусдорфа порядка 1 + а , выполнялось 

— - у \S (г, r)\E] . n 
1 1 m - •• ••• ' >- J - > 0 , 
-->• о r 

где S(z, г) — квадрат ее стороной г с центром в точке г. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 

• Лемма 14.2. '! (F)>c(a(F)-d(F)~a, где d(F) — диаметр 
множества F. 

Лемма очевидна. 
Лемма 14.3. Пусть F — компакт. Для всех точек z^F, 

кроме, быть может, множества (1+а)-обхвата нуль, выпол­
няется 

- . l1+a[S(zr)C]F\ 1 
Л 7^ ^16' 

где S (z, г)-квадрат со стороной г с центром в г. 
Действительно, если во всех точках множества Fx 

i T ^ _ ± - _ — L _ _ i ^ i 
Л г1+« ^16' 

то легко доказать (по аналогии с теоремами о точках 
плотности), что ^+a(Ei) —0. 

Необходимость . По лемме 14.3 почти во всех точ-
• ках z границы дЕ компакта Е (с точностью до множества 
(1+а)-обхвата нуль) выполняется 

Т— W W O n a g l . , 1 •• 

'Значит, в этих точках по теореме 2.7 
— - Т а I - 5 ( - • • ' • ) П - - П ' в ; ({alpha})' lim — —— > ; 

- - • о . ..l + a . , ^ Ш 

*•' Формулировки-некоторых теорем о возможности приближения функ­
ций с'условием Гёльдера приведены в [16]. , • . • " ' 

П80 



Рассмотрим функцию ">_._•.(£), аналитическую вне множе­
ства S (z,r)f\dE, удовлетворяющую условию Гёльдера а, 

SH- S Ъ . г Ю dc 
as(-,r) 

тЛ5 (г ,г )П^] . 

Такая функция существует по определению та[5(г, r)n<5E]. 
Очевидно, что |т2,г (С) |<сг а , ?-,,.. (С) eA"(E). Значит, 
fzr (-•) G-? (E). Но тогда, по оценке интеграла (см. теоре­
му 7.9) 

Ta[S(2,r)n<—'l = in \ ? , , fW* 
dS(z,r) 

< 

<cmax|<p,ir(C)|-Tf[5(z,r)\.E]. 

Следовательно, так как [ср.-,- (С)|<сга, 

1ТЙ———-——^>£1^>0 

почти во всех точках г границы компакта dE (c точностью, 
до множества (1+а)-обхвата нуль). 

Д о с т а т о ч н о с т ь . По теореме 9.3 A. Г. Витушкина, 
дающей достаточные условия для принадлежности индиви­
дуальной функции /.(г) 6/? (E), надо доказать, что для лю­
бой функции /(z)6Aa(E) и любого квадрата S (г, г) 

\ /W dc 
dS{z,r) 

<S(r)T[5(2,r) \E], 

где 2 (/-)-> О при г {to} О (S(r) зависит от /(г)). 
Пусть f(z)&Aa(E), тогда /(г) удовлетворяет условию-

Гёльдера | / (3 / ) — / (z") |<M|2 - г " | а и аналитична на внут-\ 
рениости E0 компакта E. Поэтому для любого квадрата 
S(z,r) 

| J /(C)dc|<M^1 + a[S(2,r)\E°]. 
dS (z, /•) 

Итак, нам достаточно доказать, что для любого квадрата' 
S (г, г) 

li+a[S (г., r)\E*]<cr*4lS(г, г)\Е]. (1) 
Но . . 

• [S(z,r)\E°]==[S(z,r)\E]U[S(.2,r)n3E], 
значит, 

l1+a[S(z, r)\E°]</i+a[5(2:, r)\E\+li+b[S{z, г)ПдЕ\. (2) 
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1) Если h+a[S{z,r)\E]>!i+a{S(z, r)f)dE], то по тео­
реме 2.7 

k+a[S(z, r)\E°]<2/1+a[5(2, r)\E]<—--Tab--(г, r)\E], 
откуда по лемме 14.2 

/ 1 + a[5(Z lr) \Eo]<-T- i - -r a
T[S(2, r ) \ E ] . 

В этом случае неравенство (1)-доказано. 
2) Пусть i-+a[S(z. r)f]dE]>l1+a[S(z,r)\E], но по ус­

ловию теоремы почти во всех точках С множества 
[S (z, г) П дЕ] выполняется 

6-0 6 

Следовательно, почти для всех (с точностью до (1 + <х)-об-
хвата нуль) точек С множества [S(z,r)C\dE] можно вы­
брать такой квадрат S(C, 8) с S (г, г), что 

т [ 5 (С, -)\E]>81+CV-K. (3) 
Из этих квадратов выберем счетную систему квадратов 
{S.(^. S-)}, которая покрывает все такие точки С. Значит, 

li+a[\JS^l,bl)]>h+a[S(z,r)r\dE]. 

По лемме 13.3 можно выбрать из этой системы квадратов 
конечное число квадратов { S ^ , Si)}, удовлетворяющих 
условию (А) таких, что 

2 d (S (г,, 8y))1 + a>ih+ a [S (z, r) n дЕ]. 
] 

Легко видеть, что из этих квадратов {S(C_/, 8/)} можно вы­
брать такую подсистему {S (С„, §„)}, ЧТО 

%Wn)1+a>±li+a[S{e, г)Г\дЕ],. (4) 
п 

S (Ср, 28р) n S (С?, 28-) = 0 , если р + Ц. (5) 
Итак, мы получили конечное число квадратов. {5(С„, Ьп}, 
удовлетворяющих условию (А) и условиям (3), (4), (5). 

Пользуясь условием (3), построим функции <р„(г) со сле­
дующими свойствами: 

а) -РиИ аналогична вне множества [5 (С„, 8„)\E], 
ср„(оо)—0; 

б) |?п(г)|<Л 
. в) \^п(оо)\=Ь1

п
+а. 
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Пользуясь условием (Л) и (5) на квадраты {5(С„, 8„)}, 
аналогично тому, как это делалось в теореме 13.4, можно 
доказать, что для функции <р (г) = 2 <рп (г) выполняется 

п 

W(z)\<cra. (6) 
С другой стороны, <р(г) аналитична вне множества 
S (z, г)\Е и ср(оо)-=0 (по свойству а)), и согласно в) и 
<4), 

l?'({infty})l = 2 8 « + a > c - W S ( z , г)n5.fi]. (7) 
П 

Наличие такой функции ср(г) со свойствами (6), (7) оз­
начает, что 

4[S(z, r)\E]>c-r-«Ll+a[S(z, r)n3E], 
что вместе с (2) в случае 2) влечет за собой (1). Теорема 
доказана. 

З а м е ч а н и е . При доказательстве теоремы 14.1 мы, 
по существу, получили следующие более сильные необхо­
димые и более слабые достаточные условия: 

14.4. Для того чтобы Aa(E)c:R{E), необходимо, чтобы 
почти во всех граничных точках zQdE (c точностью до 
множества (1+а)-обхвата нуль) выполнялось 

mr1-——i——-—->c(«)>0. 
--+0 г 

14.5. Для того чтобы Аа(Е)сЯ(Е), достаточно, чтобы 
почти во всех граничных точках гбдЕ (с точностью до 
множества (1-|-а)-обхвата нуль) выполнялось 

— - y\s(*.r)\E] д 

/--•.о г 1 + й 

Эти условия, разумеется, в силу теоремы 14.1, эквивалент­
ны и отражают уже упоминавшуюся «неустойчивость» ана­
литической емкости (ср. теорему 12.2). 

В монографии Гарнетта [113] изложены результаты, 
связывающие емкости множеств относительно различных 
запасов функций с мерами этих множеств. Вышеизложен­
ные результаты о а-емкости ("f{alpha}(E)) и о приближении функ­
ций с условием Гёльдера распространены на функции с 
модулем непрерывности ш(£), удовлетворяющим условию 
$ » Ю Л < р о . . • . 
о 

Емкости, определяемые относительно запаса функций с 
таким фиксированным модулем непрерывности <a(t), связа­
ны с h-мерами Хаусдорфа, где h(t) = t-w(t). 
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,: Остановимся на одной нерешенной проблеме, "связанной 
с.функциями, аналитическими вне компакта E и удовлетво-v 
ряющими на всей плоскости условию Липшица 
(а=-1, /6A-(E, 1)) (см. [113], III, §5). 

Если площадь компакта E равна нулю, то класс A- (E, 1) 
тривиален. Обратное неизвестно. Существует предположе­
ние, что для любого нигде не связного компакта E класс, 
_4i(E, 1) тривиален. ; 

Глав а VI 

СВОЙСТВА АЛГЕБРА (E) И A(E) 

В этой главе рассмотрены свойства ЩЕ) ,и A(E) как 
банаховых алгебр функций с равномерной нормой. Основ­
ные понятия и методы такого подхода к вопросам теории 
приближения содержатся в работах [74, 106, 132]. 

; § is. точки ПИКА 

Пусть 5(E) —некоторая банахова алгебра непрерывных. 
функций на множестве Е с равномерной нормой. 

О п р е д е л е н и е 15.1., Точка а£Е называется точкой 
пика для алгебры 5(E), если существует функция /65(E) 
такая, что | /(a) | > | / ( г ) | для всех zQE, гф.а (см. [14, 74,. 
106]). 

В терминах аналитической емкости дополнения к E можно' 
дать критерий точки пика для алгебр R{E), A(E) [35]. 

Пусть E — компакт, E0 —множество внутренних точек E, 
Пусть /С„ (я)-кольцо — > | г _ а | > - 1 _ , т.1(а)= 

-=T[tf»(a)\E]; a„(a) = a[/r„( f l)\E-]. 
Теорема 15.2. Для того чтобы точка a6E была точ­

кой пика для алгебры Д (E), необходимо и достаточно, чтобы 

я - - . 

Теорема 15.3. Для того чтобы точка a6E была'точ--1 

кой пика для алгебры A (E), необходимо и достаточно, чтобы 
оо 

, , 2 2 "M- - ) - { in f t y } - (-->• 
• „ л - 1 
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Лемма 1§.4. Пусть'-точка а$Е такова, что 
С О . . ; ' ' • 

_2«тЛ*)<оо, ' 
л=-1 

тогда для любой функции f(z)QR(E) выполняется 

|г-а|-
2 Я/ 

л—А дКп(а) 

Здесь предполагается, что функция /(г) продолжена непре­
рывно на всю плоскость. 

Лемму 15.4 легко получить из оценки интеграла для. 
кольца (следствие 7.7), гарантирующей сходимость ряда в' 
правой части. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть ряд (1) сходится. Если; 
a —точка пика, то существует функция f(z)QR(E), такая, 
что / (a) = 1, | / (г) | < 1 для г фа. 

При достаточно больших k и m применим лемму 15.4 к 
функции g=/>"££> (Е). 

По оценке интеграла (7.7) получаем 

Выбирая k таким большим, что --,2pJ2n"f„(a)<s, а затем, 
/n таким большим, что 

л=А 

< - , 

получаем g(a)<2e, что противоречит g(a)=\. 
со ' 

Д оста / гочрость . Пусть Jj2n7n(a)—°°- Согласно' 
'я«-1 

лемме 1 работы [14], для того чтобы доказать, что а£Е 
является ТОЧКОЙ пика, достаточно построить «нестрогий» 
пик, т. е. для фиксированных чисел 0 < р < а < 1 и произ­
вольного 8>0 построить функцию f(z)QR(E), обладающую-
следующими свойствами: | / ( г ) | < 1 ; | / ( а ) | > а , |/(г)|<р<" 
для |г —a |>8 . . : . , , . . • 

Из полуаддитивности аналитической емкости множеств,. 
разделенных окружностью или прямой (теорема 8.2), сразу 
следует, что в каждом кольце Кп(а) существует замкну-
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тое множество E„cCE такое, что его диаметр 
d(E„)<-i-2--1, 

a 

22"T(F»)={infty} . 
«-о 

•Обозначим через срп(г) функцию Альфорса множества Fn, 
эта функция обладает следующими свойствами: а) ф„(г) 
•аналитична вне Fn\ б) |ср,,(г)|<1; в) | <?п (z) I < J(Zi pn), 
где р(г,F„)—-расстояние от точки z до множества Fn 

оо 

.(см. лемму 3.1); г) <fn(z)=^dal(z-znyk,meznQFn,\z—zn\> 

>2d(E„), a1='((Fn) \a'l\<c--t(Fn)d(Fny-\ где с — абсолют­
ная константа (см. лемму 3.3). 

Из последнего условия следует, что для \г — гп |>6d(F„) 

-где с! > 0 - абсолютная константа. 
Теперь, пользуясь этими условиями, построим из функций 

ср„ (г) «нестрогий» пик. Пусть задано 8>0. Выберем числа 
JV-, N2 так, чтобы выполнялись неравенства 

2-^<^cv(b-2-N% (5) 

тде с!--константа неравенства (4), и 
-V-

3 > 2 2"T(F„)>1. (6) 
rt-JVi 

Пусть /(г) = 4 2 t V ^ X гДе |Р„| = 1, argP„— -arg<pn(a). 
n=JVi 

Тогда, если | г - a | > 8 , то р(г, FNl)>p(z, А".у..(а))>8-2~N\ 
и, так как у (E„) < 2 ", в силу в) и (5) получаем: 

| / . ( г ) |<-^2 .в-5^г<-Й Для | г - « | > - . (7) 

Теперь докажем, что | / (г ) |<Г Для этого оценим модули 
функций <.рм(г,), <?j(z), tp/+1 (г) (где j таково, что zeK](a)) по 
условию б).единицей, а для остальных я. заметим, что 
,р(г, Кп(а))>2~п~1, поэтому по в) и (6) получим 

| / ( г ) | < | 3 + 2 . 2 2"T(Fn) < 1 -
• . . . L n--.Vt , , 

"186 



Оценим снизу] /(a)], пользуясь неравенствами (4) и (6): 

I/ <*)i =4.2 I?» и > т .2 --"т w > T-- (8) 
я—.V, " П--Л.",. 

Условия (7), (8) и неравенство | / (г) |<1 д л я ZQE' означают, 
-— а - -10' а ~ 9 что мы построили «нестрогий» пик с р-=-—, а==—. Теоре­

ма 15.2 доказана. 
З а м е ч а н и е 15.5. Теорема 15.3 доказывается совершен­

но аналогично, если заменить емкость множества особен­
ностей функций из </?(£) аналитической С-емкостыо мно­
жества особенностей функций из А(Е) (а[Кп(а)\Е°]) 
<см. [87]). 

Сформулируем две теоремы о совпадении алгебр С(Е) и 
У? (E). Для точки С компакта Е определим функцию 

M(g=limlimM8,fl(q, 
й_0 8_..о 

где Ме.^ (С) = sup |/8|- (C)| по всем таким функциям /е,б (г)£# (Е), 
что ||/8le||B{le}1, и при \z — CJ>8 выполняется |/в,б(г)|<е. 

Т е о р е м а 15,6 (С. Н. Мергелям [40]). Пусть Е — компакт. 
Следующие условия эквивалентны: 

1) Д(Е) = С(Е), 
2) М{$=1, 
3) Ж(С)>0 почти для всех C6E' (кроме множества площа­

ди нуль). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если #(Е)=С(Е), то M(t)=s1, то 

есть из 1)1=->-2). Очевидно, что из 2)1=->-3). Остается доказать, 
со 

что из 3)1=И). Докажем, что если М(С) >0, то 2 --"T/i(С) = оо 

(см. 15.2). Действительно, если 2 2"Тп (У < {infty}. то, применяя 
к функции /в,л (г)6/? (E) лемму 15.4 и оценку интеграла для 
кольца 7.7, получаем 

1 |/в.б(С)|< 
1С—*|—2-Л—в П"к 

< Е + с2. 2яТп(С). 
n-k; 2~к°~й 

Отсюда следует, что M(C)—1imlimsup|/e,6(C)|— 0. Итак, 
в~>0 Е-1-0 

со 

если Ж(С)>0, то 2--"Тп (С) == оо, то есть, согласно 15.2, 
точка С является точкой пика для /? (E). Далее, если 
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со 

{sum} 2 л т „ (С) = о о , т о 

П-5--0 

а это означает, что 
—-- -у Г/С (Е, S)\E] lim —— s- J — оо. 
5-0 б2 

Так как Ж (С) > 0 почти всюду на Е, то lira &~2f [AT (С, 8 ) \E]= ' 
6-0 

-=- оо почти для всех точек С, что по теореме Витушкина 
12.4 влечет R(E) = C(E). 

Теорема 15.7 (Е. Bishop [74]). E —компакт- Для ра­
венства C(E) = R(E) необходимо и достаточно, чтобы почти 
все точки C6E были точками пика алгебры R (Е) (за исклю­
чением множества площади нуль). 

Необходимость очевидна. Достаточность доказана в 
предыдущей теореме, так как, если С —точка пика, то 
Ж(С) = 1. 

Теорема Бишопа устанавливает равенство алгебр С (Е) 
и R(E) в случае совпадения множества точек пика этих 
алгебр. Некоторое время казалась правдоподобной гипотеза 
A. A. Гончара [15] и ее аналоги в терминах аналитической' 
емкости (см. [12], стр. 187 — 188) о том, что алгебры R (Е) 
и A(E) равны, если у них одно и то же множество точек 
пика. Однако Дэви [88] построил красивый пример, опро-
вергающий это предположение. В этой работе указан 
такой компакт E, что каждая его граничная точка является 
точкой пика алгебры R(E), но при этом А(Е)ФЯ,{Е). 

Остановимся еще на одном контрпримере к следующей 
гипотезе Р. Э. Вольского [4]: Пусть Е — компакт,Е° — множест­
во его внутренних точек, /gC(E) и такова, что f\E°QR (Еъ)] 
f\(dE)£R(dE), тогда fQR(E). В работе [94] построен контр­
пример и доказано, что предположение верно, если внутрен­
ность Е° компакта Е является кругом. В этой же работе 
сформулированы две проблемы: 

15.8. Пусть /еС(Е) и f2GR{E). Должна ли feR(E)1 
15.9. Пусть E1 и E2 —компакты, /еС(Е{[}Е2), /\Е^{Е1 

и / = 0 на E2. Должна ли /e#(E1UE2)'> 

§ 16. СТРОЕНИЕ ДОЛЕЙ ГЛИСОНА 
• ' 

О п р е д е л е н и е 16.1. Две точки пространства макси­
мальных идеалов алгебры А принадлежат разным долям,, 
если расстояние между соответствующими им мультиплика-' 
тивными функционалами (значение в точке) равно 2. Две 
1 8 8 " ' , • 



2°™. [m,aiU])ar °Д Н 0 Й Д ° Л е ' 6СЛИ Э Т ° р а с с т о я н и е меньше 
Это общее определение для алгебр # ( " А(Е) neDedboo . 

мулируется следующим образом. v '' к ' aLPe(P°P 
О п р е д е л е н и е 16.2. Две точки а, Ъ компакта E пои-

иадлежат разным долям Глисона алгебры Р(Е) (A(F)) Pr™ 
для любого в>0 существует такая функция Ы(Е) (fPA(E)) 
ч™ |/(г) |<1 для всех-«ei?, | / ( a ) | > l _ e , f(b)~0. Две точ-' 
ки входят в одну долю Глисона, если они не принадлежат 
разным долям. Уилкеи доказал [134], что H e o S S 
доля Глисона алгебры R(E) имеет по1^ите2-1Уюпло™ь 
Приведем здесь другое доказательство [38] Э?огГо2у5ь-• 
тата, использующее технику аналитически . емкости и 
автоматически переносящееся па алгебру А(Е) 

Теорема 16.3 (D. R. Wilken). Точка aGE либо является 
точкой пика алгебры /?(E) (и тогда, конечно, составляе? 
отдельную долю), либо является точкой плотности по пло­
щади для точек Е из той же доли,- что и д 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если точка С не является точкой 
пика для алгебры ЩЕ), то по теореме 15.2 

. С О 

{sum} 2 « Т „ ( < . ) < « > . ' (1) 
Тогда лемма 15.4 дает для любой f(z)Qf>(E) / 

lz-Ci-2 - * «-Л -Ж,г (С) 
(2) 

причем из оценки интеграла для кольца (7.7) следует, что 
ряд в (2) сходится и •оценивается следующим образом: 

v 1 Г f{z)c 
^4 2п ,V z —J |/!-й "дКп{К.) <сг-^-22Ят»С-). (3) 

где с1 —абсолютная константа, Ж=тах|/(г) | . 
Пусть точка а не является точкой пика, так что ряд (1) 

сходится. Пусть N выбрано так, что 

fir {sum} .2«ти(а).<|. (4) 
n---Af-2 

Пусть o„ = o„(a) —круг {г: |г—a|<2 "}, F„ =Fn(a) — мно­
жество точек- круга а/г, . не • лежащих, в ОДНОЙ , доле с a, 
включая точки, не принадлежащие Е\ т (Fn) —• площадь мно­
жества F„; w(oJ—-площадь круга <-„. 

Лемма 16.4. Для каждой точки b^Fn, где n>N из 
•(4), найдется круг oft (£) с центром в этой точке радиуса 
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2""*, где k>n—2, такой, что 

T(CEnM6))>-V2"-/n(oA(<5)), (5> 
где с2> 0—абсолютная константа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Если bQCE, то неравенство (5),. 
очевидно, выполняется для круга, целиком лежащего в СЕ. 
б) Если &6E является точкой пика, то лемма верна, так 
как неравенство, противоположное (5), для всех k>n — 2 
означало бы сходимость ряда (1). в) Пусть точка b£Ef)Fn 
не является точкой пика. Так как а и b лежат в разных 
долях, то существует такая функция f(z)QJR(E), что 

| / И | = 0 , \/(Ь)\>\^\ | / (г) |<1 для Z6E. 

Так как а и b не точки пика,,то мы можем воспользовать­
ся формулой (2) для значений /(г) в точках а и Ь: 

0-f(n\-l-[ — _ ? _ J _ V С f{z)dz 
^ — JW — 2m .3 z~a 2JU 2u ,} z—a' 

|--e|~2-<" + 2 А-я-2 дК,г{а) 

Тогда, так как n>N, из неравенства (4), применяя (3), 
получаем 

• С } (z) йг 

С другой стороны, 
г—а 

|г-й|=2-"+2 
< ! • (в) 

-—ь 
| - -а |=2-"+2 

2JU' 
С f®dz С п-) 
J z—& ,) г— 

2n/ ..i.j 

z—& 
f--a|=2-"+2 

/ (z) dz 

rfz 
6 

|z-6|=2-»+2 

z—b 
ft-rt-1di-cft (ft) 

Но так как \a — b\<2~n, | / (г) |<1, то 
_i_ 
2я J z—a 

!г—e|—2— "+2 

dz [ fWdz
 e i K f ( g ) ( a - b ) t 

J z—& 2.x IJ (z—o)(z— z—& 
|г-а|-=2-л+2 

dz 
b) < 

\a—b\ 
6 1 ^ 3 " 

Поэтому, используя (6), получаем 

Значит, 

1 С L 
2п ) 

{z)dz 
2л J z—b 
|--a|-=2-."+2 

< 

1 С f ( - ) d z С z 
2n .) z—b J 

(z) dz 
2n .J z—b J z—-b 
/г-а|=1 - " + 2 |z-b|=2-"+2 

•* 12 3 

Т " 2 я _ 
k=n—l зк:й (б) 

> 
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что вместе с оценкой (3) противоречит выполнению нера­
венств, противоположных (5), для всех k>n — 2 и любой 
положительной константы с2. Лемма доказана. 

Итак, согласно лемме, все множество Fn покрыто кру­
гами ok(b) со свойством (5). Легко видеть, что из этого 
покрытия можно выделить конечное число кругов ak{bj) со 
следующими свойствами: 

1) Круги ak(b'i)t увеличенные каждый в три раза, не пе­
ресекаются; 

2) 2 tn(csll(b1))>Czm(Fri), где с3>0 —абсолютная кон-
i 

станта. 
Пусть замкнутые множества E.c[CEn<-A (->•:)] таковы,. 

что 
Т ^ - ^ / п М * , ) ) (7> 

(такие множества существуют по лемме). 
Обозначим через <-р; (г) функцию Альфорса (см. § 1) мно­

жества Et. Эта функция обладает следующими свойствами: 
а) 9, (г) аналогична вне Е{, 
б) М г О К 1 для z$Et; 
в) |y;(g)|<»T )<•> г д е p^.E;) —расстояние от z до мно-
жества E-; 
г) |W({infty})| = T(^) (см. 3.1). 
Пусть ср (г)=_2 ?г(2). Используя свойство кругов 1)-, 

i 

равенство (7), свойство в) функций <р;(г:) и тот факт, что, 

о'л-2( а ) 

где Й—абсолютная константа, мы получаем, что 

С другой стороны, используя 2), (7) и г), мы получаем-
\?'(ca)\>c62"-m(Fn) 

(с6, с6>0—абсолютные константы); вместе с (8) это означа­
ет, что 

2r"T[CEnart_2(a)]>c7-/n(En), 
где су>0—-абсолютная константа. Так как а не является! 
точкой пика, то 
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где й(/г)-->-0 при «{to} то; значит, , • 

т. (Fn) < с7 • Q (п) 2_2л < с8 • Q (п) т (ап (а)) 

(Q(n)----O при га-^со), т. е. точка а является точкой плотности 
по площади для точек той же доли, что иа . Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е 16.4. Для доказательства аналогичной 
теоремы. для А(Е} надо лишь заменить емкость дополнения 
к Е аналитической С-емкостыо дополнения к £° (см. замеча­
ние 15.5). 

Остановимся на вопросе связности неодноточечиых долей 
алгебр R(E), А (Е)'. 

Уилкен [135] доказал, что замыкание доли для R(E), свя­
зано. В то же время можно построить компакт Е с несвязной 
долей, например, следующим образом. Пусть компакт Е по­
лучается из единичного круга выбрасыванием счетного числа 
непересекающихся открытых кругов Кп с центрами на диа­
метре (—1,1) и радиусами гп. Эти круги Кп 'можно выбрать 
таким образом, чтобы Ern была достаточно мала (тогда верх­
няя и нижняя' части компакта Е будут составлять одну' до­
лю), и чтобы все точки компакта Е, лежащие на веществен­
ном диаметре, были бы точками пика. В построенном ком­
пакте все граничные точки являются точками пика, а все внут­
ренние, распадающиеся на две связные компоненты, 'состав-

. ляют одну долю. 
Обозначим через Р(а) долю, содержащую' точку а ком­

пакта Е(а£Е). 
В работе [95] сформулирована интересная проблема: 
Г и п о т е з а 16.5. Если точка Ь($Р (а)\Р (а), то Ь— точ­

ка пика алгебры R(E), Другими словами,-различные не-
•одноточечные доли разделяются точками пика, 

В работе [135] доказано, что точка aQE является точкой 
пика для R(E) тогда и только тогда, когда точка a явля­
ется точкой пика для алгебры R (Р (а)). 

Результат работы [95], расширяющий ёмкостной крите­
рий для точки пика (см. 15.2),' подкрепляет гипотезу 16.5: 

Т е о р е м а 16.6 (А. М. Davie, D. R. Wilken). Для того 
чтобы точка а£Е была точкой пика R(E), необходимо и 
достаточно, чтобы 

Ъ2"1[Кп(а)\Р0(а)], " •,.. ; 
• " ~ - " • ; 

где Кп(а)-кольцо 1 ' > | г - а | > - — - , Р0(а)==:Я (d)'UM-, Щ 
—-множество всех, точек пика R (Е). 
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§ 17. ТОЧЕЧНАЯ ПРОИЗВОДНАЯ 

О п р е д е л е н и е 17.Г Точечной производной на алгеб­
ре R (E) в точке а£Е называется ненулевой линейный 
функционал D на R (E), удовлетворяющий 

D(f-g)-f(a)-D(g)+g(a).D(f) 
для всех / , g£R (E). Точечная производная называется огра­
ниченной, если функционал .О —ограниченный линей­
ный функционал. 

В работе [133] приводится пример компакта Е (круг е 
выброшенными непересекающимися открытыми кругами), ни 
в одной точке которого не существует производной на R{E). 

Как показал Браудер [82] существование производной 
на R (Е) в точке aQE связано с тем, является ли эта точка 
точкой пика: 

Теорема l7.2 (A. Browder). Для существования точеч­
ной производной на R(E) в точке а£Е необходимо и доста­
точно, чтобы точка а не являлась точкой пика алгебры 
R(E). 

Согласно емкостному критерию для точки пика (15.2), 
теорема 17.2 дает в терминах аналитической емкости допол­
нения к компакту Е в окрестности точки а условия, необхо­
димые и достаточные для существования в точке а производ­
ной: 

17.3. Для существования в точке aqE производной на 
R(Е) необходимо и достаточно, чтобы 

{sum} 2«Т„(Л) < оо 
л-=1 

(обозначения см. § 15). 
Халлстром [115] вывел соответствующие емкостные кри 

терии для существования ограниченных производных на ал­
гебрах R (Е), А (Е) в точке а. 

Теорема 17.4 (A. P. Hallstrom). Для существования ог­
раниченной точечной производной на R(E) (соответственно, 
и а А (Е)) в точке agE необходимо , и достаточно, чтобы 

со 

{sum} 4"Y,,(a) < оо 

оо 

(соответственно, {sum}4"a,.(<2)< оо)(см. 15.2, 15.3). Не останавли-

ваясь на точных определениях и формулировках, отметим, что 
в работе [115] приводятся также емкостные критерии сущес'т-
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вования ограниченных точечных производных высших поряд­
ков, а в работе [136] содержатся аналогичные условия в тер­
минах представляющих мер. 

§ 18. ТОЧЕЧНАЯ ОГРАНИЧЕННАЯ АППРОКСИМАЦИЯ 

В этом параграфе мы коротко остановимся на задачах 
точечной ограниченной аппроксимации, которым посвящен в 
'Последние годы целый ряд работ [89—91, 93, 107, 109, 127] 
и др. 

Пусть U — ограниченное открытое множество на комплек­
сной плоскости. 

H°°(U) — алгебра всех ограниченных аналитических на U 
функций. 

Основным вопросом точечной ограниченной аппроксимации 
является: 

18.1. При каких условиях на U для любой функции 
/6//°°(U) существует ограниченная последовательность {/„},, 
| |/„||<M функций, аналитических на О и непрерывных 
на U (fn<cA(U), см. гл. IV), сходящаяся в каждой точке U 
к функции /? _ 

Если такая последовательность {/„}, fn&A(U) существует 
для любой f^H^iU), мы будем говорить, что A{U) точечно 
ограниченно плотно /i°°(U). 

В работе [127] доказано, что A (if) точечно ограниченно 
плотно в Н°°{11), если U является внутренностью компакта 
со связным дополнением. В этом случае последовательность 
{/„} молено выбрать из многочленов. 

В работе [107] схема приближений A. Г. Витушкина при­
меняется для получения условий о возможности точечной 
ограниченной аппроксимации в терминах аналитической 
емкости. 

Теорема 18.2 (T. W. Qamelin, J. Garnett). Пусть U — 
ограниченное открытое множество. Следующие условия 
эквивалентны: 

1) A(U) точечно ограниченно плотно в //°°(U). 
2) Существуют г > 1 , с>0, и - 0 >0, такие, что 

7[АТ(г, b)f\dU]<c-a.[K(z, rb)\U] для 8<80 и всех точек 
границы zQdU {К {z, 8) — круг радиуса S с центром в г). 

В работах Дэви [89, 91] доказано, что если для функции 
/бЯ°°(/7) существует ограниченная последовательность 
fnQA(U), сходящаяся поточечно к / , то существует другая 
такая же последовательность {jQ,. ограниченная, нормой 
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самой функции / : | ! / J | < 11/Ц (строгая точечная ограниченная 
плотность). 

Используя этот факт, можно доказать [89, 107], что 
в теореме 18.2 емкостное условие можно требовать не равно­
мерно, а с константами г, с, 80, зависящими от точки гбд-С/, 
а это позволяет получить геометрические следствия: напри­
мер, если U — внутренность компакта E(U=E°) с пустой 
внутренней границей (doE = 0) , TO A (U) точечно ограничен­
но плотно в H°°(U). В работе [108] показано, что в 18.2 
достаточно требовать выполнение условия 2) в точках 

DO 

z£dU\ U Ek, где Ek — множества нулевой длины, лежащие 
на дважды гладких дугах. 

В работах [109, 93] рассматриваются вопросы равномер­
ных и точечных приближений функций из H^iU), непрерыв­
но продолжающихся на некоторое подмножество EcdU. 

ЧАСТЬ II 

; ПРИБЛИЖЕНИЯ в СРЕДНЕМ 

Глава I 

ПРИБЛИЖЕНИЕ МНОГОЧЛЕНАМИ 
В СРЕДНЕМ ПО ПЛОЩАДИ 

ВВЕДЕНИЕ 

Пусть (А —положительная конечная борелевская мера 
носитель которой В принадлежит комплексной плоскости С. 
Через Р1' (dp.), p>\, обозначим замыкание множества ф 
многочленов от одного комплексного переменного z в про­
странстве lp (d\x). Для того чтобы подчеркнуть, что носи­
телем меры является множество В, будем пользоваться 
обозначениями: PP(B;dp), P' (B;d\).). Для некоторых мер 
существует банахово подпространство 1Ра (В; ф), состоящее 
из тех функций /£LP (B;d\i,), которые аналогичны на. мно­
жестве 5°. Важным примером такой меры является ограни­
чение на В плоской меры Лебега т. Для меры Лебе­
га соответствующие пространства будем обозначать через 
РР(В), Lp(B) и 1р

а(В). Подпространство Lp
a(B\d\>) сущест­

вует, очевидно, и тогда, когда d\>. = <hdm, где Ф(г) —поло­
жительная и непрерывная функция на 5°. Бреннан нашел 
[81] более интересный (широкий) класс мер вида d\>. = bdm, 
когда существует такое аналитическое подпространство, 
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Наша цель здесь —описание тех множеств В, любая 
порция которых имеет положительную плоскую меру Лебе­
га, и сосредоточенных на них мер ^, для которых Р? (В; d(j.)=--
----If (В; dp) или РР (В; dp)=L'(В; dp.). 

Первый результат относится к 1922 году, когда Карлеман 
показал [85], что LaP(B)=PP(B), если В является жорда-
новой областью. Позже А. Н. Маркушевич [35] и Фэррелл 
[101] доказали справедливость подобного утверждения при 
p>0 для областей Каратеодори (область, граница которой 
совпадает с границей дополнительной неограниченной облас­
ти). Идея доказательства заключается в рассмотрении глад­
ких аппроксимирующих жордановых областей (для которых 
область Каратеодори является ядром) и их конформных отоб­
ражений в единичный круг. Тем самым вопрос удается свести 
к простейшей области, если воспользоваться теоремой Кара­
теодори [13] о сходимости последовательности отображаю­
щих функций. Заметим; что существуют области Каратеодо­
ри, которые разбивают плоскость (даже на бесконечно мно­
го частей; пример Брауэра). Таким образом, уже первые ре­
зультаты показали различие задач полноты многочленов в 
равномерной метрике и в среднем. 

Усиление теоремы Маркушевича.— Фаррелла получил 
С. О. Синанян [44, 46]. Используя конструктивный подход, 
развитый С. Н. Мергеляном [40], он доказал полноту мно­
жества многочленов в ЬаР(В), р>1, когда В является ком­
пактом Каратеодори (т. е. граница компакта совпадает с 
границей неограниченной дополнительной области). 

В 1938 г. М. В. Келдыш [26] сделал принципиальное от­
крытие. На примере луночки он показал, что полнота много­
членов в среднем зависит от метрических свойств множеств. 
Таким образом, стало ясно, что в топологических терминах 
(в отличие от равномерного случая) невозможно полностью 
описать те множества В, для которых имеется полнота мно­
жества многочленов. 

Позже А. Л. Шагинян [57] и М. М. Джрбашян' [18, 19] 
при предположении гладкости границы, полностью решили 
задачу полноты многочленов для луночки. В дальнейшем 
В. Л. Хавин, В. Г. Мазья [31] несколько развили этот ре­
зультат, ослабляя требование гладкости границы. Недавно 
Бреннаи+81] в терминах иных метрических характеристик 
получил более сильные условия полноты для весьма широко­
го класса областей, обобщающих луночку. 

А. Л. Шагинян [57] на примере луночки доказал,.что ког­
да нет полноты многочленов, наблюдается явление «нормаль­
ности» — значения многочленов на компактах, которые лежат 
•в дополнительной к луночке ограниченной области, можно 
оценить через норму этих многочленов в Ь2(В). 

196 



О п р е д е л е н и е . Точка £ называется точкой ограничен­
ных значений для Р {В, dy), если отображение /--/(£), 
рассмотренное на множестве многочленов, допускает продол­
жение до пространства РР{В; d\i) как ограниченный ли­
нейный функционал. 

По аналогии с равномерным случаем [132] можно пока­
зать, что существует изоморфизм между множеством точек ог­
раниченных значений РР(В; d\i) и множеством всех мульти­
пликативных на совокупности многочленов линейных ограни­
ченных функционалов пространства РР(Б; d\i). Значит, эти 
два множества можно отождествлять. 

Таким образом, результат А. Л- Шагиняна означает, что 
в случае луночки, когда нет полноты, точки дополнительной 
ограниченной области являются точками ограниченных зна­
чений ДЛЯ Рт. 

С. О- Синанян обнаружил [48], что с помощью точек ог­
раниченных значений пространства РР(В) можно охаракте­
ризовать полноту многочленов в LaP(B). Однако ему не уда­
лось в общем случае доказать достаточность найденного им 
условия (необходимость была доказана). 

Бреннану [81] удалось доказать, что условие Синаняна 
является^ также достаточным для полноты многочленов в 
La

v(B) в частном случае, когда В компактно (на са­
мом деле он доказал несколько более общий результат). 

В нашу задачу не входит изложение результатов, полу­
ченных до 1960 года. Они достаточно полно освещены в об­
зорах С. Н. Мергеляна [41], А. А. Гончара и С. Н. Мергелям а 
[17] и также'в монографии А. Л. Шагиняна [57]. Мы также 
не будем касаться большого количества интересных исследо­
ваний, относящихся к случаям, когда В — кривая (случай ли­
нейной меры Лебега) или неограниченная область [19, 20, 
21] . 

§ 1. ТОЧКИ ОГРАНИЧЕННЫХ ЗНАЧЕНИИ 
И ПОЛНОТА МНОГОЧЛЕНОВ 

\. Случай нигде не плотных множеств. 
Теоремы 1.1, 1.7 принадлежат Бреннану [81], а теорема 

1.6 доказана в [48]. 
Т е о р е м а 1.1. Пусть -[. — неотрицательная функция с 

компактным носителем Е и 
(1) i].<3L1+t(E) для некоторого ~ > 0 ; 

(2) yog<]jdOT> — оо. 
к 

Тогда для каждого p>l или PP{\\>dm) имеет точки ог­
раниченных значений, или Pv{$dm) = LP (\\>dm). 
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З а м е ч а н и е 1. Условие (2) на функцию ip естественное 
и, как будет показано ниже, обеспечивает существование под­
пространства LaP(B; i|jdm). Кроме того, лемма 1.8 устанав­
ливает, что точки множества В0 являются точками ограничен­
ных значений PP. Так что отсутствие точек ограниченных зна­
чений у РР(Е; ijidm) означает, что компакт Е не имеет внут­
ренних точек. Заметим также, что пространства РР(В; -j.dm) 
и LaP(B; tydm) могут совпадать и тогда, когда РР имеет 
точки ограниченных значений. Такой пример получим, если в 
качестве В рассмотрим область Каратеодори. Частный слу­
чай теоремы 1.1, когда чЬ —= 1, р¥=2, ранее был доказан в 
[48]. 

Для доказательства теоремы потребуются три леммы. 
Первую можно найти у Дени [98] (также [86]), вторая при­
надлежит Бреннану и является видоизменением одной лем­
мы Карлесона [81], третья содержится в работе Л. Хедбер-
га [122, лемма 6]. 

В работе [81] Бренная рассматривает также вопрос 
существования нетривиальных инвариантных относительно 
множителя z подпространств пространства Рр. Если точка 
С является точкой ограниченных значений для Рр, то, обо­
значая через Sc замыкание множества всех многочленов, 
обращающихся в нуль в точке С, получим пример нетриви­
ального г-инвариантного подпространства. Нетривиальность 
Ss следует из ТОГО, ЧТО (г—-QG.-4 и l€5g. Из теоремы 1.1 
следует, что если Pf=^=Lp, то существует нетривиальное 
z-инвариантное подпространство пространства PP. 

Л е м м а 1.2. Пусть \ъ — положительная мера с абсолют­
ной единичной массой (т. е. \d|i. = 1j. Если 1 < ^ < 2 и 
Р— - z i p то 

где К — некоторая, зависящая лишь от q постоянная. 
Л е м м а 1.3. Пусть Е — компактное подмножество комп­

лексной плоскости и К&1{Е) для некоторого <-7>1. Пред­
положим, что для каждой точки г0^Е и каждого г 0 > 0 
множество { г : 0 < г < г 0 , (\z — zo\ = r)r\(CE)¥10} имеет 
линейную меру, равную г0. Если преобразование Коши К 
функции К равно нулю в CE, то оно равно нулю почти 
всюду. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При .7>2 преобразование Коши 

^ (z) = \~F^t ^т^)~~ ВС1°ДУ непрерывная функция и благо­
даря тому, что Е не имеет внутренних точек, всюду будет 
равна нулю. 
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Для 1 < # < 2 утверждение леммы не очевидно. Мы 
покажем, что K(z0) = 0 в каждой точке г0б£, где 
\ -г—~r dm < оо. Так как этот интеграл почти всюду коне­
чен, справедливость леммы будет установлена. 

Для упрощения обозначения положим г0 —0. Таким обра­
зом интегралы 

конечны. Для любого 8>0 будет построена вероятностная 
мера v6 такая, что 
(a) ve сосредоточена на множестве (|z|<B)n(GE); 

limWc(Qdv6(Q-=/C(0). 
б—о •-

(b) Так как К —О на СЕ и мв вне СЕ не имеет массу, то из 
(Ь) будет следовать, что /?(0) = 0. 

Пусть /—-характеристическая функция множества СЕ, 
а /(г) — линейная мера множества (|г| = r)n(GE). Заметим, 
что 

l(r) = r\x(,relG)dd, 0 < r < o o . 
о 

Определим меру о, полагая для каждого измеримого по 
Лебегу множества X 

-•"Ч-Щ----
X 

Заметим, что почти для всех г <.(г)>0 и 
2сп6 , е 

o(/C(O,8))=^^rd/-d0-= 
оо 

2и 

[-j—lr^xire^dGUr^dr^b 

Положим v6 равным ограничению меры ---о на круг |2|<§. 
Нетрудно проверить, что 

(с) \ —------>•-- для г.фО при S->0; 

<d> J ^ ¥ < ¥ при 'г|>28-
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Чтобы показать выполнение условия (Ь), рассмотрим сле­
дующее представление интеграла: 

|2|<26 |z|>26 

К (г) Так как ——-6L1 (dm) и ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия (с), (d), то 
можно применить теорему Лебега о предельном переходе: 

Применяя неравенство Гельдера и затем лемму 1.2,. 
получим: 

ут'К™ 
|z|<26 

< 

&ТЛ--Е1-/ U » <*Ыт££-1'П .*<->|*»«Г-
1 где — j - — —1 и /С —постоянная, зависящая лишь от q, 

Если фиксируем z и положим С = г<2;0, то 
2rt 

J |z-E|«-? ^ J ||г|-|С1|--7 б J \l(r) У^Ге >aa\ 
0 I 0 J 

dr 
l |2|- / f -<7 

и dr _2 С rfr 
( | z |—/• ) • -" ^ б 

0 в 

С_Ё£_ — 1 
.7—1 б2-? " 

Тогда 

|z|<26 
и •ад) 

2-е К (г) dm (г) 
l |zl<26 

\K(z)\«dm{z)Ut 

где /С зависит лишь от q. В свою очередь правая часть. 
этого неравенства не превосходит 

2' /с (§« J —g--d/tt(2) 
|z|<25 

\К(г)\1 Так как '——• суммируемая функция, то 

lim\/?(C)dva(C)=-/<'(0)--=0. 
6-+0 *) 

Лемма доказана. 
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При доказательстве следующей леммы будем пользовать 
ся теоремой [106]: 

Теорема Сегё. Пусть AgL1}-—), А>0, где dS — мера ,2я. 
Лебега на единичной окружности |z| = L Через Sj30 обозна­
чим множество всех многочленов, которые обращаются в 
нуль в начале координат. Тогда расстояние от ф0 до еди­
ничной функции в Lp\^j задается формулой 

/S>--/i'-Ai=«pfeWH (1)' 
З а м е ч а н и е 2. Как заметил Бреииаи [81], эта теорема. 

позволяет оценить значения многочленов в начале координат, 
если рассмотреть линейный функционал f->/{0) над мно­
жеством многочленов в норме пространства Lp(h7 2л/ 

Действительно, предположим, что \1ogAdO> — oo, и поло-
жни 2v: log^ —yog hdd. Из (1) следует, что 1 </< \|1 —/|/7z — 
для всех /бф0 или что то же самое —имеет место оценка 
1 </С.\ \f\p,hj= для всех многочленов / , принимающих еди­
ничное значение в начале координат. Тогда для любого мно­
гочлена / имеем 

№_ 
2п-\fm"<K-\\f\"h\ 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. Нам достаточно? 
показать, что если Рр (Е; tydm) не имеет точек ограничен-
,ных значений, то Рр(Е; tydm)=Lp(E; ^dm), p>\- Предполо­
жим, что g^L4(Е; tydtn), — 1 — = 1, —произвольная функция,,. 

г Ч 

удовлетворяющая условию ^ fgtydm=0 для любого много­
члена / . Достаточно доказать, что преобразование Коши 
gty=0 почти всюду (тогда gty=0 почти всюду). 

Сначала покажем, что gty = 0 всюду в дополнении мно­
жества Е. Фиксируем произвольную CgCE. Так как част­
ное [/(г)—/(С)]/(г~-С) является многочленом, то 

$ HZll{a) S (г) Ф (г) dm (г)=0. 

Если предположить, что g^d^^O, то можно писать 

20 Г 



Но g- (г:)(s —-(.у^С (Е\ tydm) и поэтому С оказывается точ­
кой ограниченных значений для РР(Е; tydm). ̂ Полученное 
.противоречие показывает, что на самом деле g"-Kt)=0, где 
CgCE — произвольная точка. 

Теперь достаточно показать, что функция g-K —AT) удов­
летворяет условиям леммы 1.3. Действительно, неравенство 
Гёльдера дает 

] \g\1+y • y-ydm < {] \g\il+^i' • ydm}'' { J f-3'. yd™}"' > 
где l<qr<q, (l-\-v)q'*£q, 1 + 1 = 1 и v/?'<-. Очевидно, 
•существуют числа qr, v>0, удовлетворяющие этим усло­
виям. Значит правая часть неравенства конечна и g-[,6/.1+v (E). 
Далее покажем, что компакт Е удовлетворяет условию лем­
мы 1.3. Пусть C-6E — произвольная фиксированная точка. 
Чтобы упростить запись, положим £0=0. Через E- обозна­
чим объединение всех окружностей |z|=-/*, которые целиком 
принадлежат E. Убедимся, что m(E0)-=0. Тогда окружности 
\z\=r будут пересекаться с СЕ почти для всех г относи­
тельно линейной меры. Допустим противное — т (E0)>0. Так 
•как ^ log tydm > —- оо, то из теоремы Фубини следует, что 

Е„ 
•существуют постоянная АТ>0 и подмножество X полуоси 
[О, оо) положительной линейной меры, такие, что для любого 
.rgX окружность \г\ = г принадлежит E0, ^(re^Ql1 ( — J и 

2jt 

^logjj>(re'-)rfe.>2i-log l . 
о 

Тогда согласно замечанию 2 для любого многочлена / 
и для любого г£Х имеем 

\f(0)\o<K-[\f(re*)\»-Hreie)-~. 
о 

Интегрируя обе части неравенства по rdr, получим 

\fmp-\rdr<^\ [\f(re^\P^(re^rdr<^\f\P.^dm. 
X X О Е 

Начало координат оказалось точкой ограниченных значений 
для РР{Е\ <[.dm), ЧТО противоречит нашему предположению. 
•Следовательно, m(E0)=0, и компакт Е удовлетворяет ус­
ловию леммы 1.3. Применяя лемму 1.3, будем иметь g-j-1—О 
почти всюду. Значит, g=0 почти всюду и Рр (E; tydm)== 
=LP{E\ ijdm). Теорема доказана. 
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2. Случай, когда множества имеют внутренние точки. 
У т в е р ж д е н и е 1.4. Пусть ф —неотрицательная функ­

ция с носителем на измеримом множестве .9, удовлетворяю­
щая условиям 

фб-1 (-S); Jtog.-pd.7z.> — оо. 
в 

Тогда любая точка множества В0 является точкой ограни" 
ченных значений для РР (В; tydm), p>\. 

Справедливость утверждения видна из второй части до­
казательства теоремы Г1. 

У т в е р ж д е н и е 1.5. Пусть функция ф такова, что и в 
утверждении 1.4. Тогда существует подпространство 
1Р(В\ tydm) пространства Lp{B\tydm), p>\. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть C-G--30 и 8 —расстояние от 
точки С0 до границы множества 5°. Рассмотрим кольцо 
W==jC: — <|С —С0|<8[. Из доказательства второй части тео­
ремы 1.1 следует, что С0 является точкой ограниченных 
значений для Рр (W; tydm). Поэтому существует такая функ­
ция g£LQ(W; tydm), -1 + 1 = 1, что f (Q^ fgtydm для лю-

w 
бого многочлена f. Будем считать функцию g равной нулю 
вне W и положим K{z) = {z — C0)g(г)<[J(г). Тогда ^ /Kdm = 0 

w 
для всех многочленов / и /С(С0)-= Г Так как Л' непрерывна 
на CW, то существует такая окрестность U точки С0, что 
/С(С)|>--г, если C6U, |С — С0|<—. Так как, кроме этого, для 
любого многочлена / имеем 

/ (П----------. С / (г) Щ dm (г), 

то, применяя неравенство Гельдера, получим 
L L 

I/ и <Ц[ Н" • №*\ч • Л \/\р • Ф - М ' > <•&• 

Теперь легко понять, что из сходимости последовательнос­
ти аналитических в В0 функций в LP(B; •tydm) следует рав­
номерная сходимость такой последовательности на каждом 
компактном подмножестве 5°. Значит, существует пространст­
во LaP(B; -.pdm) и РР(В; tydm) является подпространством 
этого пространства. Утверждение доказано. Пусть Е — ком­
пакт в С. Рассмотрим пространство непрерывных на Е функ­
ций С{Е). Пусть Р(Е) и R{E) —подпространства этого про-
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странства, порожденные с помощью равномерных пределов 
на Е множества многочленов и рациональных функций соот­
ветственно. Если Е не имеет внутренних точек и СЕ—связ­
ное множество, то согласно теореме Лаврентьева Р{Е) =-С(£), 
и тогда РР(Е) = LP{E) ДЛЯ любого р>\. Если же СЕ несвя­
зно, то Р(Е)¥=С(Е). Возникает вопрос: если СЕ несвязно, 
то всегда ли пространства РР(Е) и LP(E) не совпадают хотя 
бы для некоторого р? Конечно, из рассмотрения нужно исклю­
чить случай, когда Е содержит замкнутое подмножество £1 
полной меры и СЕ\ связно или Е является компактом Кара-
теодори. Вермер [81] построил пример компакта Е без внут­
ренних точек, когда СЕ несвязно и РР(Е) =LP(E) для лю­
бого p>l. 

Из построений в [45] следует существование такого ком­
пакта Е без внутренних точек, когда РР(Е)ФЬР(Е) ДЛЯ лю­
бого р. Отметим также, что существует такой нигде не плот­
ный компакт Е, когда RP(E)—LP(E) ДЛЯ любего /;, но 
R(E)¥=C(E). Этот пример получается выбрасыванием из 
единичного круга последовательности открытых кругов 
К(аи, Гп), /г=1, 2, ..., замыкания которых взаимно не пе­
ресекаются и 2r f t<-|-co. Однако, как показано в [77], для 
таких множеств всегда РР(Е)ФЬР(Е). В связи с этим Врен-
иан предложил следующую задачу [81]: существует ли та­
кой компакт, что PP(E)=LP(E) ДЛЯ любого р, но Я(Е)Ф ' 
¥-С(Е)? 

Т е о р е м а 1.6. Пусть В — ограниченное измеримое под­
множество комплексной плоскости, причем В°=(В)°, Если 
РР (В) — La

p (В), то только точки множества В° являются точ­
ками ограниченных значений для РР(В) (р>1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Что точки множества В° являются 
точками ограниченных значений для РР(В), отмечено выше.. 
Рассмотрим точки, не принадлежащие этому множеству. 

Пусть сначала Z, находится на положительном расстоянии 
от множества В. Согласно условию теоремы, существует та­
кая последовательность многочленов {Qn(z)}, что 

• dm (z) — е„ ->• 0 при ii -> оо. 
в 

Обозначим d — sup|2 —C| и положим Pn(z)=-j~ — р Х 

Х(г — C)Q„(z). Имеем P„(C){to}oo при /г->-оо, в то время как 
\\Рп(z)|--d/7i<L Поэтому C не является ограниченным зла-

чением для Рр (В). 
Рассмотрим теперь произвольную фиксированную точку C,. 

принадлежащую границе множества В. Предварительно за­
метим, что множество СВ° является континуумом. Дейст-

\ ,-т-<Ш 
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.вительно, В0 есть или пустое множество, или объединение 
односвязных областей без общих точек. Ибо, если предпо­
ложить, что в В0 входит компонента G, которая является 
многосвязной областью, то тогда можно указать замкнутую 
гладкую кривую ~(сО, внутри которой содержится конти­
нуум FczCB0, имеющий внутренние точки (так как, по 
предположению, В°=(В)а). Пусть aQF°. Согласно условию 
теоремы, функцию -------- в Va{B) можно приближать после­
довательностью многочленов. Но эта последовательность, 
согласно теореме о среднем на кривой т, равномерно будет 
сходиться к нашей функции, что заведомо невозможно. 
Полученное противоречие показывает, что СВ° является 
континуумом. 

Выделим неограниченный континуум Fo.CB°, который 
не разделяет комплексную плоскость и содержит точку С. 
Зафиксируем отрезок a, of]F=0, который лежит на па­
раллельной к действительной оси, проходит через точку С 
прямой и находится правее С (при необходимости можно 
несколько изменить F, чтобы существовал такой отрезок). 
Для любого действительного числа [3 будем рассматривать 
в комплексной плоскости, с разрезом по континууму F, 
однозначную аналитическую ветвь функции (г — С)р, кото­
рая на а принимает положительные значения. 

Зафиксируем произвольное е>0 и, число а, 0<а-<—, 
выберем так, чтобы для некоторого натурального k a,-k=\. 
Согласно условию теоремы существует такой многочлен 
Л,®, что 

| | ( г - С Г - Р о ( г ) 1 1 Р < ) Г > 
Из этого неравенства следует 

||1-(*-С)"-Я0(*)||,<£. 

Далее, опять согласно условию теоремы, существует такой 
многочлен Рх (г), что 

\\iz^Q-.Pu(z)-P1(z)\\p<^ya, 
• откуда 

ll(e-«:)-.p0(«)-(«-Qfc,.p1(8)||p<-J-. 
Аналогично, существуют такие многочлены Р..(г), 

v== 1, 2, . , . , k — \, что 

ll(a-gv:a-p,_i(z)-(«-c)(v+1)fli.pv(«)||p<x. 
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Суммируя эти неравенства, в силу неравенства Коши, 
получим 

| | l_ ( z_C)P f t_ l ( 2) | |p <e. 
Таким образом, для произвольного е>0 существует 

многочлен 

Q ^ - ' ^ - O ^ ' W ; ' | |Q||p<l; Q(C)—i-

Поэтому % не является точкой ограниченных значений для 
РР(В). Теорема доказана. 

Справедливость обратного утверждения в общем случае 
до сих пор не доказана (оно в виде гипотезы сформулировано' 
в [48]). 

Существенное продвижение было достигнуто Ьреннаном 
в работе [81], где, в частности, содержится доказательство. 
такого утверждения для компактных множеств. 

З а м е ч а н и е 3. Утверждение'теоремы 1.6 легко рас­
пространяется на более общий случай, когда вместо меры 
Лебега рассматривается мера tydm, удовлетворяющая ус­
ловиям теоремы 1.1. В этом случае тоже при достаточно 
маленьких а > 0 функция (г — С)_а (определенная надлежа­
щим образом) принадлежит пространству Lp

a{B;tydm). 
Теорема 1.7. Пусть E - компакт. Если простра­

нство Рр (E), p>l, не имеет других точек огра­
ниченных значений, кроме внутренних точек множест­
ва E, то PP{E)=Lp

a{E). 
Для изучения вопросов аппроксимации на множествах 

с внутренними точками потребуется оценка, которая фак­
тически содержится в работе Хедберга [121]. Здесь приво­
дится несколько видоизмененный результат, предложенный. 
Бреннаном. 

Лемма 1.8. Пусть E-компакт и KQLI (E), 1<(?<2.. 
Предположим, что для каждой z0QdE и для каждого г 0 >0' 
множество {r :0<r<r o , (\z — z0\ — r)f)CE =fc0} имеет пол­
ную линейную меру. Если KssO в СЕ и C06E° находится 
на расстоянии 3, 8<~-, от дЕ, то 

|£(Co)!<C(.ff*(y81ogj + (r,(8). \ \K {z)\4dm)'\, (2) 

где К*(С) = sup _ \ \K(z)\ dm — максимальная функция 
Г ГО-* J 

1~-£1<г 

Харди — Литтлвуда, Г?(8) равен log - или В?-2, в зависи­
мости от того, q = 2 или q<,2, С--постоянная, зависящая. 
лишь от q и диаметра множества Е. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Не нарушая общности, положим. 
t;0=0 и выберем aQdE с условием |а| = 8. Рассмотрим меру 

0 щ Л . Х® ,dm 
W ) I (|г-в|) ат> 

где х и * определены в лемме 1.3. Обозначим Л(г) = 
•=-§• 5 sz.ff- Т а к к а к а н е име<-т массу на E и АГ—О1 

| '-а|<в 

вне E, то из теоремы Фубини следует, что \/Chdm=0. 

Значит, /С (0) = J /С (г) { | - /г (г)} dm (г) и \К (0>| < 
< $ ----§-----W + ^ lj<'(z)A(3)|dw+ J |/C(2)|.--—A(z>dm. 

|-|<4Б lzK-10 \z\>4& 

Обозначим интегралы правой части равенства через /1г 
/2 и /3 соответственно. Для KQL"(Е), 1 < # < 2 , как видно. 
из доказательства леммы 1.3, имеем 

/3<c./V-~. ^ |/c(2)|"d/№y, 

где С зависит только от <у и диаметра E. Для /C6L2 (E)-» 
как видно из оценок в [86], имеем 

/2<c.AogJ- \ |/c(2)pdmV. 
V i-i'i-e / 

Интеграл /1 оценивается следующим образом: 

л — 1 а.2~"<|г|<б.2-"+ 1 

< 4 ^ ] 8.2~«. (6,2-/г+,)а • ) \K(z)\dm<C-K*(0).b. 

Чтобы оценить последний интеграл, заметим, что функ­
ция z2 h(z)j аналитичиа вне | g | < 2 - в расширенной 
плоскости. На окружности |г |=48 она меньше, чем 128, и 
согласно принципу максимума 
Аналогично оценке интеграла 1Х имеем 

<-|7р" п Р и | г | > ' 

я-.-в.2я<|г|<.5.2я+1 
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где N— наименьшее целое число, для которого Е содер­
жится в круге |г |<8.2^. Из полученных оценок следует (2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1.7. Фиксируем произ­
вольную функцию f£Lp

a{E). Пусть g£Lq (E), —- + —— 1,— 

некоторая функция со свойством: \jP{z)g(z)dm=Q для 
любого многочлена Р (г). Чтобы доказать принадлежность 
/ пространству Рр(Е), достаточно показать, что j/gdm==0. 

Сначала убедимся, что g=--0 почти всюду на дЕ, и поэ­
тому задача сводится к доказательству равенства 

\ fgdm=0. 

Так как Рр (Е) не имеет точек ограниченных значений 
вне E0, то, как при доказательстве теоремы 1.1, имеем, 
что g—0 всюду в СЕ и почти всюду на дЕ. g£Lq (E), поэ­
тому, как следует из [84, теорема 1], g абсолютно непре-
pbiBHa почти на всех прямых, параллельных координатным 
•осям, и ----- g, - j - g существуют почти всюду. Согласно лем­
ме Шварца [12в, теорема V] эти производные совпадают с 
•соответствующими обобщенными производными и почти 
всюду 

\ f д , . д \ -

Из теоремы Фубини следует, что почти каждая точка 
множества X— {C:C&?E, g"=0} является точкой линейной 
плотности (и, значит, точкой накопления) для X в направ­
лении обеих координатных осей, так что ----- g = -— g—О 
почти всюду на X. Отсюда следует, что g = 0 почти всюду 
на X и, следовательно, почти всюду на дЕ. 

Будем строить такую последовательность функций р„, 
л-=1,2, . . . , носители которых лежат в Е° и --̂ {to}g в нор­
ме пространства Li (E). Тогда 

lim[f^ldm = [ fgdm. 

С другой стороны, интегрирование по частям дает 

[f-dfdm=-\fPndm=:Q, n=l,2,..., 
h E° 
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т а к как / аналитична на E 0 . Тем самым окажется, что 
\ fgdm = Q, и теорема будет доказана. 

Д л я построения рп рассмотрим два случая. 
Первый случай: <7>2. Так как g тогда непрерывна, ее 

можно представить в виде g = {Ki — K2J-\-i-{Kb — K^, где 
К), /=1 ,2 ,3 ,4 ,—•неотрицательные непрерывные функции и 
•обращаются в нуль на дЕ. Кроме того, каждая К,] имеет 
частные производные первого порядка, которые принадле­
ж а т L ? (E) (см. [99]). Полагая р/.= sup f АГУ- , о\, мы по­
лучим функции с носителями в E0 , удовлетворяющие усло­
вию 

5р" a / O ? d m = 0 , / = = l , 2 , 3 , 4 . lira dz dz 

Последнее утверждение опять можно найти в [99]. Остает-
. <ся положить р„ = (pi- — pi) + i (p.. — pi). 

Второй случай: 1 < ( 7 < 2 . Здесь приходится руководст­
воваться процедурой, принадлежащей Берсу [73] и Хедбер-
гу [121, лемма 10]. Рассмотрим, кусочно-линейную функцию 
K(t) = 0 при г < 1 , K(t)=\ при ^>2 я K(t) = t~\ при 1< 
< ^ < 2 . Через 8 (г) будем обозначать расстояние от точки 
г до множества СЕ°. Положим Кп (t) = Кui/log log,-), ш„(г)== 
= Кп{Ь(г)) и р„ -=—--^ .ш, г . Очевидно, носитель рп принад­
л е ж и т Е° и 

-£= — g®n g-rZ-
dz л dz 

Эти производные существуют почти всюду, поскольку 8 (г) 
удовлетворяет условию Липшица первого порядка. Так как 
0<,<fl r a<l и %-->0 почти всюду (при /i{to}{infty}), то из теоре­
мы Лебега о предельном переходе следует gwn^-g в нор­
ме пространства L'.'(E). Остается показать, что 

lim \ | g - ^ ^от==-|-,Пт \|ir-grada»n|»flf/n.---0. 
л - * с о ' Л OZ "• л-J-co •' "Е- £• 

Так как Кн {t)=K' ( / г / log log- )—-^_—.-—— если 
• log-log- . l og r 

I < — — р < 2 и Kn(t)=0 вне этого интервала, то нетруд-
log logi-
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но получить оценки 

(Й) П ' S(z)|l0g6(z)| < Кп ^ ^ < К ' 6(2) | log 6 (2)| 
в каждой точке г, где АГ̂ (-(2))-?-=0; 

К (S (2)) 
(Ь) \ -———dm<--. 

Так как [grad ш„ (г)| -== К"̂.. (S (г)) почти всюду на Е°, из (а) 
и леммы 1.2 получим неравенство 

5 |£(z)grad%(z)|.7dm< 
£° 

<5^"{k^l" + J£TWM- S \8W-dm{Q)dm{z) 
£" |t,-zl<46 {z) 

(см. [121, лемма 10]). 
Согласно максимальной теореме Харди (см. [130, стр. 5]) 

первое слагаемое в правой части неравенства не превое-
ходит \-------Igl" dm, где постоянная С" не зависит от /г. 

'£» .. 
Подобную оценку можно получить также для второго сла­
гаемого, если воспользоваться неравенствами (а) и (Ь): 

£° |С-г|<46 (г) 

C^dm(z) I Iln^.\g{z + u)\"dm{ii) 
Б» \и\<АЬ (г) 

^!-^dm(u)\\g(z)\«dm(z)< 
Е° 

^\g(z)\"dm{z). . 
£о £° 

<-

Постоянные •'СиС2,С3 не зависят от п. Сопоставляя полу­
ченные неравенства, имеем lira\ |g.gradco„|i'dm = 0. 

"-**-£• 
Это завершает доказательство теоремы. 
З а м е ч а н и е 4, Казалось бы, в идеале завершением 

, теоремы; \Л . должно! быть утверждение; Р? (E-„<t/dm)=± 
= Lp

a(E;i/dm). Однако это неверно. Например, если E== 
= {г:|г|<1} иф(г)=ехр^±4, т 0 ^ (-?)•• \ .-og<M»»> 

£ 

> — оо и Pp(E;tydm) вне E0 не имеет ограниченных зна-
. 2 1 0 ; ;•:;-



чений. Тем не менее, М. В. Келдышем было доказано [41], 
что Р2(Е; tydm)*£L2a(E;tydm); и его доказательство прохо­
дит для всех р. Из теорем 1.6 и 1.7 следует 

Т е о р е м а 1.9. Пусть Е — компакт. Тогда следующие 
утверждения для каждого р>\ равносильны: 

(a) РР (E)=L2(E); 
(b) Только ТОЧКИ множества Е° являются точками огра­

ниченных значений для Р? (E). 
Теоремы 1.1, 1.6, 1.7, 1.9 во многом аналогичны извест­

ной теореме Мергеляна. 
В связи с вышеизложенным возникают задачи. 
1. В терминах точек-ограниченных значений описать те 

измеримые по Лебегу множества D, для которых РР(В) = 
=.LaP(B). Можно высказать гипотезу: это те множества В, 
для которых только внутренние точки являются точками ог­
раниченных значений для Р*> (В). 

2. Для данного измеримого множества В описать те сос­
редоточенные на этом множестве веса г|5>0, для которых 
справедливо утверждение РР(В; г|; dm) =LaP(B\ tydm). Заме­
чание 4 показывает, что эту задачу невозможно решить толь­
ко в терминах ограниченных значений. 

§ 2. ВЕСОВЫЕ ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ 
ДЛЯ МНОЖЕСТВ СО ВНУТРЕННИМИ ТОЧКАМИ 

Первые результаты о весовых полиномиальных приближе­
ниях были получены A. Л. Шагиняном [55, 56, 57] (см. так­
же [41]) еще в 1937 году. Дальнейшее продвижение было 
достигнуто в работах С. Н. Мергеляна [41], Г. С. Шапиро 
[58, 59], Хедберга [119, 120], Бреннана [81 ] . 

А. Л. Шагинян, в частности, доказал [55], что если D —• 
область Каратеодори и р (z) — произвольный многочлен, тс 
всегда P-P(D; \(z)\4m)=Lar>(D; \p{z)\4m). 

Хедберг [120], обобщая этот результат и также теорему 
Маркушевича и Фаррелла, доказал следующее. 

У т в е р ж д е н и е 2.1. Пусть D— область Каратеодори 
и a(z)^0 — аналитическая в этой области функция, для не­
которого т > 0 удовлетворяющая условию 

5(|а|-* + |а|И--)йот<оо. 

Тогда PP(D; \a\dm)=LaP(D> \Шт),Кр<со.' 
Если иметь в виду теорему Маркушевича и Фаррелла, а 

также усиление этой теоремы [46] (полнота в случае" ком­
пактов Каратеодори), то станет ясно, что. еще более общим 
является следующий недавний результат Бреннана [81]. 
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Т е о р е м а 2.2. Пусть Е — компакт и а (г) — определен­
ная на этом компакте функция, которая аналитична в E0, не 
обращается в нуль и для некоторого т>0 удовлетворяет ус­
ловию „ ::*'**-'^ 

\ (\а\-*+ \а\1+^ dm <оо. 
Е 

Тогда следующие утверждения равносильны: 
(1) PP(E; \a\dm)=Lp,(E; \a\dm) для любого р>\\ 
(2) PP(E)=L"a(E) для любого p>l. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть имеет место (2). Тогда 

дополнение к E0 является континуумом, и пространство 
РР(Е) вне множества E0 не имеет точек ограниченных зна­
чений (теоремы Г6, Г9). Тогда Е° является объединением 
одиосвязных областей. Поэтому можно определить одно­
значную аналитическую ветвь ах для любого действитель-

_А 
нот о числа X. Нам достаточно показать, что а Р &PP(E;\a\dm). 

Действительно, пусть /6L£(E; \a\dm). Тогда OP f£Lp
a(E), и 

согласно предположению существует такая последователь­
ность многочленов Qn, что 

С I Р с _ 1 Р 
0 = lim^ а.р • / — Qn dm = \im] f — Qna P -\a 

П-ЮО jj ".-•-ojj 
\dm. 

Из a P ePP(E; \a\ 
значит, fePp{E; 

dm) следует, что Qna P ePp(E; \a\dm), и, 
'a-ldm). 

Покажем теперь, что а P £Pp(E; \a\dm). Из предположе­
ний теоремы следует, что для достаточно маленького Ь, 

- - 1 + - • 
0 < 8 < 1 , а Р QLPP'(E), где р'— % . Из неравенства Гёль-
дера 

^ СГР — Qp\a\dni<\(\ja~p' — Q • 4т)р~'§\а\ч'йтУ> 
где qf — 1 -+Т, Qgsp, и из наших предположений следует, 

1—{lambda} 
что а Р £РР(Е; \a\dm), гДе Х=-1—8. 

Предположим а -0 QPp(E; \a\dm) и покажем, что 

а Р вРр(Е; ja|dw).; Из (2) и из оценки 
{• | _ . _ _ . 1-{lambda}1 

]\а Р —Q-a Р \a\dm 
• • % • 

{lambda}" ( i - . - . ) 
р •Q \a\%-Rdm< 

> p -Q\ dtn)p'\^W-% 4ntf 
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1-Х fc+1 1-{lambda}" 
следует, что a P QPP{E\ \a\dtri). При k->oo a" P •a "p 

1 - { l a m b d a } " 

на E поточечно и |a| P < 1 + |й| Р ДЛЯ k==l,2, По­
этому согласно теореме Лебега о предельном переходе 
имеем 

А—>оо 

i-{lambda}A _ 1 
lald/тг — О. 

Следовательно, а Р QPP (Е; |a|dm). Так что РР(Е; \a\dm) = 
= Lp

l(E; \a\dm). Справедливость утверждения в одном на­
правлении установлена. 

Ъ) Предположим теперь, что имеет место (1). Из условия 
следует, что при любом p > l вне множества Е° пространст­
во РР(Е; \a\dm) не имеет точек ограниченных значений. 
Пусть теперь С является точкой ограниченных значений 
для РР(Е) (р фиксировано), тогда неравенство Гёльдера 
дает 

|Q(C)|{le}cK|Q|P--I|aKdm < 

i_ 
РР' < С \[\ \Q\PP' \a\ dm]"' [] \atq' dm]4'} < C {$ \Q\PP' \a\ dm] 

где Q —произвольный многочлен. Значит, C{in}E° и вне мно­
жества^ 0 пространство Рр (E) не имеет точек ограничен­
ных значений. Тогда из теоремы 1.7 следует, что РР{Е) = 
= Lp

a(E). Теорема доказана. 
Другие результаты о весовой полиномиальной аппрокси­

мации можно найти в работах А. Л. Шагиняна [57], 
С. Н. Мергеляна [41], Г. С. Шапиро [Б8,59],Хедберга [120]. 

! § 3. ПОЛНОТА МНОГОЧЛЕНОВ В ОБЛАСТЯХ 
(НЕКАРАТЕОДОРИЕВЫХ) ТИПА «ЛУНОЧКИ-

Для односвязных некаратеодориевых областей D не всег-' 
да имеет место совпадение пространств P--(D) и Lp-.(D). 
Примерами таких областей служат луночки. Луночкой на­
зывается область, топологически эквивалентная области, ог­
раниченной двумя соприкасающимися изнутри окружностя­
ми. Для некоторых луночек имеет место свойство полноты 
многочленов, а для других — не имеет. Оказывается «тон­
кость» области D около кратной граничной точки является 
определяющим фактором. Этот факт впервые был обнаружен 
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М. В. Келдышем в 1939 г. [26]. Позже при некоторых огра­
ничениях гладкости границы луночки были получены необхо­
димые и достаточные условия полноты многочленов. Необхо­
димость была установлена А. Л. Шагиняном, а достаточ­
ность — М. М. Джрбашяном [43]. 

Т е о р е м а (М. М. Джрбашян, A. Л. Шагинян). Пусть 
-О—-луночка с кратной граничной точкой в начале коорди­
нат; /(г)-—линейная мера множества (|г| = г)П D. Предпо­
ложим, что Цг) = е-'г(г), где rA"(r)foo при г|0. Тогда, для 
того чтобы Рр(D)=La(D) для любого р, необходимо и 
достаточно выполнение условия 

\\ogi{r)dr=-oo. (3) 
о 

Впоследствии В. П. Хавин и В. Г. Мазья [31] вопрос 
полноты многочленов рассмотрели для более общих мно­
жеств, чем луночка. Они рассмотрели множества следую­
щего типа. Пусть Е —-компакт со связным дополнением, а 
D—область Жордана с границей класса С2 и замыкание. 
этой области принадлежит Е. Предполагается, что 3D про­
ходит через начало координат. В. П. Хавин и В. Г. Мазья 
доказали, что при выполнении условия (3) PP(E\D) = 
=LP(E\D), р>\. При этом никаких других ограничений 
на I (г) не накладывается. 

Бреннан показал [81], что полнота многочленов в LP(E\D) 
умеет более существенную связь с функцией 8 (г) = 
•=-inf|C — г|, где C6CE, чем c l(r). Он доказал следующую 
теорему. 

Теорема 3.1. Пусть 3D из класса С1 и внешняя еди­
ничная нормаль к 3D удовлетворяет условию Липшица: 
1/1(2!) — «(г-2)| < С |г1—г2|. Тогда, для того чтобы Рр (E\D) = 
—LP;(E\D), р>1, необходимо и достаточно выполнения 
условия ^ log 8 (г) |de-| — — оо. 

З а м е ч а н и е 5. Как непосредственное следствие из 
этой теоремы получается следующее утверждение: если 
Pl(E\D)=Ll(E\D), то PP(E\D)=Lp

a(E\D) для любого 
р. В общем случае такое утверждение должно быть не­
верным. Здесь следует построить соответствующий пример. 

З а м е ч а н и е 6. По-видимому, в общем случае спра­
ведливо утверждение: если Рр' (E)=Lp

a\(E), то Рр(Е) = 
— Lp

a{E) при р<р'- Во всяком случае нетрудно убедиться 
в справедливости такого утверждения, когда Е — компакт. 
Действительно, если для показателя рг имеет место полно­
та многочленов, то пространство Рр' (Е) вне E0 не имеет 
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точек ограниченных значений (теорема 1.6). Если теперь С 
является точкой ограниченных значений для Рр(Е), то для 
.любого многочлена Q, имея в виду также неравенство 
Гёльдера, будем иметь 

|Q(C)|<C||Q||p<C'||Q||P.. 
•С оказалась точкой ограниченных значений также для 
Рр (Е). Значит вне Е° пространство Р" (Е) не имеет точек 
ограниченных значений и согласно теореме 1.9 Рр (Е) = 
=--?(£). 

В случае, когда нет полноты многочленов, A. Л. Шапшя-
ном было открыто важное явление [41]. В случае достаточ­
но гладкой луночки он показал, что семейство многочленов 
является «нормальным», если нет полноты многочленов. 
.Именно, всякое ограниченное в норме пространства LP мно­
жество многочленов равномерно ограничено внутри дополни­
тельной к луночке ограниченной области. Отсюда следует, что 
функции, допускающие приближение многочленами, автома­
тически оказываются аналитически продолжимыми вовнутрь 
указанной дополнительной области. 

Рассуждения М. В. Келдыша позволяют провести оценки 
роста упомянутого выше аналитического продолжения {41] 
для луночки, ограниченной двумя соприкасающимися окруж-
-ностями; оценка иного типа для этого же случая получена 
Г. С. Шапиро [59]. Однако все эти условия не приводят к 
полной характеристике функций, допускающих полиномиаль­
ную аппроксимацию в среднем в областях типа луночки. 
В. П. Хавину удалось получить довольно общие результаты 
в этом направлении [51]. Приведем принадлежащую ему 
формулировку результата. 

Пусть у, Г — кривые Жордана с одной1 общей точкой в 
начале координат. Луночку, ограниченную этими кривыми, 
•обозначим через D. Внутренность у обозначим через g, a 
Г—через G. 

Требуется, чтобы кривые т и Г удовлетворяли следую­
щим условиям: 

(1) т и Г—.кривые класса С3. 
(2) Фиксируем достаточно малое число JR > 0 так, чтобы 

пересечение круга \z\KR с областью D было представимо 
в виде суммы двух непересекающихся областей Д , Д , 
& пересечение любой окружности |г| — р(р <./•?) с каждой 
из областей' D,(J — \, 2) состояло ровно из одной дуги 
z = peie, ' бе(«-(р), РДр)), где р е ' ^ б т ; Ре-Р;<Р>еГ, (/—= 1, 2). 
Обозначим адр^рДр) —а,(р), .^^р&Др). Пусть функциям 
атредставима в, виде ;.(р;._-.з-Я..(р>, рб(0, R\, где Я;—положи­
тельная, дважды непрерывно дифференцируемая, суммируе-
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мая, выпуклая и убывающая функция (/ — 1,2), причем 
sup р3Я':(р) < + оо. 

Рб(0-Л. 

Условие суммируемости функций Нх и Н2 на (О, Щ 
вызвано существом дела: если хотя бы одна из этих функ­
ций не суммируема, то имеется полнота многочленов. Пусть-
<р— функция, аналитическая и внешняя в области g, непре­
рывная вплоть до у и такая, что |<p(t)| = i,(K|) (\t\<R, 
• temdD,, y = l,2). 

Теорема 3.2 (В. П. Хавин). Пусть 1</?<-[-со. 
При вышеприведенных условиях следующие утверждения 
равносильны: 

I. Функция / принадлежит Pp(D); 
И. Функция /QLP(D) продолжима до функции/, аналитнчес-

i_ 
кой в G, и 4>P~fQ.EP{g). 

Ep(g)~известный класс функций, введенный и изучен­
ный В. И. Смирновым. 

Глава II 

ПРИБЛИЖЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИМИ ФУНКЦИЯМИ 
В СРЕДНЕМ 

§ 4. ВВЕДЕНИЕ 

В— измеримое по Лебегу ограниченное множество, каждая. 
порция которого имеет положительную плоскую меру, В — 
замыкание множества В. Через RP(B) будем обозначать под­
пространство пространства ЬР(В), порожденное множеством 
рациональных функций, полюса которых не принадлежат В 
(или, что то же самое, порожденное множеством аналитиче­
ских на JT функций). Из теоремы о среднем следует, что вся­
кая последовательность функций из Lp (В), которая .сходит-' 
ся в метрике этого пространства, равномерно сходится внут­
ри множества В0. Следовательно, RP(B) является подпрост­
ранством La (В). Основная задача, которая обсуждается в.-
этой главе, следующая: при каких условиях на множество 
В можно утверждать, что Rp(B)=Lp

a (Б)? В то время как 
задача приближения рациональными функциями в равномер­
ной метрике имеет большую историю —- первый фундамен­
тальный результат был получен Рунге еще в прошлом веке-, 
вопросами полноты аналитических функций начали зани-
216 



маться сравнительно недавно. Первый результат содержится 
в работе С. Н. Мергеляна [41]. Он состоит в следующем: 
если В является областью, дополнение к которой состоит из 
конечного числа одиосвязных областей без общих граничных 
точек, то RP(B) =Lav{B), р>\. 

Появление последующих результатов в работах [46—48] 
в первую очередь обусловлено переносом конструктивных 
построений, развитых в работах С. Н. Мергеляна при изуче­
нии равномерного приближения, в интегральную метрику. 
Приведем несколько результатов из этих работ. 1. Если В —• 
компакт, дополнение которого состоит из конечного числа об­
ластей, то RP(В) = Lav(В), р>\. 2. Если В — компакт без 
внутренних точек, то при 1 < р < 2 всегда Rp(B) =LaP(B), 
3. При р>2 существуют компакты без внутренних точек, ког­
да Rf (В) =7--LP (В). Более того, существуют такие компакты 
без внутренних точек, когда пространство RP(B), р~>2, на­
столько тесно связано с аналитическими функциями, что оно 
продолжает быть носителем свойства единственности анали­
тических функций: из обращения в нуль какой-нибудь функ­
ции fQRp(B) на некоторой порции множества В следует ра­
венство этой функции нулю почти всюду на В (си. [47]). 

Другой результат связан с введением в интегральной мет­
рике аналога аналитической емкости [44]. 

О п р е д е л е н и е . Пусть F — компакт на комплексной 
плоскости. Величина 

T^-supi^c/)!, 
где ai(/) — коэффициент в разложении функции / в ряд 
Лорана: 

а верхняя грань берется по всем функциям /, которые ана­
логичны вне E, равны нулю в бесконечности и средние 
значения которых удовлетворяют условию 

^ - 5 | / ( ^ | ^ < i 
для всех открытых кругов /С, Fc /C. 

Для произвольного множества В считаем Тр(-З) = sup Tp(F') 
в классе всех компактов Fez/?. 

Укажем на некоторые свойства функции множества ~(s
p(B): 

а) *{s
p(B)>-[(B), р>\, где 7(-5) —аналитическая емкость 

множества В; 
б) ГРЩ>%(В), К / < р ; 
в) f{K(a,r))==r при p>2, где К (а, г) — произвольный 

круг радиуса г с центром в точке а; 
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г) т;(-з)<18г, я-/с(й, г), р>\\ 
д) для любого числа N>0 и р>\ можно найти такой 

компакт F, что 1S
P(F)>NT(F). 

Т е о р е м а 4.1. Пусть В — произвольный 'компакт. Следую­
щие утверждения для каждого р, р>2, равносильны: 

1) ф{В)*=ЩВ)\ 
_L 

2) -(s
p(K(a, r)\B)>2 РГ для произвольного г > 0 и произ­

вольной точки а (т. е. внутри любого круга множество В 
имеет достаточно массивное дополнение). 

Как было показано позднее в работе Хедборга [121] в 
терминах этой функции множества в общем случае, когда 
компакт содержит внутренние точки, невозможно описать те 
компакты, для которых R? (В) = Laz> (В). Тем не менее, спра­
ведливо следующее утверждение (см. [48]), которое обоб­
щает теорему 4.1. 

У т в е р ж д е н и е 4.2. Рассмотрим те компакты В, допол­
нения ко внутренностям которых являются континуумами. 
Следующие утверждения при данном р. р>2, равносильны: 

(1) Rp(B)^Lp
a(B); 

(2) "tp(K {а, г)\В)> —г для произвольного числа и про­
извольной точки а£дВ. 

Решающее продвижение в исследовании приближения ра­
циональными функциями было достигнуто в 1968 г. В. П. Ха-
виным в работе [52]. Он обнаружил, что локальные свойства 
множества В, определяющие возможность или невозмож­
ность приближения в L2(B) функциями, аналитическими на 
В, могут быть полностью описаны с помощью емкости клас­
сической теории потенциала. Таким образом, оказалось, что 
задача приближения рациональными функциями в среднем 
носит во многом «чисто вещественный» характер, в отличие 
от аналогичной задачи в случае равномерного приближения. 

Через La(B) будем обозначать множество всех функций 
/6L2(5), обладающих следующим свойством: существует 
открытое множество G,BcG, и функция g^Va{G) такая, 
что f(t) = g{t) при teB. 

Т е о р е м а 4.3 (В. П. Хавин). Пусть В — борелевское 
подмножество комплексной плоскости. Следующие утверж­
дения равносильны: (1) любая функция feL2

a(B) принадле­
жит замыканию в 12{В) множества 12(-5); (2) квазивсе точки 
множества дВ принадлежат тонкому замыканию дополнения 
Множества В. 

Понятия тонкой ТОПОЛОГИИ Картана квазивсюду можно 
найти, например, в [28]. Доказательство В. П. Хавина при­
веденной теоремы основано на сведении рассмотренной ап-
2 1 8 ' " ' • ' " • ' • ' • • • • • ; • • • • • • • • • • • - ' : 



проксимациоинои задачи к исследованию свойств типа тонкой 
непрерывности функций с конечным интегралом Дирихле. 
При этом существенную роль играют результаты Дени и 
Лиона [99]. 

Следующий результат В. П. Хавина [52] обобщает ре­
зультат работы [47], доказанный для компактов без внут­
ренних точек, и подтверждает гипотезу, высказанную там для 
произвольных компактов (для 1<р<2) . 

У т в е р ж д е н и е 4.4. Пусть В — ограниченное измери­
мое множество и 1<р<2. Любая функция fQLa

2(B) принад­
лежит замыканию в L2{B) множества L2(B). 

Брениан изучил связь между возможностью приближения 
аналитическими функциями и ограниченными значениями 
пространства RP(B) ([77]). Его результаты'мы излагаем в 
§ 7. 

Багби [70], используя квазитопологию (см. [104])' и тео­
рию пространств Соболева, полностью решил задачу при­
ближения аналитическими функциями для компактных мно­
жеств. 

Хедберг решил эту здачу в терминах нескольких различ­
ных емкостей. Он создал стройную, законченную теорию ап­
проксимации аналитическими функциями для компактных 
множеств, одновременно развив нелинейную теорию потен­
циала ([121, 123]). Его результаты и изложение составляют 
основное содержание §§ 5, 6 настоящей главы. Нелинейные 
потенциалы появились в работах Фугледа [103, 105], Мейера 
[125] и Ю. Г. Решетника [43]. Нелинейные потенциалы как 
независимые объекты исследования появились (и получили 
свое название) в работах В. П. Хавина и В. Г. Мазьи {32— 
34]. Классические потенциалы Рисса и Ньютона являются 
частными случаями нелинейных потенциалов. 

§ 5. НЕЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ ПОТЕНЦИАЛА 

Пусть /С(г), г > 0,—положительная, убывающая, непре­
рывная функция. Для x6R"\ х*£0, считаем К(х) = К(\х\) и 
предполагаем 

\ К (х) dm (х) < оо, 
|Х|<1 

где т —• d-мерная мера Лебега. 
Для /6L'7(Rd), l<p<{infty}, определяется потенциал 

W (х)=Ub (х) = (Л> f)(x) = \K{x-y)f (у) dm (у). 
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Для положительной борелевской меры р, аналогично 
определяется потенциал 

U^x) — U£(x) — (/C* t-)(x)----$ K(x-y)dp{y). 

Для произвольного множества EcRd (К, ^-емкость 
(Хедберг) определяется по формуле 

CKi7(E) — mf5l / (x) |^ /n(x)- inf | | / | | ? , 

где нижняя грань берется по всем функциям /6/-Л которые 
неотрицательны и U^(x)>l на множестве E. 

Если некоторое свойство имеет место для всех точек, 
за исключением точек некоторого множества E, CK (E)—О, 
то говорят, что оно имеет место (АГ, <7)-квазивсюду 
((К,д)-к.в.). 

Для произвольного борелевского множества EcR d опре­
деляется также емкость 

CK,<7(^)==SUP!J'(£)' 
Й 

где верхняя грань берется по всем положительным, сосре­
доточенным на множестве Е борелевским мерам, удовлетво­
ряющим уСЛОВИЮ ||t/.x||/)< 1. 

Двойственная связь между этими емкостями обусловлена 
билинейной формой 

Ф ( / , [ . ) -=$ {cdot}yU~-S^/dw 

и выражается в следующей теореме, доказательство кото­
рой можно иайти в вышеуказанных работах по теории 
потенциала. 

Теорема 5.1. Пусть Е — борелевское множество и 
1 <<7<оо. Тогда 

(a) cKJE) = CKiq(Ef; 
(b) Существует такая сосредоточенная на Е мера jx, 

что p(R«)^cK<q(E), | | U y p = l ; 
(c) Существует единственная функция fQLq такая, что 

\\f\\q
q = CK.q(E) и - W > - (K>1)-K- в- н а Е> 

(а) р. и / связаны соотношением / = с „ (E). (U^).3-1, т. е. 
U^a^iE^K-iK^)"-1); 

(e) i-ь сосредоточена на множестве Е = Еr\fx:Uf
K(x) = 1} 

и CK,q(F) = CK,q(E)- в — И Ч И Н а 
v - — у * , -/c*(/c*v)p--
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называется нелинейным потенциалом и если v== с (E)*-1 • ^ 
где [л —экстремальная мера из теоремы 5.1, то V* назы­
вается (/<", ^-емкостным потенциалом множества E. Тогда 
v(E) = cKq(E)'1 = CKtli(E) и v называется (ЛГ, ^-емкостной 
мерой для E. 

Нетрудно понять, что Ск (Е) можно также определить 
с помощью следующего экстремального свойства: 

C/c,,-(E)-=suptA(E), 
и. 

где верхняя грань берется по всем сосредоточенным на Е 
мерам, удовлетворяющим условию 

Vl<,g(x)<l> Jcesuppv. 

Пространство функций Uix, где /вЛ", c нормой \\Uf
K || = 

= 11/11.7 обозначается через 95%. Если, .в частности, в ка­
честве К (х) рассматривается ядро Рисса: Яа,(х) = \х\а-а, 
0 < a < d , или эквивалентное соответствующее ядро / a 
Бесселя, определенное как преобразование Фурье функции 

a 
(1 + | t р) 2 , то будут использованы обозначения Uf

a, 93%, 
Са,д И Т. Д. 

Из теории Калдерона—-Зигмунда хорошо известно, что 
для целых a 93% совпадает с пространством Wa Соболева,. 
состоящим из функций, обобщенные производные которых 
порядка q есть .функции из L" (см. [83] или [130, гл. V: 3.3]). 

В классической теории потенциала имеется несколько 
различных эквивалентных определений тонких . множеств. 
(см. например. Брело [75, 76]). Здесь дается подходящее 
для работы определение (Хедберг). 

О п р е д е л е н и е . Пусть E-— произвольное множество. 
Е называется (/<", ^-тонким, в точке х0, если существует 
такая положительная мера v, что нелинейный потенциал 
Vlc.q ограничен и удовлетворяет условию 

V7<,-(x0)< Hm Inf Vk,q(x). 

Следует отметить, что согласно принципу максимума; 
В. П- Хавина и В. Г. Мазьи [33, 34] (см. также Адам и 
Мейер [63, 64]) достаточно предположить ограниченность 
VX.- только на носителе меры v. 

Обозначим через Вх(8) шар {y:\y-х\<,Щ. 
У т в е р ж д е н и е 5.2. Пусть ядро К, кроме вышепри­

веденных условий, удовлетворяет также условию 
/С(5)<С/С(28) (\У 
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для некоторой постоянной С>0 и для достаточно малых 
:8>0. Пусть EcRd — борелевское множество. Если 

. \ск,1,(Е[]Вх(Щ)р--1К(Р)РЬа-Ш^оо, (2) 
6 

то множество Е не является (К, ̂ -тонким в точке х. 
Заметим, что при р=2 V\,i становится классическим 

линейным потенциалом относительно ядра К*К. Согласно 
хорошо известным свойствам свертки для ядер Рисса и Бес-
селя имеем, что Са.2 равен классической емкости С2а Рисса 
или Бесселя. Если положим 2а = [3, то условие 2 принимает 
вид 

dS—oo, 0 < p < d . 

Тогда, учитывая также утверждение 5.4, мы получаем 
классический критерий Винера. 

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я 5.2. Положим 
х=0 и обозначим Ef]BQ(b) = E6, В0(Ь) = В6. Ограничение 
меры v на множество В& обозначим через мб. 

Заметим, что для любой положительной меры v 
со 

IviB^Kibyb'i-idb^CVl^iO), (3) 
6 

где С —некоторая постоянная, не зависящая от v. В самом 
деле, используя условие (1), можем писать 

У к,, (0) = J К (у) dm (у) {] К (t - у) dv (г)}""1 > 
со 

• > 2 $ К (у) dm (у) [ $ K(t-y)dv(t)\P~1> 

> 2 $ К{у)К{2-"-у-Ч{Втп)р-Чт{у)> 
СО 

> С Х $К {у)Ь (Bwl)p~4m(y) = СIК (8).*v (B6y-W~4b. 
о 

Предположим теперь, что v —такая положительная мера, 
для которой Vk,q=l/v> 1 (/С, <7)-квазивсюду на EflG> где 
{? —некоторая, окрестность1 начала координат. Предположим 
также,, что Vv ограничена или, несколько, слабее,, . 

. , i в б • - ' • ' - -' ', ••'•• 
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Мы покажем, что из такого предположения следует 
I^V(0)>1. Так как Vv полунепрерывна снизу, то 

I/V(Q)= lirainf Vv(x). 
-"---О, XQE\{0} 

Доказательство состоит в некотором видоизменении 
метода Карлесоиа [86, теорема 111:3], а именно, в аппрокси­
мации l/v(0) некоторой последовательности средних Vv 

Пусть мера о6 сосредоточена на множестве Ей, имеет 
единичную массу и 

paX<2CIU(E&)~^. (5) 
ДЛЯ достаточно малых Ь E6_О и 

<\>V^(x)dob(x)>l 

или, если менять порядок интегрирования, 

\U4{y){U\y)y-4,n{y)>\. 
Пусть е> 0 —произвольное и р> 0— достаточно малое 

число, так что 
$ K(y){U4y)}"-idtn(y)<e. 

\yi<P 

Последнее возможно, если 1/̂ (0) < оо. 
Рассмотрим /1= [ Ua6(y) {(Jv(y)}P-idm (у). 

\и\>р 

При b->OU«u(y)=^K(x-y)da&(x)->K(y) 

равномерно для \у\>р. Так ЧТО 

l i m ' / . - \ K(y){U4y)}p-idm(y), 

и эта величина стремится к Vv(0) при р->0. 
Если мы покажем, что 

liminf [ U°6(y){U\y)}P^dm(y)<CB, 
б-*0 , v i 

\П<Р • . • 

т о будем иметь 
V\Q) =lim inf [ V^(x) da6(x) > 1. 

6->0 J 
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Рассмотрим сначала величину 
/6={ич{и°Щр-1йт. 

Согласно неравенству Гёльдера 
j6<||Ut's||P1!(U^r1||4-llU(J-|lp-||^s||r1-

Из (4) и (5) для достаточно малых 8 имеем 
_ i _ i_ 

h<C-CK,q(E,) ^{ВАЬ)". 

Тогда (2), (3) и (1) дают liminf/в = 0. 
6-0 

Остается оценить Г&, где 
/6— J dn(y)^K(x-y)da6(x){ J K(t-y)dv(t)}" -

= ^da6(x) ^ /C(x — Z/)d.m(i/){ jj i C ^ - y ) ^ ( 0 } P _ 1 . 

Предположим, что 43< р, -|--й<|г/| <р. Тогда для |x|<& 

имеем \x—y\>\y\ — |x|>-g \y\, так что согласно (1) 

^ K(x-y)dm(y)\ \ K(i-y)dv(t)}p~l< 
j - s a K p 

< С jj /<-(i/)d/№(i/){jJ/C(^-t/)dv(t)}P \ 
\У\<Р 

3 
Пусть теперь, |гу|<2-5. Для |x|<o и |2!|>4В 

\t-y\>\t — (y — x) — \x\>z\t — (y—x)\, 
5 3 3 

так что \у—x|<j8 и |t-(у-л:)|>--8>--|.л;|. Опять,, соглас­
но (1), имеем 

. .Г С . _ . . 1 D - 1 

< J /C(x-y)d/ra(y){ J K(t-y)dv(t)Y l. 

С • J K(x-y)dm (y){ J # (~ - ( У - x ) ) rfv (t)}P-1 < 

с 5 ^(^^(^Цк^-у)^^"1. < 
l.vf<P 
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Из приведенных оценок, при условии ограниченности V(V 
для любого е>0 будем иметь 

lim Sup ./. < е 
б->-0 

как только р достаточно мало. Утверждение доказано. 
Справедливость обратного утверждения в общем случае 

неизвестна. Однако в частном случае оно получено Адамсом 
(Univ. of Minnesot thesis, 1969) и независимо В. П. Хавиным 
н В. Г. Мазьёй [34]. Относительно простое доказательство, 
принадлежащее Мейеру, можно найти в работе Адамса [62]. 

У т в е р ж д е н и е 5.3. Пусть (А — положительная мера и 
(9 ([),, 8) ==sup |А {Вх (5)), 1 < q < оо, aq < d. 

X 

Тогда существует постоянная С, зависящая лишь от q, а, 
d, такая, что для всех х 

У т в е р ж д е н и е 5.4. Пусть 1<<7<оо, a^<d, 
^>2—-j и E-—борелевское множество. Следующие утверж­
дения равносильны: 

а> J [ V - j •¥< o o ; (?) 
b) множество Е является (а, ^-тонким в точке х. 
О п р е д е л е н и е (см. Фуглед [103]). Функция / назы­

вается (К, <7)-квазш1епрерывной, если она определена {К, q)-
квазнвеюду и для любого е>0 существует такое откры­
тое множество G, что С;.-,,-(G) < е и ограничение этой 
функции на множество СО непрерывно. 

У т в е р ж д е н и е 5.5. Функции из SSJI являются (/<", .7)-ква-
зинепрерывньши. 

Это утверждение обобщает результат Дени [98], полу­
ченный в классическом случае, и имеет аналогичное дока­
зательство. 

О п р е д е л е н и е (см. Брело [75]). Функция g называет­
ся (К, .7)-псевдоиепрерывной в точке x0, если она опреде­
лена (/<", <-)-квазивсюду и для любого е > 0 множество 
{х: |g"(A-) —g(x0)|>e} является {К, ^-тонким в точке x0. 

Следующая теорема принадлежит Фугледе [104, теоре­
ма 3] (см. также Дени [97]). 

Т е о р е м а 5.6. Любая (/С (?)-квазинепрерывная функция 
является (К, с7)-псевдоквазинепрерывиой {К, q) -квазивсюду. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Совокупность всех (AT, ^-тонких 
точек множества Е обозначим через е(Е). е(Е) содержит 
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внешность E. Множество E[jCe(E) обозначим- через E,, 
Очевидно, что CKiq(E) — CK>q(E), так как E c E и емкост­
ный потенциал для Е превосходит единицу квазивсюду 
на E. 

Рассмотрим множество всех интервалов (а, [3) с рацио­
нальными концами и через {Ап} обозначим пронумерованную 
последовательность их дополнений. Пусть функция g (K,q)-
квазинепрерывна. Тогда для любого е>0 и для каждого Ап 
существует такое открытое множество О, что С/с,- (G) < е 
и множество g-_1(A,j)\G замкнуто. Обозначим g^(An) через 
Вп. Тогда 

Bnc:((Bn\G)[jG)~cz(B,l\G)~[]G = (Bll\G)\jGc:Bnl]G. 
Таким образом, Вп\Впс(7 и С/с,7(5„\.5„)<С^,-(С) — 
= CKtq(G)<B. Отсюда следует, что CKiq(Bn\B„) = 0, и тог-

Да Ск.,^Фп\Вп)) = 0. 

Для любой x0ij IJ (Вк\Вк), х0$Вп, множество Вп являет-
к=1 

ся тонким в точке x0. Таким образом, для любого е>0 
множество {x:\g(x) —g(xa)\> e} является тонким в точке x0. 
Теорема доказана. 

. Справедливость следующей теоремы для общих ядер К 
неизвестна. Теорема 5.7 доказана Чокветом [123] в класси­
ческом случае. Аналогично доказывается несколько более-
общий результат. 

Теорема 5.7. Пусть EcRrf-борелевское множество 
и <7>2--^-. Тогда для любого е>0 существует такое 
открытое множество G, которое содержит е(Е) и 
C e i , (EnO)<e. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {0„}Г есть пронумерован­
ная последовательность всех шаров ВХ(Ь), где х и 8 рацио­
нальны; Vn — емкостный потенциал множества EnG-u AK-
подмножество множества Оп, где 1/я<1. Согласно утверж-
дению 5.3 \j An = e (E). 

Из утверждения 5.5 и теоремы 4.1 следует, что для 
заданного е>0 существует такое открытое множество Gnt. 
которое содержит те точки множества EnG,n где ^ п < - . 
Ga,-(G,.)<-..2_'', и ограничение Vп на множество СОп непре-

ОС. _ 00 

рывно. Обозначим E = E \ и Gn. Ясно, что E n (U G„)= 0 . 
i i 

Для всех xgE и л > 0 имеем Vn(x)>\. Так как Vn непре" 
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рывна вне Gn, то Vn(x)>\ для всех xeE. Значит, 
E n e ( E ) - 0 . 

Положим G=-CE. Тогда e(E)cG и, кроме того, 
оо 

GnEcCEnEcz U0„. 
/z—4 

оо 

Так что C a , , ( G n E ) < 2 C « . - 7 ( G « X s -
я - 1 

С л е д с т в и е Г Подмножество множества E, где E 
(а, ^-тонкое, < 7 > 2 — - , имеет нулевую (а, ^-емкость: 

Ca,-(En-5(E)) — 0. 

С л е д с т в и е 2. Множество, (а, ^-тонкое в каждой 
своей точке, ( / > 2 - | , имеет нулевую (а, ^-емкость, и 
наоборот. 

Т е о р е м а 5.8. nycTb_EcR r f-борелевское множество 
и та часть множества Е, где Е является (/<", ^-тонким, 
имеет нулевую (/С, ^-емкость. Тогда G/<,.-(EnG) —GK,?(-HG) ' 
для любого открытого множества О. 

Если (/>2—••---, то следующие утверждения равносильны: 
(a) Ga,-(EnG)—Ga,t7(EnG) для любого открытого 0\_ 
(b) Существует такое т. > 0 , что С-.,-(En G) >vi.Ca>t-(EnG) 

для любого открытого G; 
(c) Ca,-(Ene(E))=--0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ca,-(En.3(E))—0. Тогда 

каждый (AT. <7)-потенц1гал, который > 1 (/<", <7)-квазивс;оду 
на E n G , также > 1 (АГ,.7)-квазивсюду на EflG- TeM самым 
доказана первая часть георемы и то, что из (с) следует (а). 

Что из (а) следует (Ь) тривиально (теорема 5.7). 
Покажем, что из (Ь) следует (с). Вопреки утверждению 

пусть Ca ,-(EDe(E))>0. Согласно теореме 5.7 существует 
такое открытое множество G, что e(E)cG j i Ga, ?(EnG)< 
<7.{cdot}Ca,,(Ene(E)), но C a >-(Ene(E))<C a , -(EnG), и полу­

чается противоречие с (Ь). Значит из (Ь) следует (с). 
У т в е р ж д е н и е 5.9.. Пусть EcR-"-борелевское мно­

жество, 1<(7<оо, a<7<d. Пусть / г -такая возрастающая 
•функция, что .. г 

T / ft (6) у - - db > •' 
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Если F —-множество всех таких точек х^Е, что 
,(Ef\B 

в^о ' h (б) 
С (ЕГ\ВХ(5)) 

11m sup — - - — < оо, 
то Ca,-(E) = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ca,-(F)>0 и s > 0 —напе­
ред заданное произвольное число. Тогда существуют по­
стоянные C<{infty}, 80>0 и такое подмножество F1 множества 
F, что Ca,q(Fx)>0 и Ca,q(Ef\Bx(b))<C-h(b) при 8<80 и 
JC6F1. Можно также предположить, что E1 компактно и 
имеет диаметр не менее, чем заданное число г > 0 . Число 
г будем считать выбранным настолько малым, что г<80 и 

Mgd-ct?) б ^ ^ ,) fi(d-a?)(p-l ж < Е -

Пусть Vaj-—-емкостный потенциал для E-, v(/?1) = 
= Ca,-(E1). Тогда 

v (Л П -3,(8)) < Ca,q(Fx п ЗД) < Ca,-(E П -9r(8)) <GA (28) 

для всех х и 8< — 80. Откуда v(F1n-#x(-0)<Gh(.r)- Согласно 
утверждению 5.3 Va,t7(x)<C{cdot}e для всех х и для некоторой 
постоянной С. Пусть в>0 заранее ' выбрано из условия 
С-е<1, тогда получаем противоречие. 

С л е д с т в и е . Пусть функция h такая, что и в утверж­
дении 5.9, а Е — борелевское множество, которое имеет 
такое подмножество FcE, что Ca,-(F)>0, и для всех x6E 

с (спад) . 
l i m s u p — — с , & \ < {infty}. 

б_о h (S) . 
Тогда для любого TJ> 0 существует такой шар Вх (8), что 

Ce„- (E П ВХЩ < т]. Са,„ (Е П Я , (§)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для некоторого "/]>0 

Са.„ (Е П Я, (§)) > т) • Ca, - (Ё П .S, (8)) 
для всех x и 8>0- Такое предположение таким же путем,. 
как в утверждении 5.9, приведет к противоречию. 

Теорема 5.10. Пусть ядро К такое, что и в утвержде­
нии 5.2, а EcR~ —нигде не плотное борелевское множе­
ство. Тогда следующие утверждения равносильны: 

(a) CKiq(EC\Q) = CK!q(G) для любого открытого множе­
ства О; 
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(b) CKiq(E[]Bx(b)) = CKt(l(Bx(b)) Для всех х и Й>0; 
(c) Почти для всех х£Е- (относительно меры Лебега) 

Ск а (Ef]Bx(8)) Иш sup К-"\У 'L > о. (7) 
в->о ° ' 

Основная идея доказательства такая же, что и в утвержде­
нии 6.2. 

За развитием этой теоремы можно проследить в работах 
Хедберга ([121, 123]). 

§ 6. ПРИБЛИЖЕНИЕ В СРЕДНЕМ АНАЛИТИЧЕСКИМИ 
ФУНКЦИЯМИ 

, Здесь существенно используются результаты предыду­
щего параграфа в том частном случае, когда имеется про­
странство ssf или, что то же самое, W\. 

о 

Для открытого множества О через W"(0) обозначается 
замыканисв Wi(Rd) множества функций из С00, которые имеют 
компактные носители, принадлежащие G. Через ^*г-1 — р. 
будем обозначать преобразование Коши комплекснозначной 
меры (х. Вместо Ci,- будем писать Cq, вместо (1, .7)-квази-
всюду —у-квазивсюду. 

Следующее утверждение будет играть важную роль в 
дальнейшем.. Доказательство можно найти у Дени и Ли-
онса [99]. 

У т в е р ж д е н и е 6.1. Пусть /e^?(Rrf), 1 <q<oo. Тогда. 
/ + = Max(/,0)6Wf(R-!) и 

J |grad/+ \«dm=\ | grad/\<dm<\ |grad/\qdm. 
f>o 

О п р е д е л е н и е . Пусть EcRd—произвольное множе­
ство. Определим 

r,(£)..= inf^|gradu>|ffrf/»,' 

где нижняя грань берется по всем функциям uQWl, о>>Г 
у-квазивсюду на E. 

Согласно утверждению 6.1 в определении можно рассмот­
реть также СО, которые равны единице -у-квазивсюду на E. 

Эта. емкость хорошо известна. Она была изучена и ис­
пользована многими авторами (ем. [29, 31, 69, 88, 122, 123,. 
138]). 

Как непосредственное следствие эквивалентности норм-
пространств SS\ и Wi имеем, что емкости Yq и Сп эквйва-
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-лентны. Существуют такие не зависящие от E постоянные 
-С- и С2, что 

с1.св(-е)<г,(.е)<с2-св(..5). 
На комплексной ПЛОСКОСТИ G МОЖНО определить также 

следующие емкости (Хедберг). 
О п р е д е л е н и е (а). Пусть EczC —произвольное мно­

жество. Определим 

f 9 (E) = inf^ 5m 

dz dm, 

тде нижняя грань берется по всем таким комплекснознач-
•ным функциям MgV7i, что со—1 -у-квазивсюду на E. 

(в) Пусть E c C — компакт. Определим «аналитическую 
.̂ -емкость» (см. [123]) 

Те (F)-sup | f (oo) [ = sup | Urn г / ( г ) | , 
f f г->со 

шде верхняя грань берется по всем f^Lp
a(CF), удовлетво­

ряющим условию | | / | | р < 1 . 
(с) Пусть EczC—-компакт. Определим 

T-7(F) = sup|j.(F), 
v-

тде верхняя грань берется по всем таким положительным 
мерам р., что Црг-1 | |р< 1. 

Для произвольного множества E 7p(---0 = suPT-(F)> 
~{р(Е) = sup TP(F)> гДе верхние грани берутся по всем ком-
тактам Fat. 

Т е о о е м а 6.2. Пусть E c C —борелевское множество. 
Тогда существует такая не зависящая от Е постоянная С, 
•что 

c~(E)<ta£ )<T? (F ) -
L L L 

— ̂ -ГЛ-̂ Г <4гТ"(ЕУ <С-СЛЕ)" =Сся(Е). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать теорему 

.для компактных Е. По теореме 5.1 сд (E) = Cq(E)q. Оче­
видно, что с9(Е)<19(Е)<ъ~(Е) и Т9{Е)<2-Ф9(Е)< 
<ССЧ(Е). 

Пусть ш-произвольная дифференцируемая функция с 
(компактным носителем, равная единице в некоторой окрест-
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здости E, а /—подходящая гладкая кривая. Тогда 

1^(~)|-в2^|$/(г)Нв2й'|^(г!)Ш(г)Дг 

"2я 5-^---лН-тВ/̂ Н<ти. да 
дг 

Поэтому Т- (E) < ---- Г-7 (£) ' . То> 
что имеет место равенство, 

доказано в [121, лемма 1]. 
Следующее следствие принадлежит В. П. Хавину и 

•В. Г. Мазье. 
Следствие . Пусть E—компакт. Тогда Lp

a(CE), 2<p< 
< о о , нетривиально тогда и только тогда, когда c?(E)>0 

(то есть существует такая ненулевая на Е мера i-i, что 
1ИгПИр<°°)-

Следующее утверждение хорошо известно при q~>d, a 
при q<.d было доказано Багби [70]. 

У т в е р ж д е н и е 6.3. Пусть cpgWf(Rd), l < ^ < o o , и 
ср = 0 д-квазивсюду на компактном множестве F, C,,(F)yO 
{F4=<Z> для q>d). Тогда ^W\(CF). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можно 
предположить, что <р имеет компактный носитель. Согласно 
утверждению 6.1 МОЖНО предположить, что функция ср не­
отрицательна и ограничена. 

Пусть сначала <7>fci. Тогда ср непрерывна. Для в>0 
положим срв = (ср — е)+. Тогда сре = 0 в некоторой окрестности 
множества F и интеграл 

jj|grad(cp—•<?B)\!ldm= ^ |grad<p|?dm 
0<<р<8 

стремится к нулю при s{to}0. 
Пусть теперь q<,d. Согласно утверждению 5.5 для 

каждого п. существует такое открытое множество <?„, что 
Cq(Gn)<.—, и [ограничение функции ср на множество СОп 

непрерывно. Кроме ТОГО, <р=0 на Оп. Существует (onQWi 
такое, что м„--=1 на Gn и §|gradco„|?dm<C/№ для некото­
рого ПоСТОЯИНОго С. ПОЛОЖИМ Фге--=[-Р — — J Ифп = <Ы-—Ш-.)-
Тогда yneWl и -p„==0 в некоторой окрестности F. Кроме 
того, 
llgrad^ — cpJII^IIgrad^ — Wlle + l l^grad^l^ + ll^grad^ll,-. 

При /г->оо первое слагаемое стремится к нулю, как и выше, 
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а второе слагаемое <СМах|ср|/г ч. Третье слагаемое не 
превосходит величину |K.grad<p||~, которая стремится к 
нулю. Утверждение доказано. 

Следующая теорема Хедберга при 1 < / ? < 2 ранее была 
получена Берсом [73] и В. П. Хавиным [52]. 

Т е о р е м а 6.4. Пусть l < p < o o , 0„cC —открытое мно­
жество с компактной границей и C,~(CG)>0 (CG-7--0 при 
р<2). При p < 2 О предполагается ограниченным. Тогда 
преобразования Коши \ъ(г) = [х*г-1 комплекснозначных мер JJ-, 
которые сосредоточеаы в СО, всюду плотны в /-«(О). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть комплекснозначная функция 
g6L'7(G) такая, что \g>d/re —0 для всех сосредоточенных в 
СО мер, с условием ||(j,*|3|"-||p< оо. Тогда согласно теореме 
Фубини \gdp~0 для всех таких мер [А. Из теоремы 6.2 
следует, что g = 0 д-квазивсюду на- CG. Но gQWi, и со­
гласно утверждению 6.4 действительная и мнимая части g 
в пространстве W\ могут быть приближены функциями ере,. 
компактные носители которых принадлежат G. Для любой. 
функции /GL'a (G) имеем . ' 

^fdm=\j=(,ef)dm. 
Значит, 

\gfdm—-сJ|l fdm = -̂— (g-сре) fdm 
и ' • 

.Rg/--/»|<llgrad(ff-Te)||,||/||p. 
Последняя величина при s->0 стремится к нулю. Теорема. 
доказана. 

В следующей теореме рассматриваются те открытые 
множества О, которые совпадают с внутренностью своего 
замыкания. 

Т е о р е м а 6.5. (Основная). Пусть E c C —компакт и 
2 < p < c o . Следующие утверждения равносильны: 

(a) ^ (E) -Lg(E) ; 
(b) Если <p€\Ff и <р=-0 у-квазивсюду на СЕ, то <?QWi(E°); 
(c) Если <?QWl И <р — 0 17-квазивсюДУ н а GE> Т° <р—0' 

д'-квазивсюду на 3E; 
(d) C,-(G\E) — C<,(G\E°) для всех открытых G; 
(e) Для некоторого т]>0 С, (0\Е)> т,С~ (G\EG), для 

всех открытых О. 
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З а м е ч а н и е . Равносильность (а) и (Ь) доказана 
В. П. Хавиныи и В. Г. Мазьёй [31], Равносильность (а), (с) 
и (d) доказал Багби [69, 70] (см. также Хедберг [121]). . 
Свою завершающую трактовку эти результаты получили в 
вышесформулированной теореме, взятой из работы Хедберга 
[123]. Эта теорема по своему характеру имеет много общего 
с результатами А. Г. Витушкина [12] по равномерному при­
ближению рациональными функциями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6.5. Согласно утверж­
дению 6.3 из (с) следует (Ь). По аналогии с доказательством 
теоремы 6.4 можно показать, что из (Ь) следует (а). (Здесь 
{mu} есть преобразование Коши мер, имеющих точечные массы). 
Мы должны также показать, что из (е) следует (с), из (а) 
•следует (с), из (Ь) следует (с) и из (с) следует (d). 

При доказательстве (е)=->-(с) используется рассуждение 
принадлежащее Багби [70] (см. также Фугледе [104, лем 

:ма 1]). 
Множество U называется квазиоткрытым, если для 

каждого е>0 существует такое открытое множество О, 
CQ(G)<e, что U\Q открыто в СО. Для таких множеств 
JJ и О в силу (е) имеем 

C-(U\E°)<C (7((UUG)\E0)< 
<^Cq((if[jG)\E)<^(Cll(U\E) + Ctl(0)). 

•Откуда C4(U\E)>Cq(U\E0) для любого квазиоткрытого 
множества U. Положим U={z:y(z) >0}. Очевидно, что U 
квазиоткрытое множество (так как любая y^W\ квазине-
:прерывна), и поэтому 

C-(t/\Eo)<7j"-i.C?(U\E)-=0. 
TeM самым (е)-Ф-(с) доказано. 

Пусть теперь (с) не имеет места. Тогда существует 
такая cpGWf, что ср--=-0 ^-квазивсюду вне Е, но <р>0 на, 
компактном подмножестве К множества дЕ и Cg(K)>0. 
•Согласно теореме 6.2 существует такая положительная, 
.сосредоточеннаяна К мера |А, что ^Lp

a{E) и Ц^И"1!!-< °°. 
Тогда \tpd[A>0, в то время как \фо^=-0 для всех ф, носи­
тели которых принадлежат E0. Значит, ty$Wi(E°) и (Ь)=^(с) 
доказано. Кроме того, .-> = —=*z~l и, стало быть, \cpd(i= 

п dz J 
= — — \—1 pdm. Поэтому функция — не аннулирует все 

•функции из L2(E), в то время как она аннулирует всё 
функции из RP{E) (ибо ср (г) = 0 вне E). Следовательно.. 
.(a)-^(c) доказано. 
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Теперь предположим, что не выполняется (d). Тогда су­
ществует такое открытое множество О, что C-(G\E)< 
<C-(G\E°) . Пусть ср — ̂ -емкостная потенциальная функция: 
для Q\E и ф — min (<р, 1). Согласно утверждению 6.1 ty£W\. 
Существует такой компакт Кс.дЕГ\0, С-(Л')>0,где Ф<1,. 
ибо в противном случае Cq(G\E) = Ct,(Q\E°). Пусть. 
ШбО° (G) равна единице в некоторой окрестности К. Тогда 
--О—«1061И, со(1 —4))=° на СЕ и ш(1 — 4>)>0 на К. Зна­
чит, (с)—>-(d). Теорема доказана. 

Из теоремы 6.5, согласно утверждению 5.4 и теореме-
5.10, получаются два следствия. 

С л е д е т в ие 1. Пусть E c C —компакт без внутренних; 
точек и 2 < p < o o . Тогда следующие утверждения равно­
сильны: 

(a) RP'(E)=D>(E)\ 
(b) Если y£W\ и ср=0 <7"квазивсюДУ B H e -"-"i то tp-=0;. 

то есть Е является множеством единственности для Wy,. 
(c)C~(G\E) — Cq(Q) для всех открытых О; 
(d) С,, {К (2, S)\E) = С- {К (2,8)) для всех кругов К (2,8).. 

(Отметим, что С-(/С(г,8))«3--<7, q<2\ С2(К(2, 8))«l/log-j);. 
(e) limsup———fs——->0 почти-для всех 2. 
З а м е ч а н и е . Для d = \ и q—2 равносильность (Ь), (с)-

доказана -Альфорсом и Бёрлингом [67]. Такая же задача. 
решена Карлесоном в [86; теорема VI.2]. Множества един­
ственности для ^ (R 1 ) , а < 1 , также были характеризова­
ны Карлесоном. 

С л е д с т в и е 2. Пусть E C С —компакт и 2 < p < o o . 
Если часть dE, где СЕ (/-тонкое, имеет нулевую д-емкость,.. 
то RP(E) = LP(E). Таким образом, если 

С (CAK%S)\Bj\p-i d6 _ 
){ W=~n J J-°° 
о 

для .7-квазивсех 26<?E, то JRP(E) = LP(E). 

Г л ав а III 

§ 7. ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА, 
ТОЧКИ ОГРАНИЧЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ И ЕМКОСТЬ 

Результаты этого параграфа принадлежат Бреннану [77]! 
иХедбергу [122]. 

Сначала сделаем некоторые замечания относительно инва­
риантных подпространства дадим определения. 
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Известно, что нормальные операторы в гильбертовом про­
странстве имеют замкнутые нетривиальные инвариантные под­
пространства. Но аналогичный вопрос остается открытым для 
ограничения такого оператора на инвариантное подпрост­
ранство. Операторы, полученные как ограничение нормаль­
ных операторов таким путем, называются субнормальными. 

При изучении вопроса существования инвариантного под­
пространства всегда можно предположить, ЧТО оператор-
имеет циклический вектор. То есть, если Т -— ограниченный 
оператор на гильбертовом пространстве Я- то существует та­
кой вектор xQH, ЧТО замыкание линейных комбинаций век­
торов х, Тх, Т2х,... совпадает с Я. В противном случае опе­
ратор Г будет иметь инвариантные подпространства. Если ' 
Т — субнормальный оператор и обладает циклическим векто­
ром, то известно, что на спекторе оператора Т существует та­
кая регулярная борелевская мера р,, что Я иэометрично изо­
морфно пространству P2(d\x). Действию оператора Г в Я 
соответствует умножение на 2 в пространстве P2(d[i). Таким 
образом, можно дать следующую эквивалентную формули­
ровку задачи для субнормальных операторов: имеет ли 
P2(dM.) нетривиальное замкнутое подпространство, инвари­
антное относительно умножения на г. В связи с этим можно 
рассмотреть следующие задачи. 

Пусть |i — регулярная борелевская мера на комплексной 
плоскости С с компактным носителем E. Через 01(E) обоз­
начим множество всех рациональных функций, полюса ко­
торых лежат вне множества E, через RP(dy) — замыкание 
этого множества в L''(d\x), 1<p<oo . Возникают задачи: 

(I) Имеет ли JRP (d|x) нетривиальные замкнутые подпро­
странства, инвариантные относительно умножения на функ­
ции из ^(E)? 

(II) Имеет ли Р'> (d\i) нетривиальные замкнутые подпро­
странства, инвариантные относительно умножения на г? 

Такие подпространства называются SR (^-инвариантными и 
г-инвариантными соответственно. 

О п р е д е л е н и е . Точка С называется,точкой ограничен­
ных значений для Rp (d\x), если отображение /~>f(Q, рас­
смотренное на 91(E), допускает продолжение до простран­
ства R!'(d\>) как ограниченный линейный функционал. 

Очевидно, если С является точкой ограниченных значений 
для RJ'(d\x), то замыкание множества S£ = {/:/69t(E),/(C)==0} 
в Rp(d\x) является нетривиальным .Й(Е)-инвариантным под­
пространством. 

Здесь можно ставить задачи: , 
' (Г) Когда Rp(d\x) имеет точки ограниченных значений? 
(II') Когда PP(d\x) имеет точки ограниченных значений? 

- Ни 'одна,из вышесформулированиых задач полностью не 
решена-для произвольных борелевских мер р. '., . •. 
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Т е о р е м а 7.1. Пусть заданная на С мера {mu} имеет ком­
пактный носитель Е и р>2. Если почти все точки (по плос­
кой мере Лебега) не являются ограниченными значениями 
для Rv (dp,), то Rv (dp,) = L P (d\x). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если m(E) =0 (rn — плоская мера 
Лебега), то справедливость теоремы следует из результата 
Гартогса и Розенталя, что Ш(Е) равномерно плотно в прост­
ранстве непрерывных на Е функций. 

Пусть т(Е)>0 и, вопреки утверждению, Rp (d\?)=fcLq(dp). 
Тогда существует в пространстве L4 (d\i), —•-]- — -—1, такая 
отличная от нуля функция g, что \fgd\><~0 для всех 

'в 
f6R"(df). Тогда преобразование Коши g(£) = \—.Tdt~(.3) 

Е 

•будет отлично от нуля на подмножестве множества Е 
положительной меры Лебега. Кроме того, —-р-б-.--'7 (dp.) для 
почти всех C6E (ибо <7<2). Поэтому существует такая 
точка C0eE, что (1) g(i;0)^0; (2) fi--UE*(d!J.); (3)C0 не явля-
•ется ограниченным значением для R-" (dp). 

Теперь, если /631(E), то функция (/(£) — /(C))(г — С-)"1 

-также принадлежит $Я (Е) и 

'Е 
Откуда 

где /631(E) —произвольная функция. Из (2) тогда следует, 
что С- является ограниченным значением для Rp(d\i.). По­
лученное противоречие доказывает теорему. 

Теорема 7.2. Пусть заданная на С мера р. имеет ком­
пактный носитель Е. Если />>2, то Rp(dp) всегда имеет 
Ш(£)-инвариаитное подпространство. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 7.1 или i?̂ (d(j.) 
имеет ограниченное значение на множестве Е или RP(d\s,) = 
= LP(d\i), Если C6E —ограниченное значение для Rp(dp), 
а ^ф,(Е), ^(С)-=0, —некоторая ненулевая и непостоянная 
функция, то Sty— {fty\ f£Rp(d\i)} является 31(£)-инвариантньщ 
подпространством. Sty нетривиально, ибо ty&S^ и \USty. 
Кроме того, Sty замкнуто, так как •[.•6L°°(d[j.). Если же 
Rf(d\>) = LP(d\>.), то выбирается функция fQRp(dix)> |<р|<1 
;|мгочти всюду, tp==0 на множестве положительной {г-меры 
я <р не является нулем для R"(dp). Тогда 5<р — {/<р:/ё-^р(#)} 
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опять является нетривиальным 31(£)-инвариантным подпро­
странством. 

Отметим, что из теоремы 1.9 и из доказательства тео­
ремы 7.2 следует, что пространство P^(E), 1 < / ? < оо, рф2, 
всегда имеет г-инвариантные подпространства. 

При р — 2 справедливость теоремы 7.2 неизвестна. Более 
того, существуют такие меры \>., что R2(d[>.) не имеет точек 
ограниченных значений, в то время как R2{d\y)^L2{d\i). 
Пусть нигде не плотный компакт E 0 является «швейцарским 
сыром»: получается удалением из замкнутого единичного 
круга /С0 открытых кругов /Су. — /С(<жу, г;), /==1 ,2 , . . . . з а м ы ­

кания которых не пересекаются, и JTJ r,- < °° • Положим 
со 

Г — U дК} U дК0 и через dS обозначим дифференциал дуги 
/--.1 

на Г. Согласно предположению \ d s < o o . Отметим также, 
f 

что /?2(Г, ds)^L2(V; ds), так как для любой /еЖ(Е0) 

\f{%)ds = \fdZl=Q и %№$> ds)-
b r 

Бреннан показал [81], что существует такой «швейцар­
ский сыр», никакая точка которого не является ограничен­
ным значением для Л2(Г; ds). С другой стороны, Вермер 
[81] показал, что для произвольного «швейцарского сыра» 
Е0 пространство R'}(T; dS) имеет Э1(£0)-инвариантное под­
пространство. 

Вопрос, который естественно напрашивается; как описать 
ограниченные точечные значения пространства _R2(E)? 
Впервые этим вопросом занялся Бреннан [79]. Он доказал 
теорему. 

Т е о р е м а 7.3. Пусть E , m . ( E ) > 0 , —компакт на ком­
плексной плоскости и р>2. Если C6E и 

Ч*Р(К &, 6)\Е) 
hm sup — -с > О, 

. б-->о ° 

то точка C не является точкой ограниченных значений для 
R"(E). 

Отметим, что при l < p < 2 точки C6-3E для произволь­
ного компакта В не могут являться точками ограниченных 
значений для RP(E). Действительно, согласно утверждению 

4.4 —p6-/-?;'(E)> и тогда существует такая последователь-

ность {/„}cSR(E), что — v - ~ f n \ "^О. Рассмотрение после-
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довательности {1—-(г —C)/„(z)}c9t(E) показывает, что С 
не является точкой ограниченных значений для i^(E). 

Исходя ИЗ теоремы 7.3, нетрудно показать, что если CGE 
является точкой ограниченных значений для RP(E), TO С 
является точкой ПЛОТНОСТИ Лебега для Е. 

Следующая теорема Бреннана [79] усиливает теорему 4.1: 
при рф2. 

Теорема 7.4. Пусть Е — компакт на комплексной 
плоскости и рф 2. Следующие утверждения равносильны:. 

(a) RP{E)=LP{E); 
(в) Почти каждая точка множества Е не является точкой 

ограниченных значений для Rp(E)\ 
(с) lim sup т-'Ж (С, 8)\E)/S>0 почти для всех xeE. 

б->0 р 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 7.3 из (с) сле­
дует (Ь). Что из (Ь) следует (а) при p>2 — содержание тео­
ремы 7.1. При 1<"<2 ситуация очевидная, ибо тогда всегда 
RP(E)=LP(E) (условие (Ь) означает, что компакт Е не 
имеет внутренних точек). Наконец, отметим, что согласно 
теореме4.1 из (а) следует (с). 

Определение . Точка С называется точкой ограничен­
ных значений производной порядка s для Rp(d\>.), если 
отображение f->fis){Q, рассмотренное на Ш(Е), допускает 
продолжение до пространства Rp (d[x) как ограниченный 
линейный функционал. 

Следующие результаты Хедберга ЯВЛЯЮТСЯ дальнейшим 
развитием рассмотренных вопросов и аналогичны результа­
там М. С. Мельникова для случая равномерного приближе­
ния как по формулировкам, так и по методу доказательств. 
Через -Д,.(г0) обозначим кольцо: {г:2"""_1<|г — zn\ <2-"}. 

Теорема 7.5. Точка г- является точкой ограниченных 
значений для Rp (E), 2 < p < o o , тогда и только тогда,. 
когда 

со 

22«'г.-(Ап(го)\.еКоо. 
Если 

со 

^,i2^T2(An(z0)\E)<oo, 

то г0 является точкой ограниченных значений для R9 (Е);: 
и если 

со 

222"r2(Art(20)\-5)={infty}> 

то zQ не является точкой ограниченных значений для R2 (E)-
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Т е о р е м а 7.6. Точка z0 является точкой ограниченных 
значений производной порядка s для RP(E), 2</>< оо, 
тогда и только тогда, когда 

оо 

22^1)п%(Ап(г0)\Е)<оо. 
п—1 

Если 

%n2^1)nT2(An(zQ)\E)<oc, 

то z0 является точкой ограниченных значений производной 
порядка s для R2(E); и если 

со 

222<*+ 1 ) 'T2(A^0) \E)={infty} , 
- = 1 

то za не является ТОЧКОЙ ограниченных значений производ­
ной порядка s для R- (E). 

З а м е ч а н и е . 1) Из полуаддитивности Г<- и из теоре­
мы 7.6 легко следует, что условие 

5''уД<.,,>и 
необходимо и достаточно, чтобы г0 являлась точкой огра­
ниченных значений для RP(E). Это условие .также необхо­
димо, если р — 2. Достаточным условием при р = 2 будет, 
(см. -Лаидкоф [28]) 

\ЫЩ^ЬВС1ь<0о. 

2) Чтобы г- была точкой ограниченных значений для Rp(E)t 
р>2, необходимо выполнение условия 

1 1 т г ' . * у У Э - - 0 . 
8->0 О' 

Такое утверждение является усилением теоремы 7.3. 
3) Сопоставляя эти условия с условиями приближения ра­

циональными функциями в Ьа?{Е) и ЬР(Е), нетрудно видеть, 
что, в отличие от случая приближения многочленами, с по­
мощью точек ограниченных значений 'нельзя полностью ре­
шить задачу рациональной аппроксимации в случае плоской 
меры Лебега. Другой пример, мы уже знаем, дает «швей­
царский сыр». 
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Г л ав а IV 
г 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ СВОЙСТВА ЕДИНСТВЕННОСТИ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ НА КОМПАКТЫ 

БЕЗ ВНУТРЕННИХ ТОЧЕК 

§ 8. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Теорема А. Г. Витушкина [7] характеризует те нигде не 
плотные компакты E, для которых R (£) =-С (E). Теорема 4.1 
описывает те нигде не плотные компакты E, для которы.ч 
RP(E)=LP(E), р>2. При 1<р<2 всегда RP{E)=LP{E) 
[45]. Эти теоремы говорят, в частности, о том, что если до­
полнение к компакту Е достаточно «массивное», то предель­
ный переход в классе аналитических функций не передает 
свойства аналитических функций на предельные функции. 
Но если множество достаточно «массивное», то Я(Е)ФС(Е), 
RP(Е)ФL-'(E), р>2, и.МОЖНО ожидать наследования некото­
рых свойств аналитических функций функциями из R(E) или 
из RP{E). • 

Первый результат принадлежит М. В. Келдышу. Он до­
казал существование такого нигде не плотного компакта Е, 
когда функции из R(E) единственным образом определяют­
ся своими значениями на произвольной порции компакта Е. 
Этот результат был усилен в работах [45, 47]: был построен 
пример нигде не плотного компакта Е, когда функции из 
•RJ'(E), p>2, единственным образом определяются своими 
значениями на произвольной порции компакта Е. Был по­
строен также несколько более сильный пример следующего 
характера. Пусть последовательности чисел {/„} и {•),„} та­
ковы, что г,,! О, •% -J. 0 и /"„log—-> со при ц->оо. Тогда 
существует такой нигде не плотный компакт Е а такое 
подмножество E1, т{Е\Е{)=0, этого компакта, что для 
любой функции /6/?2(E) из условий 

J \f(zfdm<4t, /z-=1,2,..., 

Где Kn = K(^0,rn), 2.-GE!, следует равенство нулю функции 
/ ( г ) почти всюду на Е. 

Такой результат в смысле порядка последовательности 
{'••"„} 'неулучшаем. Кроме того, нельзя брать zQGE (т. е. 
E — E ) . В этом нетрудно убедиться на примере функции 
ехр , которая отрицает такую возможность даже для 
областей. 
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Укажем схему построения этих примеров. Пусть 1 = я,0< -
< / г 1 < й 2 < ...—последовательность нечетных чисел. Nm— 
= nQnl.. .пт, т — 0 ,1 , 2, . . . , А —единичный замкнутый квад­

рат. Разделим А прямыми, параллельными его сторонам, на 
п\ равных квадратов. Обозначим получившийся центральный 
открытый квадрат через Дф, а остальные квадраты — 
через 8ф, 1<г<ЛГ1. Каждый из квадратов Ь\1) в свою оче­
редь разделим прямыми, параллельными его сторонам, на п\ 
равных квадратов. Обозначим получившийся в 8ф централь­
ный открытый квадрат через Д}2), 1 <:/ < /г?, а остальные 
квадраты, второго деления —через S'^, \ </? <-Л/|. Пусть 
квадраты Ъ\"~"1), l< i<7V/ ; _i , уже построены. Разделим каж­
дый из этих квадратов прямыми, параллельными его сто­
ронам, на п\ равных квадратов. Центральные в Ъ\к~Х) от­
крытые квадраты обозначим через Д|й), l < j <7V"L.i. Осталь­
ные квадраты k-ro деления обозначим через lf\ 1<p<J/Vu-
Продолжим этот процесс бесконечно. Требуемый нигде не 
плотный компакт Е определяется формулой 

E - Д М U УД. 

Потребуем, чтобы последовательность \ak = -,og. п'~\ 1 
со 

была монотонной. Если __ а/. < {infty}, то всякая функция 
/ 4 = 1 

f£R,(E) определяется своими значениями на любой порции 
компакта Е (см. [47]). 

Отметим, что даже для подобного примера неизвестна 
точная скорость возрастания последовательности {n,.}, кото­
рая обеспечивает квазианалитичность функций из R(E), 
(В терминах сходимости или расходимости рядов типа Еад 
невозможно дать точную характеристику; ибо расходимость 
такого ряда означает, что последовательность {an} слишком 
быстро возрастает, а сходимость — СЛИШКОМ быстро убывает 
[49]). 

Бреннан [80], используя квазианалитические классы Дан-
жуа, свойства ядра Бергмана и некоторые элементарные гео­
метрические свойства нигде не плотных компактов 'с конеч­
ным периметром, построил пример, усиливающий результат 
работы [47]. Он построил «пример такого нигде не плотного 
компакта (положительной меры) £. когда функции из Rv(E), 
р>2, единственным образом определяются своими значения­
ми на произвольном подмножестве положительной меры ком­
пакта Е. 
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А. А. Гончар построил пример такого нигде не плотного 
компакта E, когда значения функций из R(E) на любом под­
множестве компакта положительной длины однозначно опре­
деляют эти функции. Этот пример дает качественно оконча­
тельный результат в случае равномерной метрики. А. А- Гон­
чар применил новый подход, существенно упрощающий пост­
роение компакта единственности и ПОЗВОЛЯЮЩИЙ совершенна 
избежать громоздких оценок и вычислений. 

§ 9. ПРИМЕР А. А. ГОНЧАРА 

Мы приводим здесь оригинальное изложение А. А. Гонча­
ра. Он любезно предоставил в наше распоряжение свой еще 
не опубликованный результат. 

1. Построим сначала Е так, чтобы свойство единственно­
сти в R(E) имело место по значениям на произвольном мно­
жестве положительной длины, принадлежащем внешней гра­
нице д'Е компакта Е {д'Е — совокупность граничных точек 
компонент дополнения Е). 

Будем строить Е, последовательно удаляя из единично­
го круга К0 с центром в начале координат открытые круж­
ки 1<ч=К(2V, г-,), такие, что /Счс/С0, Kvf}K\i = 0 . Пред­
положим, что Ки ...,Кп построены; опишем (/г + 1)-й шаг. 

п 
Пусть Dn = KQ\ U/Ov, г„+1 —любая точка области Dn\ р.г+1>0 — 

"0 = 1 __ 

произвольное число, такое, что -В„+1 = /С (г„+1, р„+1)сЦ„. 
р„ < 2-('г+1)2. Обозначим через ч§п совокупность всех замкну­
тых множеств eadDn, h1(e)>— (A^e)—-длина множества е 
по Хаусдорфу). Положим 

•j.„-= inf со (z, e, Dn), 

где нижняя грань берется по всем е&$п и всем zQdBn+l. 
Легко видеть, что р,.,>0. 

Пусть /С„+1—АГ(г ), где гп+1(О < г„+1 < р„+1) столь 
мало, что 

для всех zedBn+1, Dn+1=Dn\Kn+l. 
, со 

Положим E = KQ\\jK4. Очевидно, точки г-, можно вы-
i 

бирать так, чтобы E ° = 0 . Покажем, что Е обладает тре­
буемым свойством единственности. 

со 
Пусть 0/l=Dll\ U E.V. Заметим сначала, что для любого 

я-М 
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z£Dn\Bn+l и любого еШп справедливы неравенства: 
ш (г, е, Dn+l) > ш (г, е, Dn) — u> (г, d./C„+i, Ц.+1) > 

>(i- (Tw)'C0(s'e'D" ) 

второе .из этих неравенств вытекает из предыдущей оцен­
ки для гбЭ(1)„\В„+1); следовательно, оно имеет место и 
внутри этой области). Последовательно применяя послед­
нюю оценку, для любых e£csn> z{in}G„ и ", 1 < p < o o , получим 

п+р 
<o(z, e,Dn+p)> LT(l—-)-">(г, е, £>„)>----• со (г, е, Dn), n>\. 

«4-1 

Пусть G=-IJG.v'> очевидно, E — G. Пусть С —любая точ­
ка множества G; to,Gn для п>щ. 

Рассмотрим теперь функцию /.3R(E) такую, что 
Al(N/r\d'E)>Q, где Nf={z:zQE, / ( г ) - 0 } . Пусть е.— 
=Nff]dD,l\ ясно, что А1(еп)>а0>0 для п>п2. 

Выберем и зафиксируем число пй>max(пи п2) такое, 
1 ^ •что — <<хп. 

По ° 

Без ограничения общности можно считать, что Ц/||я = 
= max]/(2.)|<Y. Пусть s /0<е <---•)-—произвольное ЧИСЛО 
И JR — такая рациональная функция, что ||/—--9||я< е. Функ­
ция R аналитична в области Dllo+p при некотором р (р за-
висит от F( и, тем самым, от е), [R(2.)|<1 в D„a+P; \R{z)\<s 
для .гбе„0. Согласно оценке, полученной выше, имеем 

ш (С, еИо, А ^ - Ц ш (С, е„., D,k) = C (С) > 0. 

По теореме о двух константах, 

поскольку С (С) не зависит от е, откуда следует, что 
/(С)=0. Тем самым, АЛ; всюду плотно в Е, следователь­
но, W - E . 

(Наложенное на р„ условие р„<2-"2 потребуется ниже). 
2. Для построения компакта, о котором говорит заглавие 

параграфа, внесем в предыдущую конструкцию необходимые 
дополнения. Пусть снова Кг, . . . , /<„, и тем самым область 
Dn, построены; предположим, что построена также некото­
рая область D*n, D*n cDn (свойства D*n будут описаны на 
</1 + 1)-м шаге). Пусть г„+1, р„+1 и E„+1 —те же, что и в 1°. 
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Присоединим теперь к $„ все замкнутые множества 
е czDn \Вп+1 такие, что сарс > — (трансфинитный диаметр); по­
лученную совокупность множеств обозначим через ^п. 
Положим 

|А — info)(г, е, Dn), 
где нижняя грань берется по всем е^п и всем z£dBn+l. 
Нетрудно убедиться в том, что и в этом случае [--„>0; 

(если для внутренних множеств потребовать, чтобы длина 
была >—, то получим, очевидно, [А. — 0, то же, если для 
граничных множеств потребовать, чтобы емкость была 
> — j . Kn+i и Dn+1 строятся так же, как и выше. После 
того, как D„+- построена, положим 

Dl+i^K(0, 1-B,,.+1)MJ-?(2.,, r , + 8„+1). 

где 8„+1 столь мало, что выполнены следующие условия 
° г е + 1 < и> •г"> + 8tt+i<Pv, v = l, 2, . . . , ft+1 (в частности 
.г+Кг-СН-1-"). D"n+i гомеоморфна Dn+l. 

Как и выше, положим Е = К0\ИК^, точки 2V выбираем; 
так, что E°----0. 

со _ ... * °- ' 

Пусть Gn = Dn\\jBv, Qn ==Д.\ U-Sv. Справедливость. 
п+1 п+1 

основной оценки для м(г, е, Dn+l) при е6^„ устанавливается' 
аналогично. Отсюда следует оценка функции ш (z, e, D,l+P) в. 
каждой точке zQGn для любых еШп

 и любых ecG« , 
саре>— (такие е принадлежат •-*Г.7, при любом т>п). 

Пусть G=UGv. G —-UG.V. Из конструкции областей 
D'n следует, что G = G* (кроме этого, Е = 0). Для любой -
точки C6G имеем: C6Gn, «>«•• 

Пусть feR(E) и А1(ЛА/)>0. Если h1(N/f]d'E)>0, то-
Nf=E по 1. Предположим поэтому, что h1(JVfr\d'E) = 0. 
Тогда положительна длина, а следовательно, и емкость 
множества Nff\E0, где Е0=Е\д'Е. Заметим теперь, что 

оо 

E0\G = r\ U Вч\ из условия, наложенного на p„(p„ <2_"а), 
Я V—n-f-l 

следует, что это множество имеет нулевую логарифмичес­
кую меру и, тем самым, нулевую емкость. Следовательно,. 
cap(.'V/nG) — cap(-V/nG*)>0. Отсюда вытекает, что. 
cap(yV/nGn)>P0>^ д л я в с е х n>«2- ' 
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Теперь выбираем и фиксируем п0 так, что» 
^0>max(«1, иг). Заканчивается доказательство теперь так 
же, как и в пункте 1. 

В действительности построен компакт Е со следующи­
ми свойствами: если /6R(E)' и /ФО, то hl(Nff]d1E) = 0 и. 
cap(A//nE0) = 0. 
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