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Обсуждаются результаты счета задачи о распространении цилиндри­
ческой ударной волны в покоящемся газе, проведенного на ЭВМ для 
значений показателя адиабаты Пуассона Y = 1 . 4 И 5 / з . 

Настоящая работа является продолжением [*], где изложены постанов­
ка задачи о цилиндрическом взрыве и ее вычислительный алгоритм в пред­
положении существования и единственности обобщенного (разрывного) ре­
шения. Здесь обсуждаются результаты счета, проведенного на ЭВМ для 
значений показателя адиабаты Пуассона 7=1.4 (воздух) и 5/з (одноатом­
ный газ), а также некоторые вычислительные подробности, не упомянутые 
ранее. Часть результатов в виде таблиц опубликована в [ 2 ] . 

§ 1. Расчет начальных данных и точность результатов 

Математически задача сводится к решению смешанной задачи для ква­
зилинейной системы дифференциальных уравнений в частных производных 
относительно искомых безразмерных функций и(ц, т ) , р(т), т ) , г(г], т) и 
р (rj, т) — скорости, давления, эйлерова радиуса и плотности. Их размерные 
значения находятся из соотношений * 

/Е \ V 3 (Е&о)Ч> 

Ро 7 

в которых Р 0 , 5?0 (размерные давление и плотность в невозмущенной части 
пространства), Е0=Еа(ч) (Е0 — энергия взрьгва, рассчитанная на единицу 
длины) — параметры задачи, s и t — размерные лагранжева координата и 
время. Безразмерный коэффициент пропорциональности а (1.4) =0.9841, 
а (5/з) =0.5643. 

В качестве начальных условий было взято автомодельное решение. 
Исходная автомодельная система обыкновенных дифференциальных урав­
нений была проинтегрирована методом Рунге — Кутта двойным пересчетом, 
обеспечивающим одну и ту же относительную погрешность в автомодель­
ном решении — шесть верных десятичных знаков. В окрестности центра 
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происходило сопряжение с асимптотическим при т)->-0 решением с той же 
точностью, что позволило определить на нулевом слое длину центрального 
интервала т!г=ГАт], где Г — некоторое натуральное число, Дг] — шаг по 
лагранжевой координате в разностной схеме. 

Для <Y=1.4 было взято значение плотности на ударной волне 

Рм°=р (%°в, т°) - ( т + 1 ) / ( т - « -0 .02=5.98. 

При этом из соотношений Ренкина — Гюгонио и из автомодельных соотно­
шений на ударной волне было найдено 

с у. в=У2093.0=0.457493-10 2, <с°=1/4с у. в=0.119446 10- 3 

%..>=?•(%.„ т°) =1/2с у .в=0.109291-10- 1 , 

» ( % • - . г°) =0.380989-10 2, р(%°в, 0 = 0 . 1 7 4 4 0 0 Ю 4 . 

Это давало следующие погрешности значений функций на ударной волне: 

юо % itL 100 % =0.07 %, 

Р & ~ Р г 100 % = — ^ 100 % =0.01 % , 

5.98 \ f - 1 ^ У / 

| Т 1 ° В % ° в 1 100% =0.07%, l f ° T ° ' 100% =0 .10%, 
ri0 т 

«у в 

где и а и р а — автомодельные значения на ударной волне, а т ] 0

у В и т 0 взято 
из [ 3 ] . Погрешности в этих величинах за ударной волной, найденные с по­
мощью [ 3 ] , составляют несколько тысячных долей процента. 

Для того чтобы судить о точности полученного решения, была примене -
на методика двойного пересчета, так как использование в разностной схеме 
интегральных законов сохранения (например, энергии) не позволяет дать 
окончательное суждение о точности результатов (о числе верных знаков), 
а лишь указывает на поведение погрешности в процессе счета. 

Первоначальное число точек на слое было взято М 4 = 3 2 , шаг по лагран­
жевой координате Дт]='Пу.в / ^ 1 = 0 . 3 4 1 5 3 5 -10" 3, длина центрального ин-
тервала т] Г=4Дг]. По мере увеличения радиуса ударной волны происходило 
увеличение числа узлов сетки на слое до 2Ми после чего удваивался шаг Дт] 
и увеличивалась, соответственно, длина центрального интервала. Контроль 
счета показал относительное расхождение по энергии от 0.05 % на нулевом 
автомодельном слое до 0.7 % . Расхождение значений эйлеровой координаты 
на границе центрального интервала в узле г\г составило не более 10%. Что 
касается контроля по соотношению (дг1д%)"=щп, разностный аналог ко-



Численное решение задачи о цилиндрическом взрыве 1283 

8,% 

Фиг. 1 

торого не является простым алгебраическим следствием применяемых рас­
четных формул [*], то эта погрешность составляла в начале счета (до 
т~0.6) не более 2%, что является хорошим совпадением производных не­
посредственно около центра. В процессе решения задачи она возрастала, 
дойдя до 100% и более. Тем не менее это соотношение оказалось полезным ( 

как контрольное на ранних стадиях счета и особенно при отладке алгорит­
ма на ЭВМ. 

Во втором варианте было взято М 2 = 6 4 , Г = 8 . На этот раз через каждые 
128 просчитанных слоев значение Г уменьшалось на единицу, дойдя до 
Г = 3 . Данные контроля остались примерно теми же, лишь несколько умень­
шилась погрешность по энергии, впрочем весьма незначительно. Это дает 
основание предполагать довольно медленную сходимость алгоритма при 

Заметим также, что для обеспечения шести верных знаков в авто­
модельном решении на нулевом слое пришлось взять в методе Рунге — Кут-
та сетку с шагами r ) y V2~ 1 8 и % в - 2 ~ 1 9 . 

Диапазоны расчета в обоих вариантах по давлению, плотности, эйлеро­
вой координате на ударной волне и времени для 7=1.4 составили 
1744.0^р у в ^1.0068, 5 . 9 8 > р у в ^1.0048, 0.1093^ 10~1<г7Я< 120.30, 
0.1194-10"" 3<т< 100.30. При этом скорость ударной волны и скорость зву­
ка на ударной волне изменялись в диапазонах 45 .75^с у в >1.1870, 
20.21^а у в^1.1844, что отличается от скорости звука в покоящейся среде на 
[ ( а - У т ) / т / т ] • Ю0% =0.10%. 

Та же процедура применялась и для счета задачи при у=5/з. Здесь было 
взято р м 0 = 3 . 9 9 и расчет произведен в следующих диапазонах: 
im.0>pj»>1.0087, З^Э^ру .ЗИ.0052,0.1119 • 10'1<гу в <94.57, 0.1253 < 1 0 " 3 < 
<т<72 .08 , 44 .67>с у в >1.2955, 25.00>Лу*>1.2933; при этом [ ( а -
- V T ) / V Y ] - 1 0 0 % =0,18%. 

В процессе счета и после него сглаживаний таблиц не проводилось * \ 

* ) Варианты с Мt и Мъ считались на разных ЭВМ - Минск-22 и Урал-11. 
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Сравнение значений р, р и г, а также т и давление в центре р0, просчи­
танных при Mi и М2 Для обоих 7, показало совпадение их до пяти значащих 
цифр, в том числе и в центральном интервале. Для значений щ.* точность 
постепенно понижалась, сначала до трех знаков (начиная с т « 4 . 0 ) , а затем 
до двух (с т~15.0) . В центральном интервале в начале счета расхождение 
значений и составило не более 2 % . По мере ослабления энергии взрыва и 
образования отрицательной фазы таблица значений скорости в нем получа­
лась качественно иная, в том числе и в узлах т)Г, г]г-и и rir+2, являющихся 
вместе с г]о=0 интерполяционными узлами в формуле счета и внутри цен­
трального интервала 14. На фиг. 1 в логарифмическом масштабе по оси 
времени для случая у='7з приведены изменения относительных погрешно­
стей значений и на ударной волне 6У.В и в граничном узле т] Г центрального 
интервала б г . По оси ординат отложены значения б = [ (им— иМг)/иМ2] • 100%, 
где uMi и иМ2 — данные, полученные при счете с Мi и М2. Видна «раскачка» 
погрешности бг на границе центрального интервала. Для 7=1.4 эти графики 
аналогичны. Так как применяемая разностная схема абсолютно устойчива, 
то искажения возникают в основном за счет ошибок округления, которые 
возрастают для и примерно как число шагов по времени в степени 2 / 3 . 

Ниже результаты счета при Д/ 2 =64 взяты за основные. 

§ 2. Результаты счета 

Анализ решений сферической и настоящей задач показывает, что в 
основном все качественные особенности их одинаковы. Но так как ци­
линдрическая ударная волна при своем распространении захватывает на 
единицу длины меньший объем, то покой в возмущенной части пространст­
ва наступает здесь позже, чем в сферическом случае. 

Подробное описание картины развития сферического взрыва для ^=1 .4 
дано в [ 4 ] и [ 5 ] , где, в частности, приведены графики изменения газодина­
мических характеристик за ударной волной: избыточного давления 
(р—1)/0?у.в—1), относительной плотности р/р у. в и относительной скорости 
и/щ.ъ. Сравнение этих графиков с аналогичными графиками для цилиндри­
ческого случая (последние здесь не приводятся) показывает их полное ка­
чественное совпадение, лишь те же значения газодинамических характери­
стик достигаются в более поздние моменты времени. Например, минимум 
избыточного давления и максимум относительной скорости притока газа 
к центру по данным ' [ 4 ] наступают при т~6.0, в то время как здесь этим 
значениям соответствует время т»18.0 . Аналогично, и деформация ударной 
волны происходит значительно медленнее; так, из таблиц в [ 4 ] значение 
с у .в=1.1871, достаточно близкое к скорости звука в покоящемся газе, до­
стигается при т«18.0 , тогда как для цилиндрической ударной волны этому 
*значению соответствует т«81 .0 . 

На фиг. 2 в сильно увеличенном масштабе по вертикальной оси изобра­
жены графики и/щл как функции г/гу.в для некоторых характерных момен­
тов времени. Хорошо видна^линейная зависимость скорости от радиуса в 
окрестности центра в начальный момент т°. При т=0.3528 (р у в =1.8123, 
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Фиг. 2. Относительная скорость для Ti= s0.1194.10" 8, 
т 2=0.3386, тз=т 2+2Дт=0.3528, т 4=т 2+4Дт=0.3669, т 5 = 

=0.9376, т 6=1.500, т 7=72.00, т 8 =т 7 +2Ат=73.17 

Фиг. 3. Изменение Удавлений: 1 — для у=1А, 2 — для у=ъ/$ 

г у в =0.7869) начинается приток массы газа к центру в его окрестности; 
в это время давление в центре достигает минимума р 0 =0.8554. В дальней­
шем область отрицательных значений скорости расширяется по направле­
нию к ударной волне. При т=0.9376 (р у в =1.3561, г у в =1.6175) скорость 
притока достигает максимума (и=—0.3760* Ю - 1 ) для всего расчетного 
случая 7=1.4, а давление в центре и его окрестности еще находится в фазе 
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Таблица 1 

X 

г = 0.4040 г =10* -0.2051 

X 
и р и Р 

0.1259-100 +0.1021.101 0.2987-101 0.0000 0.1000.101 
.2429 0.2079-Юо 0.1120 .0000 .1000 
.3461 +0.3839.10-1 0.9692.10° .0000 .1000 
.4049 0.0000 .8953 .0000 .1000 
.5376 —0.2922.40-1 .8886 .0000 .1000 
.6052 .3163 .8975 , .0000 .1000 
.7341 .2754 .9188 .0000 .1000 

о.юоо.Ш .1478 .9557 .0000 .1000 
.1266 0.7424. Ю - 2 .9737 +0.2104.10° 0.1277.101 
.1409 .5143 .9798 +0.1204 .1142 
.1691 .2947 .9875 0.0000 0.988Ы0° 
.1804 .2313 .9892 —0.2220. Ю- 2 .9629 
.3085 0.3485-Ю-з .«9967 .3061 .9940 
.4354 .1845 .9983 0.7502.10- 3 .9980 
.5208 —0.1731 .9990 .4745 •9987 
.7270 0.0000 .9995 .1152 .9993 
.7358 +0.2602-10-* .9995 .1135 .9995 
.7646 +0.6157 .9994 .1130 .9996 
.7744 0.0000 .9995 .1128 .9996 
.7790 —0.2894-Ю- 4 .9996 .1127 .9996 
.7876 0.0000 .9991 .1121 .9996 
.7934 +0.4567-10-3 .9988 .1117 .9996 
.8037 0.0000 .9594 .1096 .9996 
.8656 —0.1514. Ю - 3 .9996 .9715-Ю- 4 .9996 

0.1010-102 —0.1088 .9997 0.2043-10-3 .9997 
.1219 0.0000 O.lOOOtlOi —0.2943. Ю- 4 .9999 
.1277 +0.8535-Ю- 5 .1000 0.0000 0.1000-101 
.1372 .4987 .1000 +0.8650.10- 5 .1000 
.1417 .2496 .1000 .9690 •1000 

разрежения (р«0 .95 ) . Для сравнения отметим, что при ^ = 5 / а максимум 
скорости притока (и=—0.3548 -Ю" 1 ) достигается при т—0.7394 (/? у. в=1.4018, 
г у .в=1.4196). Для поздних значедий т 7 =72.0 и т 8 =т 7 +2Дт=73 .17 , соответ­
ствующих выходу ударной волны почти на звуковую (с у . в =1.1875), относи­
тельная скорость как бы пульсирует около нулевого положения с ничтожно 
малыми амплитудами. Отметим плавную деформацию графика при перехо­
де от т 7 к т 8 . 

Изменения избыточных давлений в центре для обоих у представлены на 
фиг. 3. В начальной стадии развития взрыва автомодельные значения удо­
влетворительно согласуются с неавтомодельными. В последующие моменты 
времени их графики резко уходят вниз, тогда как неавтомодельные значе­
ния, достигая минимума (он наступает здесь позже, чем в сферическом 
случае [ 4 ] ) , начинают возрастать и, проходя через нуль, вновь вступают 
в фазу сжатия, правда с весьма малым максимумом: /? 0=1.00019 для ^=1 .4 
при т=(12.43 и /?о=1.00012 для т = 7 з при т=22.97. 

В табл. 1 приведены для 7=1.4 изменения и и р в точке близкой к цент­
ру г=0.4040 и достаточно удаленной г=2.051. Четко прослеживается пуль­
сация скорости — переход от положительной фазы (отток газа от центра) 
к отрицательной (приток к центру), а затем переход снова в положитель­
ную фазу, уже со скоростями, близкими к нулю. После вторичного перехода 
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Фиг. 4 

Фиг. 5 

скорости через нуль давление почти равно его значению в невозмущенной 
части пространства, плотность же для точки г=0.4040 мала (в силу поста­
новки задачи, плотность в центре всегда равна нулю и имеет в его окрест­
ности порядок r 2 / ( v ~ 1 } ) , а для г=2.051 она несколько меньше значения плот­
ности в покоящемся газе. 

Изменение и, р и р для некоторых других точек пространства приведены 
на фиг. 4—6 в логарифмическом масштабе по оси времени. Они дают на­
глядную картину изменения газодинамических характеристик в этих точ­
ках, качественная сторона которой совпадает с описанием [4> 5 ] . Переход 
скорости от положительной фазы к отрицательной в последовательных точ-
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Фиг. 6 

ках пространства совершается в следующие моменты времени: 0.3461 
(1-1=0.1011), 0.4049 (г 2 =0.4040), 0.5376 (г 3 =0.6120), 0.7341 (г 4 =0.8732), 
1.409 (г 5 =1.705) , 1.691 (г 6 =2.051) , 3.335 (г 7 =4.022) , 5.830 ( г 8 -
=6.995) . 

В табл. 2 приведены те же данные, что и в табл. 1, но для 7=73. Гради­
енты газодинамических характеристик здесь меньше, а приход ударной 
волны в данную точку пространства совершается раньше, так как доля ки-

Vy в 

нетической энергии " и ^ ^ в полной энергии взрыва здесь больше. На-
о 

пример, максимум скорости притока к центру (—0.3088 -10""1) меньше этого 
значения для 7=1.4 (—0.3163 • 10" - 1). Переход скорости от положительной 
фазы к отрицательной совершается в следующие моменты времени: 0.2696 
(г4 =0.1011), 0.3571 (г 2 =0.4040), 0.4878 (г 3 =0.6120), 0.6731 (г 4 =0.8732), 
1.296 ( r 5 =i :705) , 1.559 (^=2 .051) , 3.070 (г 7 =4.022) , 5.364 (г 8 =6.995) . 

Изменение температуры Т на фронте ударной волны как функции вре­
мени для обоих 7 приведено на фиг. 6 (по вертикальной оси масштаб 
логарифмический). В момент прохождения ударной волны температура 
в данной точке возрастает скачкообразно. Понижение температуры на 
фронте вначале происходит весьма быстро, а затем асимптотически при­
ближается к ее предельному при т->°° значению. При этом для одних и 
тех же моментов времени значения Т при 7 = 5 / 3 больше (кривая 1), чем 
при 7=1.4 (кривая 2). 

В табл. 3 даны для различных расстояний от центра значения полных 
импульсов избыточных давлений 

Т Р -

/ Р = | ( р - 1 ) й т 



Т а б л и ц а 2 ] 

t 

г = 0.4040 г = 101.0.2051 

t 
и р и Р 

0.1214.10° +0.9192.10° 0.2877. Ю-3 0.0000 о.юоо-ю-1 

.2350 .1644 .1098 .0000 .1000 

.2696 +0.9013-10-1 0.9997.10° .0000 .1000 

.3571 0.0000 .9019 .0000 .1000 

.3892 —0.1428- Ю-1 .8916 .0000 .1000 

.5172 .3088 .8952 .0000 .1000 

.6731 .2374 .9256 * .0000 .1000 

.9378 .1061 .9618 .0000 .1000 
0.1187-101 0.5096-10-2 .9777 +0.1903-10° 0.127Ы01 

.1377 .3055 .9841 +0.6956-Ю-1 .1082 

.1559 .2145 .9882 0.0000 0.9877.10° 

.2609 0.4285-10-3 .9962 —0.3924-Ю-2 .9920 

.2806 .3167 .9967 .2741 .9940 

.3070 .2022 .9970 .1869 .9956 

.4804 .1138 .9989 0.3849-Ю-3 .9987 

.5611 0.3927-Ю-4 .9993 .2453 .9991 

.6826 —0.6785.Ю-4 .9996 .1841 .9994 

.6993 0.0000 .9995 .1431 .9995 

.7079 +0.3563-Ю-4 .9995 .1064 .9995 

.7232 +0.5813-10-4 ..9994 .1071 .9995 

.7313 0.0000 .9995 .1049 .9995 

.7368 —0.3472-Ю-4 .9997 .1041 .9995 

.7382 0.0000 .9989 .1027 .9996 

.7563 +0.2978-Ю-3 .9990 .1029 .9996 

.7632 0.0000 .9992 .1020 .9996 

.7910 -0.1039. Ю-3 .9995 0.8220-10~4 .9996 
0.1009.102 —0.3989. Ю-4 .9998 0.1473-10-3 .9997 

1125 0.0000 .9999 0.4373-Ю-4 .9999 
1145 +0.2808-10-5 О.ЮОО. 101 .2390 .9999 

Т а б л и ц а 3 

г Ju+ 

0.1011-Юо 0.169.10° +0.600-10-1 0.146.10° 0.152-10° 0.220-10-5 0.336-Юо 
.2022 .101 —0.814. Ю-2 .128 . .122 0.307-Ю-4 .312 
.3006 0.843-10-1 0.170-10-1 .134 0.841-10-1 0.149.10-3 .289 
.4040 .805 .113 .146 .595 .331 .279 
.5027 .756 0.694-Ю-2 .188 .433 .432 .283 

1.4 .6045 .717 .490 .210 .339 .466 .295 
.7000 .,691 .206 .230 .262 .508 .304 
.8732 .631 .137 .263 .198 .547 .325 

0.1006-101 .575 .146 .286 .143 .571 .340 
.2051 .426 —0.31 ЬЮ-3 .369 0.558-Ю-2 .388 .425 
.3060 .367 +0.415-Ю-2 .463 387 .303 .493 
.4022 .316 .228 .490 223 .265 .534 

0.1011-10° 0.136.10° +0.377-10-1 О.Ш-Юо 0.115.10° 0.225-10-5 0.261-10» 
.2022 0.958.10-1 —0.740. Ю-3 .106 0.825-10-1 0.443-Ю-4 .249 
.3006 .790 0.874-Ю-2 .123 .640 0.150-10-3 .242 
.4040 .740 .631 .149 .414 .220 .255 

5 .5027 .670 .340 .171 .301 .348 .245 
з .6045 - .642 .220 .194 .235 .363 .254 

.7000 .610 —0.112 .209 .188 .401 .264 

.8732 .561 +0.486.10-3 .234 .140 .417 .285 
0.1006.101 .530 0.177-Ю-2 .256 .103 .402 .299 
.2051 .372 0.546-10-3 .320 0.398-Ю-2 .293 . .373 
.3060 .313 .819 .361 .278 .223 .429 
.4022 .281 0.282-Ю-2 .461 .163 .186 .465 
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и положительных импульсов 

/ р + = | {p—i)d%, р—1>0, 
о 

где т Р + и т Р _ — соответственно, время перехода в данной точке из фазы 
сжатия в фазу разрежения и из фазы разрежения в фазу сжатия. Отри­
цательный импульс давления / Р - (р—КО) находится из соотношения 
JP—==Jр Jр+» 

В этой же таблице приведены значения импульсов скоростного напора 

где %и+ и % и - — соответственно, время перехода скорости частиц из поло­
жительной фазы в отрицательную и из отрицательной снова в положитель­
ную. Эти интегралы вычислялись по формуле трапеций, причем проводил­
ся контроль найденных значений по той же формуле, но с большим чис­
лом узлов. Контроль показал, что все значения этих интегралов имеют два 
верных знака. 

Из рассмотрения табл. 3 видно, что всегда значения / р + , Ат м _ и 
т Р + при 7=1.4 больше их значений при 7 = 5 / 3 , где А%и~ — продолжитель­
ность отрицательной фазы скорости, Д т Р + — продолжительность фазы 
сжатия. 

Значения J u + и / Р + при *у=1.4 здесь меньше их значений в сферическом 
случае [ 4 ] для достаточно близких к центру точек ( г<0 .4 ) . Для г>0.4 
эти значения больше, что связано с более медленным вырождением цилин­
дрического взрыва. 

Для некоторых приложений решения цилиндрической задачи были 
предложены асимптотические при т-^°° формулы приближенного расчета 
газодинамических характеристик [ 6 ] . Представляет интерес сравнение сте­
пени точности этих формул с расчетными данными настоящей задачи. 
Такое сравнение было произведено для значений ру.ъ и т на всем 
диапазоне изменения радиуса ударной волны. В наших безразмерных пе­
ременных эти формулы имеют вид: для^<г у в <2 ' | / [о : ( Л ( ) ] 

и+ 

§ 3. Об асимптотическом при т ->- <*> поведении 
решения цилиндрической задачи » 

1 - 1 4у 
г, = 1+ 

(Ч+1Ш(1+16чг2

уп )-1] 1 4+1 

т = т ° + - ~ [ У ( 1 + 1 6 ? г у

2

в ) - У (1+16уг°) ] - In 
1+У (1+16т?у. . ) 

l + y ( l + 1 6 f T ° ) ' 
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дляг у .в^2У[а(1()] 

1 
% в ~ ( Т + 1 ) ( 4 а ) ^ Г у ' в / 4 ' 

(Т+1 ) [У (1+1вт« % гД У 2 ) ~ 1 ] ' 

Т V T L У Т ( 4 а ) * J 

где т°=0.1194.10- 3 , х=0.250 для 7 = 1 . 4 и т°=0.1253-10- 3 , х=0.237 для 
7 = 5 / 3 . 

Данные расчета по этим формулам для и у ъ и р у в ( 7 = 1 . 4 ) представле­
ны на фиг. 4 и фиг. 5, где они нанесены кружочками. Для 0 < г у в < 2 У [ а ( 7 ) } 
они дают хорошее совпадение с данными, полученными на ЭВМ. Так, рас­
хождения не превышают 0.6% по значениям рув и 1% по щв. При г г в > 
>2~]/[а(ч)] они составляют для руъ около 2%, для zzyB они существенно 
больше и для далеких расстояний от центра ( г > в » 2 0 . 0 ) доходят до 30%. 
Для обоих интервалов изменения г у в расхождения по т колеблются от 0.1 
до 0.6%. 

Те же расхождения значений щъ, р у в и т наблюдаются и при 7 = 7 3 . 

Поступила в редакцию 27.06.1973 
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