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О СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ МНОГОЧЛЕНОВ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Вопрос о сложности вычисления многочленов с разных точек зре­
ния рассматривалсяво многих работах, например в [1]. В настоящей 
раб'бте" будут приведены оценки сложности схемной реализации неко­
торых классов многочленов нескольких переменных в естественных ба­
зисах, состоящих „из операций сложения, умножения и констант, кото­
рые обобщают некоторые результаты из [1] , а также некоторые оцен­
ки, использованные автором в [2—3]. Идеи доказательств следующих 
далее оценок принадлежат в основном О. Б. Лупанову [4—5]. Когда 
писались [2—3], автор о работе [1] не знал. 

Произвольный многочлен записывается в виде 

f(X)= £ ааХ«; а = ( а 1 1 . . . , а п ) , 

Х а х>, а а е R \ {0} , Mfcz N'\ N - { 0 , 1 , . . . } . 

Множество { /^R[X] : Mf^M} обозначим P{M), а его подмножество, 
состоящее из многочленов с коэффициентами 0 и 1, обозначим Р\(М). 
Для реализации класса Р{М) используем базис В = {х+у, xy}\JR, а для 
реализации Р\(М) — базис Вх = {х+у, ху, 1}. Все нужные далее опре­
деления можно найти в [1—5]. Сложность.схемной и формульной реа­
лизации функции / обозначим соответственно L(f) и ! * ( / ) , а глуби­
ну — D(f). Аналогичные обозначения вводим и для классов функций, 
например, L(P(M)) =max{L(f) :f^P(M)} — функция Шеннона класса 
Р(М) в случае схемной реализации. Конечное множество MaNn назо­
вем правильным, если вместе с каждым мультииндексом оно содержит 
все меньшие мультииндексы. Для любого а е № , не содержащего ну­
лей, множество { p e N n : p ^ a } назовем интервалом. Мощность множест* 
ва М обозначим \М\. 

Т е о р е м а . Пусть MczNn — правильное множество. (\) Тогда 

-12", 
i 

D (Р (М)) < log,1МI + О ((log21MI) • log2 (я + 1)) 2 , 

а если tt фиксировано и \M\->оо, то 
LIP (М))<—Ш— (\+ 4 1og2 log 2 [M| + On(l ) Л 

)og 2 |M | V log^lAf! . ) ' 

D(P(M))^\og2\M\. 

(ii) Обозначим M0 множество Mf\(Nn-lX{0}). Тогда 
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(iii) Если M — интервал и |Л1|-»-оо, то 

L(P,(M))< m (l+ 5 1 ° g 2 l o g d ^ l + 0(l) \ 
log,\M\ \ ^ Iog 2 |M | ) ' 

D{P(M))^log2\M\, 

а при фиксированном n и | M | - * » o o 

Lip (М))<—Ш— (\ + 3lo&lo&W\+Qn(l) \ 
1 V " " ^ io g 2 | /ni \ T i o g a iMi 

(iv) Пусть F:Nn-+ti — функция, не возрастающая no каждой пе­
ременной, P=P{F, М) — класс многочленов 

{ /= £ а 0 Х « : а а е Z , | а а | < .Р(а ) } , G=G{F,M)—число, равное 
аем 

l oSa ( П F («))» 5 = {х + У, ху, 1}—базис. 

Тогда если \М | <cG, где с — константа, и \М\г*-оог то 

£ ( f ) < - g L ( l +

 3 1 ^ 1 ^ G + Q ^ ) ) + 0 C ( 1 M [ ) . 
log 2 G \ log 2 G / 

З а м е ч а н и я . 1. Вместо класса Р\(М) можно рассмотреть класс 
Pk(M), состоящий из многочленов с коэффициентами из множества 
{О, 1 , . . . , £ } или даже произвольного k+1 -элементного подмножества 
поля коэффициентов, которое тоже может быть произвольным; в по­
следнем случае предположим дополнительно, что базис содержит все 
константы из поля коэффициентов. Тогда для класса Pk(M) справед­
ливы аналоги всех оценок для класса Р\(М)9 только вместо l o g 2 должно 
стоять logfc+i, а вместо символа О — символ О*. 

2- В случае k-^oo предыдущие оценки для L(Pk(M)) не представ­
ляют интереса. Однако в этом случае из теоремы можно вывести, на­
пример, такое следствие: если М — интервал и 

l o g 2 l o g 2 ( f c + l ) т о 

log 2 \М\ 

3. Для любого множества М, такого, что 

l o g 2 l o g 2 ( f e + 1 ) Q ^ l o g f e + i | M | > Q 

k l o g 2 | M | ' | М | 

можно мощкостным методом (см. [ 4 — 5 ] ) показать, что 

\м\ L(Pk(M))> 

4. Оценки, аналогичные оценкам для DB(P(M)), справедливы также 
и для DBl {Р\{М)). При доказательстве этих оценок используется метод 
работы [6] . 
5. Для любого правильного множества М справедлива оценка 
L*(P(Af ) )<3 |Af |—2. Уточним, что под сложностью формулы понимает­
ся число элементов (в том числе и констант) в этой формуле (без 
учета числа входов в формуле). Эта оценка, вообще говоря, точная. 
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6. Без предположения о правильности множества М теорема, вообще 
говоря, не справедлива. Это следует, например, из результатов работы 
[7] . 
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ИНВАРИАНТНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 
«СТЕПЕННЫХ» ЖИДКОСТЕЙ 

Рассматривается задача отыскания всех существенно различных 
инвариантных решений системы уравнений движения несжимаемой вяз­
кой жидкости со «степенной» зависимостью напряжений хц от скоро­
стей деформации ец как в полной записи 

&>1 | v

 dvi — 1 дха dvt —о 
dt ' dxj р dxj dxt ' 

71—1 ^ ^ 

%ij^—pbi} + 2k\2eiieji\ 2 еф i,j = l+N, 
так и в приближении пограничного слоя [ 1 ] , где k, п — реологические 
параметры, N — размерность физического пространства. Известно 
[ 2 ] , что эта задача сводится к построению оптимальных систем 
в / /-параметрических подгрупп допускаемой группы. В [1] показано, 
что группа Ли точечных преобразований, допускаемая системой урав­
нений движения в полной записи ( 1 ) , имеет вид 

Ох: Х 0 = ди X{J = xfa. — xtdX] + Vfdv. — vtdVj (i < /), 

Z = — tdt + 2~~n xtdx. — vtdv. — 2pdp, 
n n 1 1 

S(a)=a{t)dp, T,(ifl = ф ( t ) д х + *Ldv - X j dp, .(2) 
' at 1 at* 

где if, a — произвольные функции своих аргументов. 
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