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СЕТИ ЛИНИЙ, ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПАРАМЕТРА, 

И ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ИХ СХОДИМОСТИ 

Э. Р. Роаендорн 

ВВЕДЕНИЕ 

Первый параграф статьи является обзорным. В нем обсуж­
даются признаки правильности в целом сети линий, заданной 
на плоскости или в ее части обыкновенным дифференциальным 
уравнением первого порядка второй степени, см. ниже (1.1). 
Такой способ задания сетей весьма употребителен, но фактичес­
ки является локальным, так что для использования сети (напри-
мер, в качестве координатной) в наперед заданной области тре­
буется специальное исследование-

Далее в статье речь идет о сетях, зависящих от параметра, 
и об их сходимости по параметру- В этих вопросах весьма по­
лезным оказался аналитический аппарат, связанный с исполь­
зованием гиперболической системы уравнений специального ви­
да, см- ниже (3-1). Однако относящиеся сюда результаты были 
опубликованы только в виде кратких сообщений; в § 3—6 они 
изложены более подробно, с доказательствами. Последние пара­
графы статьи посвящены приложениям к теории нелинейных 
гиперболических уравнений с частными производными и к изу­
чению поверхностей отрицательной гауссовой кривизны. 

§ 1. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ГЛОБАЛЬНОЙ ПРАВИЛЬНОСТИ СЕТИ 

1. Сети линий, заданные на ПЛОСКОСТИ. Пусть сеть линий за­
дана на евклидовой плоскости Е2 уравнением 

a(x, y)dx2+2b(x, y)dxdy+c(x, y)dy2=0 (Ll) 
при дополнительном условии 

Ь2—ас=%2>0, (1.2) 
гарантирующем наличие двух семейств линий, пересекающихся 
трансверсально. 
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Если гладкость коэффициентов а, Ь, с уравнения (1.1) обес­
печивает применимость известных теорем о единственности ре­
шений обыкновенных дифференциальных уравнений (см., на­
пример, [15]), то сеть, заданная на E2 соотношениями (1.1) и 
(Г2), является правильной лишь локально: каждая точка на Е2 

принадлежит некоторому (вообще говоря — достаточно мало­
му) сетевому четырехугольнику и в нем сеть топологически эк­
вивалентна декартовой сети в ее сетевом квадрате- Однако при 
расширении сетевого четырехугольника 3) он может «разомк­
нуться» (см. рис. 1) и тогда появляются линии разных семейств 
сети (1.1), не пересекающиеся между собой. 

Рис. 1 

Укажем пример, взятый из [7]. Рассмотрим поверхность z = 
••---•e-'sinx отрицательной гауссовой кривизны. Проекции ее 
асимптотических линий на плоскость 2 = 0 задаются уравне­
нием 

sin х dx2—2 cos x dxdy—sm x dy2=0, (1.3) 
которое удовлетворяет, как очевидно, условию (1.2). Уравнение 
(1.3) интегрируется в элементарных функциях и его решение 
задается в явном виде 

#=const—ln | l±cosA+ (Г4) 
Из (1.4) непосредственно видно, что у сети (1.3) есть такие ли­
нии, принадлежащие двум разным ее семействам, которые на 
ось х целиком проектируются на непересекающиеся интервалы 
вида (mit, (т+2)я) и не могут, следовательно, пересечься друг 
с другом на плоскости. 

Другой простой и наглядный пример сети, локально пра­
вильной, но не являющейся правильной в целом, дают прямо-
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линейные образующие однополостного гиперболоида: на нем' 
нетрудно усмотреть разомкнутые сетевые четырехугольники. 

Сеть ЛИНИЙ на плоскости называют правильной в целом,, 
если каждая линия одного семейства пересекает под ненулевым 
углом каждую из линий другого ее семейства, причем только 
один раз; такая сеть в целом гомеоморфна декартовой. Сфор­
мулируем условия, достаточные для этого. 

Будем считать всюду в дальнейшем (часто не оговаривая 
этого дополнительно), что коэффициенты а, Ь, с уравнения (1.1) 
являются С'-гладкими функциями аргументов {х, у). Симво­
лом С* будем обозначать класс функций, непрерывных вместе 
с частными производными первого порядка и смешанной про­
изводной второго порядка. 

Штрихом и нижним буквенным индексом здесь и ниже обо­
значаем частные производные. Следуя [11] и [17], но несколько 
изменив использованные там обозначения, введем вспомогатель­
ные функции, которые строятся по уравнению (1.1) и использо­
ваны ниже. Пусть О^Е2— произвольно зафиксированная точ­
ка, X — текущая точка на Е2, и |OX|=--p; через Gp обозначим 
круг на Е2 с центром О и радиусом р. Положим 

® i ( P ) - ^ { | g n - d « | 2 + 
. &р' (1.5) 

Где da—элемент площади на Е2. 

Кроме того, при дополнительном предположении, что к(Х) име­
ет положительную миноранту, зависящую только от р: 

j c (X)>x 0 (p)>0 (l-7> 
и удовлетворяющую условию 

- , -00 

} >.o(p)dp== + o->, (1.8) 
о 

р 

используем функцию Ф0(р)= \ j .0(t) d t . 
о 

Т е о р е м а 1 (Б. Е. Кантор). Пусть a, b, cGC*(E2), причем ЭС 
миноранта (1.7) и выполняются (1.8) и условие 

lira ( ф 0 ( р ) - ф 1 ( р ) ) « + . » . (1.9) 
р-Ч-оо 

Тогда сеть линий (1.1) правильна в целом на Е2. 
Т е о р е м а 2 (Э. Р. Розендорн). Пусть а,Ь,с&С1{Е2) и 

Я В1е[0,2), В2>0 (1.10) 
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такие, что 
Ф2(р)<Б.р-ЬВ2 Vp6(0, +{infty}). (L11) 

Тогда сеть линий (1.1) правильна в целом на E2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1 содержится в работах 

19] и [11]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2 изложено в [17]. 

Оба они опираются на изучение соотношений в сетевых четы­
рехугольниках, позволяющее находить условия на агрегаты, 
сформированные исходя из уравнения (1.1), при соблюдении 
которых четырехугольник 2) не мог бы разомкнуться, то есть 
при своем расширении деформироваться так, чтобы одна из его 
вершин ушла в бесконечность, тогда как три других остались 
бы в конечной части плоскости, что схематически изображено 
на рис. 1. 

З а м е ч а н и я . 1) Сеть, заданная уравнением (1.1), не из­
менится, если в (1.1) все члены умножить на одну и ту же 
функцию, нигде не обращающуюся в нуль. Поэтому условие 
(1.2) позволяет, не ограничивая общности рассуждений, вво­

дить нормировку вида: 
%{X) = l VX6E2. (1.12) 

Если (1.12) имеет место, то ЗФо(р) =--р, а Ф2(р) =Фг (р), и тог­
да из (3.9) следует (1.10) — (1.11) для Bi = l и некоторого В2> 
> 0 . В общем случае, однако, теорема 1 не следует из теоре­
мы 2, так как условие (1.9) (в отличие от (1.11)) не инвариант­
но относительно умножения уравнения (1.1) на функциональ­
ный множитель. Между прочим, для (1.3) условие (1.12) со­
блюдено. 

2) Подынтегральное выражение в (1.6) представляет собой 
модуль второго чебышевского вектора сети (1.1). В этой связи 
•см. [4], а также [8, стр. 354—355]. 

Следуя терминологии из [11], будем говорить, что сеть (1.1) 
потенциальна, если существует такая функция .Z(X), что 

« = % * - - * ; , • ' - - * ; ; • о-1 3) 
В этом случае выражение (1.5) упрощается: под интегралом 
остается только | g r ad« | . 

2. Сети асимптотических линий на поверхностях отрица­
тельной кривизны. Их строение (для различных классов 
поверхностей) изучалось в связи с задачами о неизгибаемости по­
верхностей и об их жесткости, см. [9], [10], [12] и [24]. Кроме то­
го, возможное строение сети асимптотических линий было пред-
методом специальных исследований в связи с проблемой погру­
жения двумерных римановых метрик отрицательной кривизны 
в трехмерное евклидово пространство Е3. С этим кругом вопро­
сов читатель может ознакомиться по подробной обзорной 
статье [7]. 
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3. Сеть линий в области на плоскости. Понятно, что если 
сеть линий задана уравнением вида (1.1) в некоторой области 
GczE2, то топологическое строение сети зависит не только от 
коэффициентов а, Ь, с, но и от области G и может быть весьма 
СЛОЖНЫМ. Часто, однако, важно знать, насколько велика та 
окрестность (не обязательно круговая) у выбранной точки 06G, 
в пределах которой сеть остается правильной и может быть 
использована, например, в качестве координатной. Пусть в G 
содержится круг Gp x с центром О. Рассмотрим расширяющийся 
сетевой четырехугольник 2D, ОДНОЙ ИЗ вершин которого служит 
точка О. Аналогично рисунку 1 (см. выше, стр. 4), обозна­
чим через ii и /2 стороны четырехугольника й5, исходящие из 
точки О, и теми же буквами /. и h обозначим их длины. Спра­
ведлива 

Т е о р е м а 3. Пусть условие (1.11) соблюдено в интервале 
0 < р < р ь причем 0{le}-52{le}(l—-Si)pi, В{^Ъ. Тогда если / i + / 2 < 
<(1—-5i)p 2 - -5 2 и B2( l—-5i)-1<p2<pi, то ^ c G p . . 

Доказательство см. [17]. 
4. Характеристическая сеть гиперболического отображения. 

Рассмотрим две евклидовых плоскости Е2 и Е,2 с декартовыми 
прямоугольными координатами (х,у) и (р, q) соответственно. 
Отображение вида G{to}E„2, заданное в области GczE2 формула­
ми вида 

р = р(х,у), q = q(x,y), (1.14) 
следуя [6], будем называть гиперболическим, если отрицателен 
его якобиан: 

A = I 7 J r f h - 6 2 < 0 - (1Лб> 
Тогда характеристики отображения (1.14), то есть гладкие кри­
вые, вдоль которых 

dpdx+dqdy = Q (1.16) 
образуют сеть. Пусть J = qx'—Pv' — ротация отображения 
0.14). Положим 

г = Р а / , . s -L (Py'+qx
r), Ыцу' (1.17) 

и введем величины 

(i = ( S 2 _ ^ ) - l / . 2 = [ ^ . y ) 2 _ ) _ 6 2 ] - 1 / 2 , V = i- / tX. (1.18) 

Величину v естественно назвать нормированной ротацией: при 
условии (1.15) она обращается в нуль одновременно с I, но по 
модулю не превышает единицы. 

Образ области G на E.2 будем рассматривать как двумер­
ную поверхность в двумерном объемлющем пространстве и 
обозначим G. (иногда в такой ситуации говорят: «многолист-
ная область G» на E.2). В силу (1.15) отображение (1.14) яв­
ляется локальным гомеоморфизмом. Поэтому (р, q) можно рас-
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сматривать как локальные координаты в окрестности каждой 
точки на G*; соответственно этому функции, о которых идет 
речь в этом пункте, можно рассматривать как в координатах 
(х,у), так и в координатах (p,q). При этом градиент на плос­
кости Е2 обозначим Vxy, а градиент на E.2 — символом Vp g . 
Пусть Gp.cG, — образ круга Gp при отображении (Г 14). Вве­
дем вспомогательную функцию 

<Mp)- j j j j | Vxyv\do + J J l V p ^ l d a * , (1.19) 
Op Op* . 

где do* — элемент площади на Е*2. 
Предположим, что функция (1.19) удовлетворяет на неко­

тором промежутке неравенствам 
Ф з ( р ) < й 1 Р + 5 2 , 0 < B i < 2 , 0{le}B2. (1.20) 

Из теорем 2 и 3 вытекают 
С л е д с т в и я . I. Пусть неравенство (1.20) соблюдено в ин­

тервале (0, pi), pi>(l—B i)- 1B 2 . Тогда если для четырехуголь­
ника 3) характеристической сети (1.16) Л+/2<(1—В\)р2—-Bi 
и при этом (1—-5i)-152<p2<pi, то £DczGp

% . 
П. Пусть отображение (1.14) с якобианом (1.15) задано на 

всей плоскости Е2, а функция Ф3 (р), построенная для некоторой 
точки ОЧЕ2, удовлетворяет неравенству (1.20) при любом р>'0. 
Тогда сеть характеристик отображения (1.14) правильна в це­
лом на Е2. 

Д о к а з а т е л ь с т в а этих следствий основаны на том, что 
уравнение (1.16) приводится к виду (1.1), причем a = r, b=s, 
и c—t и имеет место мажорирование: Фг(рЗ-<Фз(р)- Подроб­
ности см. [17]. 

§ 2. ЛЕММА О КВАДРАТНОМ НЕРАВЕНСТВЕ 

Переходим к изложению вспомогательного материала, нуж­
ного для дальнейшего. 

Л е м м а 1. Пусть в промежутке / числовой оси t заданы 
непрерывные функции a ( t )>0 , р (£)>0 и, h(t) и соблюдаются 
неравенства 

ah2—h+$>0 (2.1) 
и • 

4сф<1 . (2.2) 
Пусть -3to-=/ такое, что 

a(t0)h2(t0)<$(t0). (2.3) 
Тогда 

h(0<2p(0 Vt(=I. (2.4) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (2.1) и (2.3) следует, что (2.4) 

соблюдено при t—to-'B силу непрерывности существует окрест-
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ность °U точки to, в которой (2.4) тоже соблюдено, Ш1—!; но 
тогда 

h{t)^a(t)h*(t)+$(t)<2${t) 4t<=<U, (2.5) 
Если °иф1, то Ш\^1[Щ такое, что (2.4) нарушено для t=t\. 
Чертой сверху обозначаем, как обычно, замыкание множества. 
В данной ситуации имеем: 

h(tl)=2$(tl). (2.6) 
Вместе с тем, переходя к пределу в (2.5), находим, что 

a(ti)A-(t,)---'P('i) (2.7) 
Из положительности ct(t), fi{t) и равенства (2.7) следует, что 
h(ti){ne}0. Поэтому из (2.6), (2.7) и (2.2) получаем: 

**'->- ,(?,$,,) > 2 ^ ) ' <2'8) 
Но (2.8) противоречит (2.6), следовательно CU=I; таким обра­
зом, лемма 1 доказана. 

З а м е ч а н и е . Условие (2.2) гарантирует наличие двух раз­
личных действительных корней hi(t) и h2(0, h i<h2, У квадрат­
ного трехчлена ah2—h+p. Из (2.3) следует, что h(t){le}hi(0 при 
t=tQ, а вследствие непрерывности и неравенства (2.1) взаимное 
расположение точек h(t) и hi(t) на t-ося сохраняется при всех 
/•=/ (см. рис. 2). Вместе с тем, h-<2|3, откуда и виден нагляд­
ный смысл леммы 1. Из сказанного ясно, что в условиях лем­
мы 1 имеет место более сильная оценка, чем (2.4), именно 

А (*) <.-.(*)---• Д — — - , (2.9) 

однако ниже (2.9) не используется. 

Рис. 2 
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§ 3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ 

1. Вспомогательная система уравнений. В этом и в двух сле­
дующих параграфах обсуждается нелинейная система уравне­
ний в частных производных специального вида: 

V- — А(х и)д(-х- у)) 
хм~л^> У)ЦйГ^)\ (3 1) 
и = В(х и)д(Х: у)\ Уиг, — аУх> У>д{а, у)) 

и некоторые свойства ее решений. Здесь А и В—заданные 
функции аргументов x, у, a 

х=х(и, v), у=у{и, v) (3.2) 
— искомое решение. Величины A и В удобно называть коэффи­
циентами системы (3.1); в этом параграфе будем предполагать 
их непрерывными по (x, у), а в § 5 это требование ослабим. 
Решение (3.2) будем сейчас предполагать принадлежащим 
классу С*. Если при этом -—*•' yJ ФО, то отображение (3.2) 
является локальным гомеоморфизмом, а линии уровня функций 
(3.2) образуют, по крайней мере локально, сеть на ПЛОСКОСТИ 

ху. Именно с ЭТИМ фактом и связано изложенное ниже иссле­
дование систем вида (3.1). 

2. Два вспомогательных неравенства. 
У т в е р ж д е н и е Г Для любых действительных чисел A, 5 , 

а, Р, таких что а-+Р2-?--0, справедливо неравенство 

] / а ! 4- (J2 < ] / Л 2 + 52. (3.3) 

В самом деле, (3.3) представляет собой следствие частного слу­
чая неравенства Коши — Бундовского. 

Пусть / — спрямляемая дуга на евклидовой плоскости E2, 
Ше(1)—ее замкнутая в-окрестность, то есть множество точек 
на Е2, удаленных от / не более, чем на е. Той же буквой / обо­
значим длину этой дуги. Символом о(.. .) здесь и далее будем 
обозначать площадь (лебегову меру). 

У т в е р ж д е н и е П. Справедливо неравенство 

о (-24 (-"))< 21в -[-ив-. (3.4) 

Хотя оценки вида (3.4) и их обобщения известны в геометрии 
(см., например, [3]), мы все же обсудим для большей ясности 
дальнейшего изложения наглядный смысл неравенства (3.4). 
Для отрезка оно превращается в равенство. При переходе к 
ломаной и увеличении числа ее звеньев оно не нарушается, что 
видно из рис. 3, на котором штриховкой помечены круговые сек-
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ир(*ц>*г) 

Рис. 3 
торы равной площади- От ломаных к спрямляемым кривым — 
предельный переход. 

3. Оценка разности длин противоположных сторон сетевого 
четырехугольника. Пусть, как и выше, якобиан преобразования 
(3.2) отличен от нуля, а сетевой четырехугольник 2D сети линий 

«----const, u = const (3.5) 
на Е2 расположен в такой области, куда отображение (3.2) дей­
ствует гомеоморфио- Тогда (и, v) МОЖНО принять за локальные 
координаты. В них имеем: 

ds2 = d x 2 + dy2 = еЧи* + 
+ 2eg-coscod«d'D + g2dt)- (3.6) 

где 

«-o — угол между линиями сети (3.5) на E2. При этом 

W^r&^A^egslna. (3.8) 

Через ф! и ф2 обозначим углы, которые линии (3.5) образуют 
на E2 с осью х: 

Ф1-—Arctgd/uW). Ф2—Arctg(z///x/). (3.9) 
Аналогично рис. 1 (см. выше, стр. 4), обозначим ii и 1% сто­
роны четырехугольника 3), исходящие из одной его вершины, и 
их длины; через k и U — длины сторон, противоположных 1\ 
и 1% соответственно, и сами эти стороны. 

Л е м м а 2. Лусть £Z>cG, а функции А, В абсолютно ин­
тегрируемы в области G. Тогда 

\h—к \< \\VA* + 52 da (З Л 0) 
SO 

и аналогичная оценка справедлива для \Ц—/2|. 
11 



Следствие из леммы 2. ЕСЛИ А я В ограничены, 
I -4 (х, у) | <с, \В (х, у) | <с, то | U+2—U | <СУ2О (2)). 

г — 1 , 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2, Из формул (3.6) и систе­

мы (3-1) следует существование производных ev' и gu', причем 
Xuxuv^~ УиУду [Ахи 

e V(Xuf+(yuf vyltr+(yuy' 
Из (3,3) и (3.11) имеем оценку 

|<?;|<ЩЛ4-+-92 . (3.12) 
Пусть .25 задан неравенствами 

«l{le}W{le}«2, Wl{le}{cdot}f{le}f2 (3.13) 

и пусть /(у)—длина дуги «i{le}«{le}«2 линии f-=const, v^[vuv2] 
(здесь и ниже считаем, что /1 и /г — дуги линий v = const). 
Тогда 

l(v) = [e(a,v)du, (3.14) 
«i 

причем подынтегральная функция в (3.14) непрерывна вследст­
вие (3.7) и имеет непрерывную производную по v вследствие 
сделанных выше допущений о непрерывности коэффициентов 
системы (3.1) и гладкости ее решения. По формуле Лейбница 
находим l'(v) и, воспользовавшись оценкой (3.12), получаем: 

" 2 

|*'И1<$ WVAz+B*du, (3.15) 
" 1 

а из (3.15) получается (3.10) в результате интегрирования no v 
и перехода к координатам (х, у) в двойном интеграле. Для 
\Ц—k\ неравенство (3.10) устанавливается аналогично. 

Замечание . Сходные рассуждения и аналогичные оценки 
проведены в [6] и [17]. 

4. Оценка скорости изменения углов ср.. Исследуем, насколь­
ко быстро могут изменяться углы epj и срг вдоль линии «чужого» 
семейства сети. Предварительно введем ряд вспомогательных 
обозначений, которые будут также использованы и в даль­
нейшем. 

Пусть Х—{х, у} и U={u, v}—-текущие точки на двух евкли­
довых плоскостях, которые будем обозначать Ех я__Еи- Пусть 
Q — прямоугольник «1<ц<«2, ц!<у<о2 на Еи, a Q — его за­
мыкание (3.13). Рассмотрим функции X=X(U) (иначе говоря, 
12 



пары функций (3.2)), С'-гладкие на Q и удовлетворяющие до­
полнительному условию 

x(«i, Щ)=х0, У(ии У]).—у0, (3.16) 
где {х0, t/0}=Xo — произвольно зафиксированная точка на Ех-
MHOxeCTBO таких функций с нормой 

||Х]]--=шах{|<|, | x ; | , \у'и\, | t /; |} (3.17) 

образует банахово пространство 91. Шар в 31 с центром Х=Хо 
и радиусом R обозначим &R. Справедлива 

Л е м м а 3. Пусть X—X(U)^3IR и удовлетворяет системе 
(3.1). Тогда внутри Q Я(ф1)/ и (фг)../ и для них имеет место 
оценка 

ШЛ I Ы'и \<RV2{A(ATU))2 + В ДО))-}. (3.18) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Тот факт, что выполнены равенства 

(3.1), позволяет продифференцировать первое из выражений 
(3.9) по о, а второе — по и. Используя (3.1), (3.7) и (3.8), на­
ходим 

Ы'„ = {КУ"и*-У'иХ"иъ)е~2 = 

=(W2+№)~' / 2 {Вх'и-Ау'и) еsin «• (3.19) 
Из (3.19), (3.17), (3.7) и (3.3) получается оценка (3.18) для 
| (ф1)/|; аналогично оценивается | (ф2)/|. 

5. Вспомогательная система интегральных уравнений и ап­
риорная оценка для ее решений. Наряду с (3.1), будем рассмат­
ривать системы уравнений вида 

J c ^ ^ - Z i + J J AWdudv, у {a, <у) '=/ 2 +jj jj BWdudv, (3.20) 
Qu Qu 

где Qu= [«ь u)X[-'i> w )— Q. через W (как и выше) обозначен 
якобиан (3.8);fi(U) и MU)—заданные С'-гладкие на Q функ­
ции, удовлетворяющие условиям 

Ы"1. vi)=x0, Ы " ь v{)==y0, (3.21) 
так что f={fu f..}—-Я. 

Условимся Х={х, y}=X(U) называть регулярным решени­
ем интегральной системы уравнений (3.20) (лучше было бы ска­
зать: интегродифференциальной, так как в W входят хи', у/, 
x / , у,'), если X(U)e=Cl(Q) и (3.20) соблюдается V U e Q . 

Б этом случае, как очевидно, X<=91, если о функциях А (X) 
к В(Х) в (3.20) предполагать, что они заданы и непрерывны на 
леей Ex. 

Пусть а — наибольшая из длин сторон Q. Имеет место 
Л е м м а 4. Если для /-=.5.?Ло регулярное решение системы 
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(3.20) существует, причем 
|A(X)|.<c, |.fi(X)|<c YXe=Ez (3.22> 

и 
8acR0<l, Ro>0, (3.23} 

то X(U)<=$R при/?<2Я0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Qt — замкнутый прямоуголь­

ник, который получается из Q гомотетией с центро_м (щ, и,) и 
коэффициентом гомотетии /<=(0, 1] (так, что Qi = Q). Сужения 
функций /(D) и X(U) на Q. обозначим ft и X,;_HopMbi для них 
введем формулой вида (3.17), заменяя в ней Q на Qt, и по­
ложим ^(i)==||Xt||. Из С'-гладкости X(U) следует непрерыв­
ность функции R(t). Ясно так же, что 

ll/J{le}*o. (3.24). 
Из (3.20), (3.22) и (3.24) имеем: 

R(t)^R0+2actR2(t) V/e=(0, 1]. (3.25) 
Далее, из соображений непрерывности находим, что 

Я 1im _/?(*)<#„. (3.26) 

Но из (3.25) и (3.26) следует, что найдется *о—(0, 1] столь ма­
лое, что 

2асУ?2(*0)<Яо. (3.27) 
Теперь, сопоставляя (3.23), (3.25) и (3.27), видим, что к нера­
венству (3.25) на отрезке [t0, 1] применима лемма 1, которая 
здесь нам дает: R(t)<.2R0 на [to, 1]; полагая t=\, получаем 
утверждение леммы 4. 

6. Вспомогательный оператор. Наряду с системой (3.20), бу­
дем рассматривать оператор вида 9l{to}9t, который действует по 
формулам: 

6 (и. " • ) - / ! + $ ^AWdudv, т](и, --)---./2+5 J BWdudv. (3.28> 
Qu Qu 

Здесь W—якобиан, вычисляемый согласно (3.8) для функции 
X(U), которая преобразуется оператором (3.28) в функцию 
y(!U)=-{i,T)}—У<=91. Обратим внимание на то, что если Xt=^B„ 
то A(X) и В(Х) в (3.28) фактически используются не на всей 
Ex, а ЛИШЬ в круге G2an c центром Xo-— Ех. В этом круге и будем 
сейчас считать их непрерывными и удовлетворяющими услови­
ям (3.22). Тогда справедлива 

Лемма 5. Если | | / | |< - _ ,
0
 и соблюдается (3.23), то опера­

тор (3.28) переводит Мчяй в себя. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемма 5 следует из (3.17) и (3.28). 
Далее мы будем использовать понятие модуля непрерывно-
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сти (определение см., например, в [5]), причем для функций 
многих переменных нам понадобится модуль непрерывности 
как по отдельным аргументам, так и по совокупности аргумен­
тов: 

5C(t) — max/ max \F(x-\-h) — F (х)\\, (3.29) 

где x, / i e G c £ " ; считается, что замкнутая область G в E"' 
входит в область задания функции F; не исключено, что G~ 
=Еп. 

Имеют место следующие факты. 
I) Пусть функции / - , ...,fm имеют модули непрерывности 

т 
Xi> ••••X«{cdot} Тогда их линейная комбинация _ с ' / - им—т модуль 

1 - Х 
т 

непрерывности х < 2 I ci I %i-
= i 

II) Если последовательность функций {fm}, рассматриваемых 
в одной и той же области (или замкнутой области), имеет там 
модули непрерывности %т(г)^.%(х) и равномерно сходится 
(fm^f), то предельная функция f имеет модуль непрерывности 
<ЭС(т). с t 

Ш) Если функции /i и /г имеют модули непрерывности %i 
и Х2 и ограничены: |fi|{le}Ci, |f2|{le}C2, то их произведение f\f2 
имеет модуль непрерывности %2{le}G2%i+Gi%2. 

IV) Пусть функция F(A:), где_ X={xv .. ., x„}6E", опреде­
лена и непрерывна в замыкании О выпуклой области ОсЕ" и 
имеет в О модуль непрерывности х(х) по совокупности аргумен­
тов. Пусть при этом x/-=.x(«i, . . . , и/„)бС1(1/), где l / c E m , 
X(V)dO и все \~- </-?. Тогда сложная функция 
F{X(Ui, . . . , ит)) по своим аргументам щ имеет в I/ модули не­
прерывности %n<x{Rx Vn )• 

Свойства I—IV устанавливаются несложными выкладками с 
учетом определения модуля непрерывности для функции одного 
аргумента (см., например, [5]) и формулы (3.29). 

Возвращаясь к рассмотрению оператора (3.28), примем сле­
дующие допущения. 

A) li(ll)^Cl{Q)\ модули непрерывности частных производ­
ных первого порядка у этих функций по каждому из аргументов 
на Q не превосходят хо(т)- _ 

Б) X(U).= C'(Q) и на Q частные производные хи', ..., у/ 
ограничены по модулю числом R > 0 , а их модули непрерывно­
сти по каждому из аргументов не превосходят %(г). _ 

B) X(Q)c:G, где G — выпуклая область на Ех, и в G функ­
ции A(X) и В(Х) ограничены по модулю числом с > 0 и по со-
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вокупности аргументов имеют модули непрерывности, не пре­
восходящие xi (т). 

Тогда справедлива 
Л е м м а 6. Пусть X(U) переводится в -—•{<;, у\} операто­

ром (3.28) и соблюдаются допущения А, Б, В. Тогда | / , g./, 
i"/, ч/ имеют на Q по каждому из аргументов и, v модули не­
прерывности, не превосходящие функции %, (т) такой, что 

X* (т) {le}2c/?2T+Xo (т) +2acR% (r) + 

+2афХ1(Дф), (3.30) 
где а — длина большей из сторон прямоугольника Q. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях леммы 6 оценка (3.30) 
устанавливается после дифференцирования равенств (3.28) с 
учетом свойств I, III и свойства IV для т—п=2. 

§ 4. ЗАДАЧА ДАРБУ 
ДЛЯ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ. 

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЯ 

1. Постановка задачи Дарбу. Для системы уравнений (3.1) 
будем искать решение, удовлетворяющее условиям вида 

х(и, Hi) - x ! (и), y(u,Vi) =yi(u) (4.1) 
и 

x(uuv)°=xI1{v), y(uuv)=y11{v), (4.2) 
для которых соблюдается требование их согласования 

xi("i)---xii(wi)-=xo. #i("i)-=#ii(ai)==#o. (4-3) 
При этом нужно считать, что точка (xQ, у0) ~Х0 принадлежит 
той области GczEx, где заданы коэффициенты A=--A(X) и 
В=В(Х) (системы 3.1). 

С точки зрения теории уравнений с частными производны­
ми было бы естественно задавать функции (4.1) и (4.2) на 
промежутках вида [и ь и2)"и [vu v2), а решение (3.2) искать 
на Q=[tii, «2)X{u1. t»2) (не исключая возможности обращения 
в бесконечность щ и v%), однако ниже мы будем рассматри­
вать несколько иную ситуацию. Пусть Q — открытый прямо­
угольник i . i<a<U2, Vi<.v<c.v2; Q, как и выше, его замыкание. 
Пусть функции (4.1) и (4.2) заданы и являются С1-гладкими 
на отрезках [«i, щ] и [vi, u2] соответственно. Регулярным ре­
шением задачи Дарбу (4.1—3) для системы (3.1) условимся 
называть функцию {х, у}=X(U), которая непрерывна на Q 
и удовлетворяет условиям (4.1) и (4.2), внутри Q является 
С-гладкой, имеет смешанную производную {хт , y'uv) и 
удовлетворяет системе (3.1). 
16 



Решение X(U) будем называть гомеоморфным, на Q 
(или Q), если образ X(Q) (или X(Q)) содержится в области 
GcrEx, где заданы коэффициенты A и В, и заданное этим ре­
шением отображение (3.2) является гомеоморфизмом. 

З а м е ч а н и е . Следует иметь в виду, что система уравнений 
(3.1) инвариантна относительно С'-гладких монотонных замен 
аргументов и, v. 

2. Теорема существования. Для удобства дальнейшей запи­
си примем точку (ии Vi) за начало координат (Wi = Ui = 0) на 
плоскости Еи и положим 

U (и, v) =xx (и) + * „ (v), U ("< v) =у , (и) +£/„ (о). (4.4) 
Учитывая замечание в конце предыдущего пункта, мы можем, 
не ограничивая общности, считать, что Q — квадрат со сторо­
ной а. 

Достаточное условие разрешимости сформулированной вы­
ше задачи Дарбу дает 

Т е о р е м а 4. Пусть начальные данные (4.1—3) таковы, что 
ll/II^Ro в норме пространства % а коэффициенты А, В систе­
мы (3.1) определены, непрерывны и ограничены по модулю 
числом с в круге Gr<=-Ex с центром X0 и радиусом 

r>4aR0. (4.5) 
Тогда, при соблюдении условия (3.23), на Q существует реше­
ние задачи Дарбу (4.1—3) для системы (3.1), регулярное внут­
ри Q. 

З а м е ч а н и е . Наводящим соображением для (4.5) служит 
лемма 4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Обозначим через Ж% 
множество в 91, состоящие из функций X(U), таких, что на Q 
модули непрерывности частных производных xj , - • • , У» по 
каждому из аргументов и, v не превосходят %=%(т) и положим 
%п,г=3б%{\$в.. Из свойств I, II (см. § 3, п. 6) и теоремы Арце-
ла, примененной сначала к хи ,..., у v , а затем к 
{х(и, v), у(и, и)}=Хб^'л,х следует, что <§Rn представляет собой 
выпуклый компакт в пространстве 91. Интегрируя (3.1) по и 
и по v, переходим от поставленной задачи Дарбу к эквивалент­
ной ей системе 3.20), в которой f определяется согласно (4.4), 
а ее решение будем искать как неподвижную точку оператора 
(3.28). Через Хо(х) обозначим функцию, мажорирующую моду­
ли непрерывности на Q по аргументам и, v функций 
/i«> /io- /'и' f'zv- В ы б Ф е м ч и сл° ri6(0, r) так, чтобы после за­
мены г на г, неравенство (4.5) все еще соблюдалось, и построим 
функцию х1 С-), которая мажорирует модули непрерывности 
функций A(x, у) и В(х, у) по совокупности аргументов на замк­
нутом круге QTi, 
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Положим 
(l-4caRo)-1(Xo(t)+8i?o2(ax.(2y2R-;)+CT). (4.6) 

Сопоставляя (3.30) и (4.6) и используя леммы 5 и 6 видим, что 
в рассматриваемой ситуации оператор (3.28) отображает в се­
бя выпуклый компакт &ъъ<„г и потому имеет неподвижную точ­
ку в силу теоремы Шаудера. 

3. Гладкость решения. Пусть начальные данные (4.1) и 
(4.2), удовлетворяя условию согласования (4.3), заданы и яв­
ляются О-гладкими при п>2 на полуинтервалах [ии и2) и 
[v\,vz). Предположим, что удовлетворяющее им решениеХ(С/) 
существует на Q, причем образ X(Q) на Ех содержится в та­
кой области, где A(X) и В(Х) являются О - 1 -гладкими. Тогда 
X(U)6Cn(Q). 

Дело в том, что (ЗЛ) при известных х, у, x'v, y'v образует 
систему л-шейн-рс об-пшовенн-пс дифференциальных уравнений 
относительно хи и у'и с дифференцированием по аргумен­
ту и и параметром «. Аналогично, при известных х, у, х'и , у'и > 
(3.1) можно рассматривать как систему линейных обыкновен­
ных дифференциальных уравнений относительно х'ъ и у\ с 
дифференцированием по и и параметром v. Поэтому здесь 
можно воспользоваться известными теоремами о гладкости ре­
шений обыкновенных дифференциальных уравнений (см., на­
пример, [15], а также лемму 2.1 в § 2 статьи [Щ], где приве­
дена формулировка, удобная для использования в данной си­
туации) . 

4. Гомеоморфные решения. Предположим теперь, что на­
чальные данные (4.1—2) задают С'-гладкие дуги длины U и 
/2, исходящие из точки Х0ЪЕХ, и образуют в этой точке угол 

шо6(0,я). (4.7) 
Учитывая замечание в конце пункта 1 этого параграфа, не 
ограничивая общности, можно считать, что и и v — натураль­
ные параметры на 1Х и /2, а тогда i?0{le}l. 
Пусть 

/ - т а х { / ь /2}, (4.8) 
а коэффициенты системы (3.1) непрерывны, и ограничены в 
круге G- с центром X0: 

\А(Х)\<с, | 5 ( X ) | < c при XeGr, r > 4 / , (4.9) 
причем 

8с /<1 . (4.10) 

Тогда условия теоремы 4 выполнены, так что решение X(U) 
с такими начальными данными заведомо существует на пря-
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моугольнике Q, который в данном случае задается неравенст­
вами 

0 < и < / Ь 0<w{le}/2. (4.11> 
В силу леммы 4 образ X(Q) (для каждого решения, удовлетво­
ряющего рассматриваемым здесь начальным данным) содер­
жится Gr, и ||X|| < 2 . 

Дополнительно предположим, что на любом связном уча­
стке каждой из дуг 13 её поворот на Ех не превосходит величи­
ны Sj (/-=1,2), причём 

<в1 —— т1п{ш0, я—ш0} —max{61+4ci2, б2-|-4с/1}>0. (4.12) 

Тогда решение X(U) на Q гомеоморфно. 
Д о к а ж е м это . Несложный подсчет, использующий 

(4.12) и лемму 3, показывает, что в D=X(Q) каждая из линий 
и = const пересекает все линии v — const: линии одного из ЭТИХ. 
семейств по отношению к биссектрисе угла со0 между касатель­
ными к дугам 1\ и /г, проведенными в точке Xo, имеет положи­
тельный угловой коэффициент, а другого — отрицательный. Даг 
лее, аналогично § 3, находим, что 

<2c j jX | | (4.13) к м ; ! - ] , ЛХи+Ву'и . gsin" 
и такая же оценка получается для | ( l n g ) - / . . Из оценок вида 
(4.13) с учетом леммы 4 и выбора параметризации на /1 и h 
находим, что 

e(u,v), g(u, v)£[b-\ b], где & = exp{4c/} (4.14) 
V U={u,v}&Q, Но из (4.14) видно, что в D разные «-линии не-
могут встретиться друг с другом, так же как и разные .-.-линии. 
Из изложенного следует, что отображение X : Q{to}D является. 
гомеоморфизмом, а в замкнутой области DczEx можно ввести 
криволинейные координаты (u,v). 

Более того, установлена равномерная гомеоморфность ото--
бражений X(U), удовлетворяющих условиям этого пункта. 
В самом деле, пусть точки М, N6D; (им, vM) и («nr, VN) — чис­
ловые значения их криволинейных координат; из (3.6), (4.12) и 
(4.14) получается двусторонняя оценка для расстояния |MN| 
на Ех: 

b.-19cosoj1{le}|MNl{le}26»i), (4.15) 
где y = max{\uN—uM\, \vN—vM\}, .-'.---max{6-1, b}, а ац выра­
жается согласно (4.12). Таким образом, установлена 

Л е м м а 7. Пусть система уравнений (3.1) имеет непрерыв­
ные и ограниченные в G,. коэффициенты, а начальные данные 
(4.1—3) задают С'-гладкие дуги 1\ и к. на Ех с натуральными 

2* 19 



параметрами «, о на них. Пусть при этом соблюдаются усло­
вия (4.7—10) и (4.12). Тогда для решения X(U) задачи Дарбу 
соблюдаются оценки (4.15). 

§ 5. ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ. 
ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ 

И СХОДИМОСТЬ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ РЕШЕНИЙ 

1. Обобщенные решения. Продолжим обсуждение задачи 
Дарбу, сформулированной в § 4. Введем дополнительные обоз­
начения, нужные для дальнейшего. Пусть, как и выше, 

Qu=[0,u)X[0,v)cQczEx; 
положим Du-X(Qu)- Символом (*{•••) будем далее обозначать 
площадь, do—элемент площади. Как уже отмечалось выше, для 
регулярного решения мы можем от (3.1) и (4.1—3) перейти к 
(3.20). Если, сверх того, решение X{U) гомеоморфно и якобиан 
W= д(

х
ц' у> 0, то перейдя в двойном интеграле в (3.20) к коор­

динатам (x, у), можем записать: 

х (и, ^) ==/-(«, •»)+• U А(х, у) da, 
• • , • ' D u 

, , (5.1) 
у (и, v) = f2(u, ч-О + Ц В(х, y)da, 

Du 
где fi, /2 выражаются согласно (4.4). Положительность (или, 
по крайней мере, неотрицательность) якобиана W для гомео-
морфного регулярного решения X(U) можно обеспечить, по­
меняв, если нужно, ориентацию на Ел-

О п р е д е л е н и е . Обобщенным решением задачи (4.1—3) 
для системы уравнений (3.1) будем называть функцию X(U), 
непрерывную на Q и такую, что отображение Q{to}D=-X(Q) яв­
ляется гомеоморфизмом, DU=X(QU) квадрируема на Ех и 
соблюдены равенства (6.1) V U6Q. 

Т е о р е м а 5. Пусть коэффициенты А (X), В(Х) системы (3.1) 
измеримы и ограничены в круге Gr, а начальные данные (4.1— 
-3) задают С'-гладкие дуги h и k, исходящие из центра X0 кру­
га G- и образующие в точке Xo Угол соо. Тогда, если соблюдают­
ся условия (4.7—10) и (4.12), то существует обобщенное реше­
ние задачи Дарбу, причем оно гомеоморфно и единственно в 
классе гомеоморфных обобщенных решений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о с у щ е с т в о в а н и я . Используя за­
мечание в п. 1 § 4, мы можем, как и выше, считать, что и я v — 
натуральные параметры на /1 и 1%, так что Q задается неравен­
ствами (4.11). Коэффициенты A(X) и В(Х) системы (3.1) 
аппроксимируем на G- последовательностями непрерывных 
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функций An(X) и -Sn(X) так, чтобы для Ап и Вп соблюдались 
равенства 4.10 с той же ПОСТОЯННОЙ О 0 И чтобы 

И{\Ап— A|+l5n—5|)dCT{to}0 при n{to}oo. (5.2) 
Для каждого п найдем решение X„(U) задачи Дарбу для: 

системы уравнений 
-__-_ л -*(•*. У) JUL—Q д(*• У) /Р-qv 
dudv ~^n д(и, v) ' dudv~~n" д(и, v) l ° ' d ' 

с прежними начальными данными (4.1—3). Из теоремы 4 и лем­
мы 4 следует, что функции Хп (U) равномерно ограничены иг 
равностепенно непрерывны; поэтому, в силу теоремы Арцедаг 
3X(U), непрерывная на Q, и подпоследовательность Хпт, равно­
мерно сходящаяся на Q к X{U). Произведя перенумерацию--
в этой подпоследовательности, можем записать: 

Xm{U)ztX(U) на Q. (5.4-
Положим DmU—Xm(Qu), a задачу Дарбу для системы (5.3>; 

перепишем, аналогично (5.1), в интегральной форме 
Xm(U)-=-/(U) + jjjj &mde, где &т*={Ат Вт}. (5.5> 

Равномерная сходимость (5.4) и условия (5.2) позволяют пе-. 
рейти к пределу в (5.5) и получить равенство (5.1) для. пре­
дельной функции X(U). Применяя при этом к решениям Xm(U} 
лемму 7, устанавливаем гомеоморфность предельного решения: 
X(U). Спрямляемость границ фигур Д- на Ex следует из (4.4) 
и леммы 2, откуда, в свою очередь, вытекает квадрируемость 
D-- VU6Q. Таким образом, существование решения доказано. 
Его единственность будет доказана ниже, в пункте 3 ЭТОГО па­
раграфа. 

2 СХОДИМОСТЬ последовательности решений. Наряду с систе­
мой (3.1), рассмотрим последовательность систем (5.5). Пред­
положим, что соблюдаются перечисленные ниже условия. 

a) G — выпуклая область на Ех, точка X0&G, коэффициент 
ты А, В измеримы, и ограничены в G(|A|{le}c, |5|{le}c); началь­
ные данные (4.1—3) являются С-гладкими и таковы, что су­
ществует гомеоморфное (возможно — обобщенное) решение 
X(U), причем X(Q){subset}G. 

b) Функции VA2
m + В2

т измеримы и суммируемы на Q. В этой, 
связи введем обозначение 

WV&-t + B2
mdo=bm. (5.6> 

а ' 
с) Последовательность начальных данных для систем '(5.5),. 

тоже С'-гладких, сходится равномерно к начальным данным 
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'(4.1—3), задает на Ех дуги с равномерно ограниченными дли­
нами и такова, что V т обобщенные решения Xm(U) существу­
ют, причем все Xm(Q)czG. 

d) Разности sZm—s& = Wm—{tyim, item}, где s£={A,B}, до­
пускают разложение 

^ = « м - т - / т + 1~-Н—Ji~ ^ = 1 ' 2 ) ' (5-7) 
в котором t,jm равномерно ограничены, |£jm|{le}-W; fJjm при фик-
-сированных у абсолютно непрерывны по х; *()т при фиксирован­
ных х абсолютно непрерывны по у; 

|M{le}?-m> him\^m, Где X-»{to}0, 6.nlm{to}0 (5.8) 

-И 

-^m-$5(l«1mi + |a2m|)d^->0 (5.9) 

при m—>-oo. 
е) От слагаемых Si-m дополнительно требуем: 

sup ^ £ y m d ° = J / « - > - При m{to}0O (5.10) 

ДЛЯ / = 1,2. 
Тогда справедлива 
Т е о р е м а 6. При соблюдении условий а—е имеет место 

равномерная сходимость (5.4). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего отметим, что лемма 2 

распространяется на обобщенные решения системы вида (3.1) 
С измеримыми коэффициентами из L2(G), если решение сущест­
вует, а стороны сетевого четырехугольника 2£> спрямляемы; при 
этом достаточно предполагать спрямляемость двух сторон че­
тырехугольника 3>, исходящих из одной его вершины. Доказать 
это можно по-разному: либо использовать, аналогично § 4, 
аппроксимацию коэффициентов системы непрерывными функ­
циями; либо иначе, используя интегральную форму записи (3.20) 
и, разбив сетевой четырехугольник линиями сети на малые се­
тевые четырехугольники, и это же неограниченно измельчаю-
хцееся разбиение использовать для аппроксимации граничных 
дуг вписанными в них ломаными линиями. Этим обобщением 

..леммы 2 мы воспользуемся ниже. 
!ъ Пусть (как и в §§ 3—4) iDE----X(Q-7); аналогично положим 
-Ant;—Xm(-5i7), через д$и обозначим границу прямоугольника 
•Qu, а через Lmu— границу Dn-u. Далее нам понадобятся ве­
личины 

:r(rn,U)= s\xvV(xm(0)^x(j£/W+UimiO)-y(tW(5.U) 
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р == p (m)-= sup г (от, U). (5.12) 
U£Qu 

Начальные данные последовательности задач Дарбу, о ко-
ротых идёт речь в условии «с», будем обозначать аналогично 
(4.1—4), но с заменой буквы f на h; составим выражение 

r0(U) = ^ Y { l h 0 ) - f,{.U))^{h2{0)-f,{U)Y (5.1 3) 

используем ниже величину 
Po= sup r0(L'')----p0(OT, U). (5.14) 

ЬЬяи 

Нужно иметь в виду, что h={hi,h2} и г0 в (5.13) фактически 
зависят от номера т, но он там не выписан, чтобы не загро­
мождать обозначения, а в (5.14) зависимость от т указана. 

Аналогично доказательству леммы 4, используем гомотетию 
с коэффициентом /6(0, 1] и аналогично (5.12) введём величину 
p(m, U, t), которую мы будем использовать при фиксирован­
ных т и U и потому обозначим короче: p(t). Для дальнейше­
го важно, что 

0 < Urn p(t)<p0 . (5.15) 
<->-о+ 

Через SP(U) и &>(m,U) обозначим длины периметров криволи­
нейных четырёхугольников Du и Dmu на Ех- Пусть I — сумма 
длин двух сторон сетевого четырёхугольника D—X(Q), исходя­
щих из точки Xo, а число L > 0 мажорирует аналогичную сум­
му длин для всех Dm—Xm{Q); L<+oc» в силу условия «с». Из 
условия «а» и обобщения леммы 2 имеем оценку: 

.̂ (U){le}2P, где P^ca(D)+l, (5.16) 
а учитывая ещё и (5.6), находим: 

9>{т, U)<2L+bm. (5.17) 
После проведённой предварительной подготовки переходим 

к оценке уклонения решения Xm(U) от X(U). Из (5.1) и (5.5) 
с учётом условия «с» и обозначения (5.13) можем записать, 
что 

Amda—'\\ Ado . (5.18) \xm(U)-x(U)\<r0{mt U) + 

Преобразуем входящую, в (5.1 S) разность интегралов; 

jjjj Amdo—^ Ada=§ (bmdx + hmdy) + 
Z>mU DU LmV! 
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+ f jjjj (A + W d o - Jjjj (A + bm)do) + • 
\DmU\I>U DU\°mU J V ' 

+ ]J5SlmdT + JJ O\md0-
DU DmU 

Здесь через Lmv обозначена граница \Dmu, а для перехода к 
контурному интегралу использована формула Грина при ми­
нимальных требованиях регулярности на границу области [14}. 
Равномерная ограниченность слагаемых t,im (ем. условие «d»)-
и гомеоморфность отображений X(<7) и Xm(U) позволяют сле­
дующим образом оценить разность двойных интегралов, взятых 
в (5.19) в фигурные скобки: 

\\ (A + Slm)dcr- \\ (A+b*)do\< ... 
DmUi°U V\~W | (5.20) 

<(c + M)a(DmuVDu). 
Симметрическая разность множеств Dmu и Dr/ на Ex со­

держится в й-окрестности границы dDv при &—г{т, U), см. 
(5.11); поэтому, учитывая (3.4), имеем 

o(Dmn
,VDv)*&>(U)r(m,U)+nr*(m,U). (5.21) 

Используя (5.12), (5.16) и несколько загрубляя (5.21), по­
лучаем важную для дальнейшего оценку 

a(Dm-7VD£7){le}2Pp(m, £/)+яр2(т, U). (5.22) 
Учитывая (6.8) и (5.17), оцениваем входящий в (5.19) кон­

турный интеграл: 
§ (bmdx + hmdy) <2(bm + 2L)Xm. (5.23) 

Введём ещё одно вспомогательное обозначение: 
A(m)==^rn+ilm+32TO+4(&m+2L)U; Am{to}0 (5.24) 

при m{to}oo вследствие (5.8—10). Собрав вместе оценки (5.20) 
и (5.22—-24), учитывая представление (5Л9) и проведя анало­
гичные выкладки для разности (/n-—</, находим, что 

' \xm(U)-x(U)\ + \ym(U)-y(U)\^ 
<Л(/п)+2р0 (т, U) +2Рр (т, U) +яр2 (т, U). (5.25) 

Пусть на Еи точка V&dQv; тогда, как нетрудно проверить, 
(5.25) сохранится в силе, если в левой части заменить U на У,.. 
а правую часть оставить без изменений. Взяв после этого sup 
по VZdQu, получаем; 

р<Л+2р-+2/>р+лр-. (5.26) 
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В записи (5.26) аргументы т, U считаются зафиксирован---
ными и потому не выписаны. 

Выделим частный случай, когда 
P - c f f ( D ) + / < [ - . (5.27) 

Из (5.26) и (5.27) следует, ЧТО 

rapP2-p + T - ^ > 0 , (5.28) 

если е > 0 . Воспользовавшись равномерной СХОДИМОСТЬЮ на­
чальных данных (см. условие «с») и учитывая (5.24), будем 
далее считать, что для фиксированной точки U номер m вы­
бран столь большим, а 8 > 0 столь малым, что 

Л(от>+2ро(от, U) + e < 5 — a - - 2 P ) - . (5.29) 

A теперь используем упомянутую выше гомотетию с коэф­
фициентом iG(0, 1]. Проследив ещё раз ход проведённых выше 
оценок, можно заметить, что (5.26), а вместе с тем и (5.28) 
остаются в силе для p=p(t). Функция p(t) непрерывна вслед­
ствие непрерывности X(U) и Xm(U). Согласно (5.15), можно 
при фиксированных U, т, е выбрать ^> ,0 столь малым, что 

p4ti)<^-(Mm) + 29o(mt U) + B). (5.30), 

Оценки (5.29) и (5.30) позволяют применить на отрезке 
\tu 1] к неравенству (5.28) лемму 1, которая здесь нам даёт. 

р(т, U)<2(A(m)+2p0(m, U)+e). (5.31) 
Положим 

R(m)= supp0(m, U); JR(m)-+0 (5.32) 
ибо 

при m{to}{infty}, вследствие условия «с». Из (5.31—32) посредством 
предельного перехода при e{to}0 получаем равномерную оценку:. 

р[т, U){le}2A(m)+4.R(m) VU6Q. (5.33) 
Из (5.33) (с учётом (5.32) и 5.24)) следует сходимость 

(5.4) при соблюдении неравенства (5.27). 
В общем случае четырёхугольник D нужно разбить на ко­

нечное число достаточно малых сетевых четырёхугольников и 
для каждого из них последовательно провести рассуждения и 
оценки, аналогичные изложенным, чем и завершится доказа­
тельство теоремы 6. 

П р и м е ч а н и е . В работе [19f] в формулировке теоремы о 
сходимости последовательности решений допущена неточность. 
Именно, в той её части^ которая в данном изложении соответ­
ствует условию «е» и входящему в него требованию (5.10), в 
работе [19] вместо множества {Du} фигурировало более обшир-» 
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ное множество «пробных областей», по которым берутся ин­
тегралы, однако отсутствовал sup | . . . | . Настоящей публика­
цией этот дефект работы [19] исправляется. Что касается при­
ложения результатов из [19] в [21], то они остаются в силе, 
так как там im—0. •• 

3. Единственность решения. Предположим, что в условиях 
теоремы 5 существуют два решения X(>U) и Xi(U) одной и 
той же задачи Дарбу. Зафиксируем первое из них, р второе 
будем рассматривать как последовательность {Хт} совпада­
ющих между собой решений (Xm(U) —X\{U)Vm_>l); приме­
ним к ней теорему 6; поскольку здесь ¥—0 и р0— 0 тождествен­
но, имеем Xi(U)~X(U). 

§ 6. О СХОДИМОСТИ СЕТЕЙ ПО ПАРАМЕТРУ 

Вернёмся к обсуждению свойств сети, заданной уравне­
нием вида (1.1), коэффициенты которого по-прежнему считаем 
Сп-гладкими, п^-1. Пусть такая сеть параметризована — слу­
жит сетью криволинейных координат (и. v) в некоторой обла­
сти G на плоскости Ех; параметризацию можно выбрать так, 
чтобы х, у были С-гладкими функциями аргументов и, v. 
Тогда, как показано в f 17], существуют смешанные производ­
ственные x"uv, y"av и х, у удовлетворяют системе вида С-Л), 
коэффициенты которой при нормировке (1.2) выражаются форму­
лами 

A==4(&;__c;), в~±-{Ь'х-ау). (ел) 
Тем самым, открывается возможность применить результа­

ты, изложенные в §§ 1, 4 и 5, для изучения свойств сетей. При 
этом следует учитывать, что в отличие от уравнения (1.1), ко­
торым сеть определяется однозначно, система (3.1) опреде­
ляет множество сетей, из которого каждая конкретная сеть 
.выделяется, например, заданием двух её пересекающихся ли­
ний, рассматриваемых в качестве начальных данных задачи 
Дарбу. 

Напомним, что сеть называется чебышевской, если в каж­
дом сетевом четырёхугольнике длины противоположных сто­
рон попарно равны (как в параллелограмме на евклидовой 
плоскости). Из леммы 2 видно, что если Л—.6=0 тождествен­
но, то сеть — чебышевская; более того, верно и обратное, так 
что множество чебышевских (С'-гладких) сетей на евклидовой 
плоскости можно рассматривать с этой точки зрения как об­
щее решение системы уравнений 

*«—0. J k - O ; (6.2) 
в этой связи см. [8]. 
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Из леммы 2 следует также, что если А и В ограничены, то 
•сеть обладает обобщенным чебышевским свойством, см. [7]; 
напомним: это означает, что разность длин противоположных 
•сторон каждого сетевого четырехугольника оценивается сверху 
величиной, пропорциональной его площади. 

В теории поверхностей уравнения вида (3.1) были использо­
ваны в работе [23] при изучении свойств сети асимптотических 
линий. 

В случае характеристической сети гиперболического отобра­
жения вида (1.14) коэффициенты (6.1) выражаются следующим 
образом (см. [17]): 

л—J-w+v;)—^((i-v2)ar1);+v;) . (6.з) 
и 

-5=-Y(^62-v;) — —i((1-v2)(ix-1)--v;> (6Л) 
где 6-— — А1*—!. а [I и v выражаются, согласно (1.18). 

Для сетей, зависящих от параметра, теоремы из § 5 позво­
ляют получать результаты о сходимости, которые связаны с 
нелокальными свойствами коэффициентов уравнений, опреде­
ляющих сеть. 

Пример. Пусть дано семейство отображений евклидовой 
плоскости в себя, в декартовых прямоугольных координатах за­
даваемое формулами 

p=y-\-Yy{x, у, т), q=x+Y2{x, у, -г), (6.5) 
где y={Yi, Yfi^C2 в полупространстве t > t 0 пространства пе­
ременных (х,у, т). Пусть У —О для д;<0 и для у < 0 , а при 
•x>0, у^О 

Неравенство (6.6) обеспечивает гиперболичность отображения 
(6.5). Пусть О — замкнутый квадрант х^О, у^О на плоскости 
•Ex, a Ах— прямоугольник со сторонами [0,x] и [0, у], где X = 
— (x,y)&G. Ниже будем использовать величины (1.18), вычис­
ленные для (6.5); они зависят от параметра: |x={mu}(X;T), v = 
=v(X; т). Пусть известно, что характеристическая сеть отобра­
жения (6.5) правильна в целом для каждого т, а при т-v+oo 
•соблюдаются перечисленные ниже дополнительные условия. 

1) а Ж > 0 такое, что | | / | < М , |{mu}̂ |<.M. 

— 82 (Я- -Дт)---0. 
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3) v = Vj + v2, где | v1 (X; т) I < v0 (т) {to} 0. 
4) SS( l^ l + l^ l + l v ^ + l v ^H 0 = = ] & ( t ) < + oo;' Ht)v0(t){to}o.: 

о 
5) SS( i^ i + i | i « i ) v 2 + i ( V 2 ) * i + i ( V 2 ) - ' i ) - / < , = " s , i ( T ) ' > 0 , 

a 
Тогда при T{to}+oo характеристическая сеть отображения 

(6.5) СХОДИТСЯ к декартовой сети (х—const, y=const) равномер­
но относительно X6G вследствие теоремы 6. 

§ 7. ПРИЛОЖЕНИЯ К ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
ОТРИЦАТЕЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ 

В трехмерном евклидовом пространстве E3 рассмотрим 
поверхность S с внутренней метрикой отрицательной кривизны. 
Предположим, что на 5 отмечено замкнутое множество Ж, рас­
положенное на дуге 3?czS и что соблюдаются условия «а—д»,-
перечисленные ниже. 

а) Поверхность S гомеоморфна открытому кругу, является 
С-гладкой, имеет край dS (множество граничных точек поверх­
ности S в смысле ее внутренней метрики); S = S[jdS гомеоморф­
на замкнутому кругу. 

б) Линия 2? гомеоморфна открытому интервалу, спрямляе­
ма, является С2-гладкой и имеет в Е3 ограниченную кривизну; 
д&=2?\3? состоит из двух точек — концов & на 5. 

в) Гауссово сферическое отображение поверхности 5 яв­
ляется локальным гомеоморфизмом. -

г) Множество Жзамкнуто на S. Поверхность .S=S\JJf яв­
ляется О+'-гладкой, п_>2, а во всех точках множества Ж, 
(если Жф0) С"+1-гладкость поверхности S нарушена. 

д) На 5 гауссова кривизна К<.6 и ограничены геодезичес­
кие кривизны асимптотических линий и средняя кривизна Я . 

Тогда справедлива 
Т е о р е м а 7. Пусть в условиях а—-д внутренняя метрика по­

верхности. 5 ' имеет Сп-гладкую отрицательную гауссову кри­
визну, п,>2. Тогда либо Ж^З? и dj2?czdS, либо Ж—0. 

С л е д с т в и е . ЕСЛИ В условиях теоремы 7 дополнительно по-
требовать, что d2/f)dS—=0, то S.6C+1. 

З а м е ч а н и е . Фактически это —теорема об устранимой, 
особенности на поверхности. Примеры показывают, что если 
d2'(]dS^0, то особая дуга 3?=Ж может существовать; в этой 
связи ш . ниже, пункт 1 ° § 8. С другой стороны, если не потре­
бовать высокой гладкости кривизны, то особая дуга 2?=Ж, не 
выходящая своими концами на край dS поверхности S, тоже 
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может существовать, причем с соблюдением всех условий а—д, 
см. [20]. 

В а ж н ы м э т а п о м доказательства теоремы 7 является 
применение теорем 5 и 6. При этом нормальное отображение 
поверхности аппроксимируется семейством отображений, кото­
рые являются гиперболическими и непотенциальными: v{ne}0 в 
переменной окрестности множества Ж, стягивающейся к этому 
множеству (в предположении, что Жф0 и d3?(\dS=§). Вне 
этой окрестности характеристики аппроксимирующихся отоб­
ражений совпадают с проекциями асимптотических линий по­
верхности 5̂  на касательную плоскость П к поверхности 5. Тео­
рема 5 позволяет установить существование предельной сети 
и ее правильность, а при помощи теоремы 6 устанавливается 
сходимость к ней характеристических сетей семейства аппрокси­
мирующих отображений. Таким путем доказывается, что асимп­
тотическая сеть поверхности 5 допускает продолжение на мно­
жество Ж с сохранением ее правильности. 

Дальнейшее исследование показывает, что гладкость кри­
визны К внутренней метрики влечет за собой гладкость линий 
продолженной на Ж асимптотической сети, а использование ре­
зультатов из [16] позволяет после этого доказать требуемую 
гладкость поверхности S. 

Теорема 7 была объявлена в [21], а ее подробное доказа­
тельство публикуется в «Трудах» Московского Математического 
общества. Частный случай, когда /<—const<0, был рассмотрен 
ранее, см. [18]; здесь доказательство тоже фактически опирается 
на теоремы 5 и 6 и результаты из [21], но при /(—const более 
простыми, чем в общем случае, рассуждениями устанавливается 
гладкость продолженной асимптотической сети. 

§ 8. ПРИЛОЖЕНИЯ К ТЕОРИИ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 

1, Обобщенные решения ОДНОГО гиперболического уравнения 
Монжа—Ампера и достаточное условие их С"-гладкости. В этом 
параграфе будем пользоваться обозначениями Монжа для част­
ных производных искомой функции: 

z=z (x , у); z'x=p, zf„=q, zj'=r, zxy"=s, zm" = t. (8.1) 
Рассмотрим уравнение 

rt—s2+a-(1+p-+-?2)2=0, (8.2) 
где a==-const>0. Графики его С2-гладких решений — поверхно­
сти постоянной гауссовой кривизны К==—а2. В работе [22] по­
строены и исследованы аналитические поверхности постоянной 
отрицательной кривизны, содержащие прямолинейные образую­
щие. Пусть 5 —такая поверхность, & — ее прямолинейная об­
разующая, точка Р е ^ . Построим касательную плоскость П в 
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точке Р и открытый геодезический круг &р радиуса р на S с 
центром Р. Если р > 0 достаточно мало, то S> однолистно про­
ектируется на П и может рассматриваться как график (при кон­
кретном а) решения уравнения (8.2). Прямолинейный отрезок 
fcri.? служит диаметром круга &р и разбивает его на два откры­
тых геодезических полукруга 01 и -% Пусть ss3 — поверхность,. 
в E3, симметричная з1 относительно S. Тогда &=Ъ\\}1\]ъ% пред­
ставляет собой С1-гладкую поверхность в E3, причем из резуль­
татов работы [22] следует, что изложенное построение поверхно­
сти 9° можно выполнить так, что ее С2-гадкость заведомо бу­
дет нарушена на линии /. Так получается пример, упомянутый в 
замечании к теореме 7: надлежащий подсчет показывает, что-
все условия а—д здесь можно обеспечить. 

Можно показать (в этой связи см., например, [2]), что 9* 
изометрична кругу радиуса р на плоскости Лобачевского; внут­
ренняя метрика поверхности 9 имеет постоянную кривизну К— 
=--—а2 (включая точки отрезка /) . 

О п р е д е л е н и е . Обобщенным решением уравнения (8.2) 
будем называть функцию z(x, y)£Cl {°U)[\C2 (Щ), где -^ — откры­
тая область, cU=cU\l, а множество / представимо в виде 
объединения конечного числа гладких дуг, удовлетворяющую в 
<Ш уравнению (8.2). 

Частный случай теоремы 7, обсуждавшийся в конце § 7 
(/C-=const<0), приводит к достаточному условию, при котором 
обобщенное решение уравнения (8.2) оказывается Сп — глад­
ким, /*0-3; не останавливаясь на его подробной формулировке 
(которую нетрудно получить, исходя из требований а—д), отме­
тим, что в нем важно, чтобы простая дуга Ь=3 не выходила 
своими концами на границу области (см. рис. 4а). 

Рис. 4 

Поверхность 9" служит графиком такого обобщённого ре­
шения уравнения (8.2), которое заведомо не является С2-глад-
ким; линия 1=3? здесь выходит своими концами на границу обла­
сти °ll (см. рис. 46). По-видимому не случайно, что / в этом 
примере — прямолинейный отрезок, однако теорема, которая 
подтверждала бы это явление, пока неизвестна, хотя некоторые 
наводящие соображения можно найти в работе [13]. 

2. Приведение к каноническому виду квазилинейного гипер-
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болического уравнения. Пусть в уравнении 
c(x, y)r--2Z> (х, y)s+a{x, y )H-F (x, у, z, p, q) = 0 (8.3) 

функция F непрерывна, а коэффициенты при старших произ­
водных являются С2-гладкими на всей плоскости и таковы, что 
сеть (1.1) правильна в целом. Тогда уравнение (8.3) допускает 
в целом на всей плоскости (х, у) приведение к каноническому 
виду 

Wuv - Ф ( « , v, w, да-/, wv'), (8.4) 
где до— новая искомая функция (см. [9]). Дело в том, что урав­
нение (1.1) с теми же функциями а, Ь, с в качестве коэффи­
циентов, какие участвуют в (8.3), задаёт сеть характеристик 
уравнения (8.3), которая и принимается за координатную. Тре­
буемая для перехода от (8.3) к (8.4) С2-гладкость преобразова­
ния (3.2) может быть обоснована, например, при помощи пунк­
та 2 из § 4. 

Отметим попутно, что результаты из § 1 могут быть исполь­
зованы также при изучении строения сети характеристик для 
гиперболических уравнений Монжа—Ампера вида 

rt-sWF*(x, у, г, p, <7)=0, F > 0 (8.5> 
и для получения теорем о единственности решения задачи Дар­
бу для таких уравнений. Дело в том, что проекции характерис­
тик уравнения (8.5), построенных на его решении z(x,y) (или,. 
как их иногда называют, характеристические проекции), зада­
ются на плоскости (лг, у) уравнением 

rdx2-\-2sdxdy+tdy2 = 0, (8.6) 
где г, s, t определяются согласно (8.1). Подробности см. [9], [10] 
и [13], 

3. О сходимости по параметру решений задачи Дарбу для 
одного класса гиперболических уравнений Монжа—Ампера» 
В отличие от изложенного выше, результат этого пункта яв­
ляется новым и публикуется впервые. Прежде чем перейти к 
его формулировке, рассмотрим уравнение 

/ i - s 2 + a 2 = 0, a = const>0. (8.7) 
Оно Yn^-2 имеет Cn-гладкие решения, определенные на 

всей плоскости Ех\ например, z=xy-\-h(x), где n(x)G 
<3Cn(—{infty}, +{infty}). 

При n.>3 из (8.7), (8.6) и (6.1) видно, что уравнения (3.1) 
для сети характеристических проекций решений уравнения (8.6) 
приводятся к виду (6.2), так что каждая такая сеть является 
чебышевской, а потому она правильна в целом. 

Пусть z*(x,y)&C3(Ex)—фиксированное решение уравнения 
(8.6); Li и L2 — проекции его характеристик, проходящие через 
точку 06Ex. 

Ниже понадобятся обозначения: 
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2,(О)=г0, p.(O)---p0, q*{0)=q*, (8.8) 
где p., q. определяются для z„ согласно (8.1). 

Возвращаясь к более общему уравнению (8.5), отметим, что 
вопрос о существовании таких его решений, которые определены 
на всей плоскости, изучен ещё не полностью. Известны доста­
точные условия на функцию F, при которых (8.5) не имеет ре­
шений класса С2(Ех), см. [1]. Однако примеры показывают, что 
множество объектов (уравнений и их решений), удовлетворяю­
щих требованиям теоремы 8 (см. ниже), не пусто. 

Фактически мы будем рассматривать не одно уравнение 
вида (8.5), а семейство, зависящее от параметра. Именно, пусть 

F = a+f{x,y; z; p,q)g(x), (8.9) 
где «;» разделяет аргументы, которые ниже играют существенно 
разную роль, а 

g(T)eC1(T0, +°o); 0<£(T){le}mo; ,§-(T){to}0 при -r{to}+oo. (8.10) 
Аналогично пункту 4 из § 1, используем обозначения V-.-, и 
Vpg для градиентов функций по аргументам (x, у) и (р, q) 
соответственно; употребляя эти символы, будем считать, что при 
вычислении производных остальные аргументы фиксируются, а 
затем могут выступать как параметры. Символами •— и — 
обозначим частные производные сложных функций, вычисляе­
мые с учетом зависимости всех величин (8.1) от х, у. 

Относительно функции f предположим, что она является 
С2-гладкой и финитной. Ее носитель в пространстве Е5 аргу­
ментов х, у, z, p, q обозначим через О, а его проекцию на Ех— 
символом W. Положим 

m, -=sup |V^/ | , m2 —sup| /4 , /rc3 = sup| Vp.7/1. (8.П) 
•Q & €L 

Величины (8.11) конечны вследствие финитности f. 
Пусть Зй — подмножество функций z (х, у) из С2 (Ех), для 

которых 
sup (max(И, \s\, |*|})<.M, (8.12) 
w 

где Af>0 — фиксированное число. 
Докажем, что справедлива 
Теорема 8. Пусть z=z(X\ %)втр\С4(Ех) при r=const и 

является решением уравнения вида (8.5), причем z(0; x)=Zo, 
р(0; х)—р0, q{0\ x)=q0, а характеристические проекции, про­
ходящие через точку О, совпадают с Li и L2 Ут-Цто, °°)- Тогда 
если F выражается формулой (8.9) при условиях (8.10), то 
z(X; T){to}z,(X) при T{to}j+,oo на Ех, равномерно на каждом ее 
компактном множестве. 

Для доказательства понадобится 
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Лемма 8. Пусть С'-гладкая простая дуга L на евклидовой 
плоскости Е2 соединяет точки Р, и Ps и в некоторой окрестно­
сти дуги L задана С!-гладкая функция f,(x,y) и семейство 
функций f{x,y; т) --> f*(x,y) при t{to}+{infty}. Пусть последователь­
ность простых дуг Ln с теми же концами Рх и Р2 на E2 равно­
мерно сходится к I . Тогда \ f(x, у; t..)dx{to} \ f.j.(x, y)dx при 

w-> oo , если t„{to} + се . 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 8 для краткости опускаем, 

так как оно проводится рассуждениями, стандартными для ма­
тематического анализа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 8. Подставим решение г 
и его производные в выражение (8.9). Полученные в результате 
из f и F функции аргументов x, у, рассматриваемые при фикси­
рованном т, пометим тильдой. Для них имеем тождества 

gradEO*, y)==£(t)grad/(x, у) (8.13) 
и 

gtadf(x,y) = x/xyf(ix, у; z(x,y); p(x,y), q(x, t/))=-
— V-y/(•«. У, г\ p, q) + 

+ {q)f* + {rs I) Vp,f(x, y; z; -p, q). (8.14) 
Пусть pi>0 столь велико, что WcOp, (где -Огр—-круг радиуса 
р на Ex c центром О). Из (8.П) и (8.12) следует, что 

max{|p(X; т ) | , |<7(X; т)|}<М1 = 

H A i + K l + Spi-W при XeOPl, t6(t0, +оо) . (8.15) 
Из (8.14) и (8.15) имеем 

| grad / 1 < М2 = /щ -+ 2M, т2 + 4Mms. (8.1 6) 
Из (8.16) слгдует, что / ограничена на QPt равномерно отно­
сительно выбора ZQM, а на Ex\Gi, функцчя / - = 0 тождест­
венно в силу фчиятности / и влбора pi. Таким образом, 
-Ш„>0 такое, что \/\<М0 V XbEx и V-rg(t0, + оо), 

Выберем т1 —-Ti (Я,) столь большим, что g(x) <Я,аМ0
_1 для 

Хв(0, 1), если T > T I . Будем считать далее, что % выбрано и т > 
>Ti(A.). Тогда 

(1 — X ) a < | E | - | a + g / | < ( 1 + . \ ) a . (8.17) 
Сеть характеристических проекций для z(X;x) потенциаль­

на в силу (8.6), так как (1.13) для нее соблюдено при Z = 
=z(X; т). Используя (8.9), (8.10), (8.16) и (8.17) и учитывая, что 

« « F . (8.18) 
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в силу уравнения (8.5), находим, что 
Фо(р) = (1+^)ар (8.19) 

и 

Ф1 (р) < т0 Jj J | grad / 1 da < npfw0M2. (8.20> 
w 

Таким образом, здесь применима теорема 1; с учетом (8.17—20) 
и замечания 1 из пункта 1 § 1 видно, что сеть характеристичес­
ких проекций для z(X; т) правильна в целом на Ex V T > T I . 

Используя (6.1), вычислим для этой сети коэффициенты 
уравнений (3.1); учитывая (8.18), имеем: 

A^A(X;x)^(s^r^)(a + fg)^g (8,21) 
и 

В~В(Х; x)^[t^L-s^){a + fg)-*g. (8.22) 

Из (8.21) и (8.22), с учетом (8.13), (8.14) и оценок (8.16) и 
(8.17), находим, что 

sup { | А{X; х)\,\В(X; х)\}<4M-M (1 -ярс-г-£(т:)~>0 (8.23> 

при T{to}-|-{infty}. Оценка (8.23) позволяет применить теорему 6 и 
установить, ЧТО характеристическая сеть, построенная для 
z ( X ; t ) , сходится при T{to}+{infty} к характеристической сети реше­
ния z,(X) уравнения (8.7) равномерно в каждой компактной 
части на Ех\ роль предельной системы уравнений здесь играет 
(6.2). 

Попутно отметим, что правильность сети для z(X;%) можно 
было бы доказать иначе, использовав (8.21) и (8.22) и сослав­
шись на теорему 2 вместо теоремы 1. 

Следуя [10], запишем для z(X;x) уравнения характеристиче­
ских проекций в форме 

dq+Fdz=Q, dp—Fdy^O (8.24) 
для одного их семейства и 

dq—Fdx^Q, dp-\-Fdy=Q (8.25) 
для другого. После того, как СХОДИМОСТЬ характеристических 
сетей доказана, остается, используя (8.12), (8.24), (8.25) и лем­
му 8, установить, что 

p(X;T){to}p,(X), ?(X;T){to}?.(X),z(X;T){to}z.(X) (8.26) 
при T{to}+{infty} к что сходимость (8.26) является равномерной в 
каждой компактной части плоскости Ех-
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