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СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СТЕПЕНЯМИ ТАБЛИЧНОГО ТИПА 

А. Н. ДЁГТЕВ 

Сводимости, промежуточные по своей силе между /71 - и — сводимое— 

тями, называются сводимостями табличного тила. Как замечено в [ l ] , в опре­

деленном смысле на рекурсивно-перечислимых (р. п. ) множествах можно задать 

только шесть сводимостей табличного типа: Ц~ у l~ , Р~, dr , С~ и 

fTl -сводимости. Кроме этих, которые мы назовем основными, известны еше и 

ограниченные сводимости табличного типа: $р~ , 6(£~ и 

$С -сводимости. Главное внимание в данной статье будет уделено классу своди­

мостей %~\jjt , £ , р, cL,C,lTl, 6tt } • В [б) доказано, что 

если R -сводимость строго слабее Т -сводимости, Г ^ R 6 Ж , то 

полная % -степень содержит счетное число р. п. 7* -степеней. В связи с этим 

возникает тонкая проблема: для каких Г, R € Ж , где R слабее 

Т -сводимости, существует нерекурсивная R -степень, состоящая из одной 7* — 

степени? Первый вклад в ее решение внес К. Джокуш, доказавший [ 9 ] ] , что суще­

ствует нерекурсивна! р. п. р- степень, состоящая из одной /77- степени, но 

каждая нерекурсивная -степень содержит по крайней мере две р — степени 

и счетное число /72 -степеней. Из работ £4, 1~} автора следует, что каждая не­

рекурсивная Ц -степень содержит по крайней мере две -степени и сущес­

твуют нерекурсивные TJ/j -степени -степени), состоящие из одной С - сте ­

пени (соответственно [JI -степени). Таким образом, оставался нерешенным толь­

ко вопрос: существует ли нерекурсивная J^f/j -степень, состоящая из одной ГЦ -

степени? Теорема 1 дает утвердительный ответ на этот вопрос. 

Другая проблема, связанная с классом сводимостей Ж , заключается в сле­

дующем: для каких 7* ^ ]? €. УС справедливо неравенство Th (bp) Ф 

Ф ТК {/j ) ? Здесь It д. ) £ €• Ж , обозначает верхнюю попуре -

шетку р. п. X - степеней в сигнатуре У , a 77l (Z^.) - ее 

элементарную теорию. В [_&] доказано, что J\l (L^J. ) Ф ТК ^ ^ • Б л а ­

годаря работам автора [ 5 , 7} , к настоящему времени для Ж в этом направле­

нии остались нерешенными только следующие вопросы: (a) TK{Li, ~) Ф 
ФТШр) ? (б) Тк[Ье)Ф Th(LSH) ? (в) TK[Lp)f 
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ф ТК. Kb^ ) ? Теоремы 2 и 3 дают утвердительные ответы на вопросы ( а ) 

и ( б ) , на (в) ответа пока не получено. 

В статье используются следующие соглашения. Через Н обозначаем мно — 

жество { 0 , / , , . . \ ', если X Е >V , то X — /V 4 X . Если X -

конечное множество, то - число его элементов. Канторов номер /I -ки 

чисел (<2,, . . , , <Хп ) из /V обозначаем через <Ctf, , . . , CLп > , & 
и А» - канторовы нумерационные общерекурсивные функции (о. р ф. ) . По опре -

делению, если Х . У & N , то 

Х* = 1<х7 # Л > ; ля) £ Х } , 

я Х = { < я , хл>-{хг...,хп)^фф}, 

- конечное множество с каноническим номером X 

Напомним, что it - условие есть пара, состоящая из /7-ки чисел 

( З , , . . , , CL- ) и /J -местной булевой функции ^ 3 . Если это 

условие имеет номер у , то обозначим его через и пусть \ ttЦ} = 

•е {а , , , . . , ^ ] , а р~у = /5 . Для Х £ / / пишем X 1= , ес-
пи hu y t W ; ) . . . .,^«ал))= / . г д е ; к { < 2 ) £ { 0 , / } аеХ. 
Теперь У ^^jt X , если существует о. р. ф. ^ такая, что 

(Ух)(жеУ^>Х и ^ { х д . 

Если ещё I I ^ / 1 ^ ) } ! ^ / I л*151 каждого и некоторого фиксированного 

П , то говорят, что У ^ ^ ^ Х с нормой /2, . Вспомним также, что мно­

жество |у ; X tty}= X называется £t -цилиндрификацией множества 

X и обладает следующим свойством: 

(У^Х^У< Л Х Й )МХ"=У) . 
ЛЕММА 1. Е с л и A В с н о р м о й / 7 2 , , т о И ^ п 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Легко показать, что если 

. то 
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( 3f- o.v.^.)^x)[\2?x\^n^>{J)xQC^f(x)^Cn)), ( i ) 

( 3} - о. Р.*.)№)(\ЯХ\<П=> [1)ХПСФ 0++у(£)€.*О). ( 2 ) 
Так как A ^£U В с нормой /п , то 

-ГЦ 
где числа Xf, . , . , находятся эффективно по X , причем К < 2 

и 1</71 , I ^ 2/< . По ( 1 ) , существуют о. р. ф. f и f2 ь 
такие, что 

. . . v ( / , ( V / ) e / & / 2 ( ^ ) £ l * ) . 

Отсюда 

*Е Л (<£ ),£ (Хг)> *вп* ^ . . ^ ^ > Л Г ) . 
Пусть о. р. ф- /1 такова, что 

Тогда l-̂ jjj.) I ̂  ^ при любом # и 

По ( 2 ) , найдется о. р. ф. ^ такая, что 

т .е . / И Л

Л ( Д Я Х Д Я ) посредством о. р. ф. фА> • ^ 
ЛЕММА 2. П у с т ь А т а к о в о , ч т о А = т А и 

^ ^ X v ^ ^ n ^ ^ ^ U ^ K ^ ^ V / ) ^ ^ . ( з ) 

Т о г д а е с л и / = flfyB , Т о Л — ^ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть выполнена посылка леммы и A " i J i f t . Тог -
2? ATT А 

MJJ^^N л и, по лемме 1, для подходящего Г1 справедливо 

А^^С > г д е С= $1%В^ • Можно считать, что /1=2/К , 

иначе вместо fl рассматривали бы ГЬ \ / . Положим, по определению, 

Х ® У = [<Х,У>: ^ e X v y e Y } , X,YG/V. 
Ясно, что

 <1Сш

т*С& С Поэтому А^^ С® С посредством 

подходящей о. р. ф. -j? . Имеем 
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пусть E r {x-JfixJzy} , E2 = {x:rf(x)iKC). 
Очевидно, что Е^ Г\Е~А, В1^т С и В2

<

т'<С ' Но 

А=тА , и поэтому, если X А • то X ̂ m А 
ТАККАК*С*ШВ*тА , то Е, <т А и Е^т А . По 
( 3 ) . А^„Е, или А,^т£, • Поэтому А^*С • Но 

——/7С / / /7£ л. . 1С Г* 

А — , и, следовательно, Л 6 Продолжая эти рассуж­

дения дальше, получаем, что А 0 посредством подходящей о. р. ф. 
9 • т е -

xtA^yixhB^B*^ <fy(x),r$(x)>tB'l*3'1. 

пусть F7 = [х: £g(x)a3n}, F2^{x : гу(х)еВп) . тог ­

да А = Fj П , причем /у ^ И и F ^ т А . Значит, 

Л ^ . Л ~ $ 3 или В . Из этих рассуждений следу¬ 

ет, что если Л ^ ё ^ Х и Х - ё ^ Л , то л Х̂  . Поэтому 

А^тВ _ или /1 ^ т / 5 В последнем случае А ^ т В 

так как И — _ Л* , т о / 4 ^ „ ^ 5 , что и требовалось. 

Пусть !/ - множество всех конечных последовательностей из О и 1, вклю­

чая пустую последовательность _Д_ . Упорядочив все элементы лексико -

графически, можно определить эффективное взаимно-однозначное отображение 

. Пишем оС р , сС,рЕ J , если ос - начало пос­

ледовательности р , т. е. (Зуб.{Г) (&^=р\) Назовем d£ QjF 
деревом, если А. £ А и 

( ^ б ^ ) ( \ / / 5 е Я ( ( / 5 < о с ^ у 5 € ^ ; & (*cO<-dv*cUrf)). 

Пусть di/ - дерево. Назовем J&1 ветвью, если 

бинарным деревом, если 

и бинарным рекурсивным деревом (б. р, д. ) , если Л — бинарное дерево и 

[N) (oc ) : осе i } 
является рекурсивным множеством. В частности , S*- б. р. д. 

Обозначим через d'fee) Длину последовательности о С € У и раесмот 

•им все к о н н ы е множества £ С У т а к и е < 4 T Q ( Voc, Д £/£) f ^ o C ) = 
= Ш / » ) ) . В с е их также можно эффективно занумеровать. Поэтому через £ 
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обозначим такое множество с номером ГЬ . Эффективность означает существо­

вание алгоритма, который по ГЬ выдает элементы £ ^ , а по множеству 

последовательностей aC0,oCf, . . o C m одинаковой длины дает номер 

этого множества. Положим, по определению, (оС) для неко­

торого сс €. Е а • Пусть М - дерево. Пишем Е^ ^ ^ £ т . если 

d{En)<dtam) 

(\/*£Emn$)(3/i£Ennd)(p*°c)& 

&[VpzEnnd)(3± zE^nrfX/^oc). 

Пишем Е п ^ л £ т , если £ п ^ £ т 

(4>c<LN(dM=d(£m)=>((Jpe£nnJZ)(P4X)^ ^еЕ^)). 

Понятно, что если Л - рекурсивное дерево, то отношения ^ £ и ^Л 

являются рекурсивными. Пусть ГЬ - о. р. ф. такая, что если dlE^)^ 
sS К , то 

£к(^к)={«еГ:d(cc) = K&(SpeEN)(P^OC)}. • 

Понятно, что Еfa,n к^ ^ Еfi Ш 1 Я л ю о о г ° дерева гЛ Наконец, 

если $ — ветвь, то пусть 

ЛЕММА 3. Е с л и J - в е т в ь , т с j 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Ясно, что А А . По этому достаточно 

показать, что если B^j.±A , то Q ^ А . Так как А рет-4 t n . •
 J O

 " * т . 

рассируется о. р. ф. , то Л - наследственное Множество. Поэтому zt - сво­

димость В к А может быть описана так: существует алгоритм, который по 

любому ДЗ дает такие наборы F .,,,£ конечных подмножеств из 
—ft TRI } 

и элементов e ^ „ 1 4 a C f f l W € 3 , что 

хьЗ (Fg S I& ос, еЛ) v. . . y { E m o ^ d ^ / n m e d ) i 

где . Заметим, что если FQ Г — конечное множес­

т в и ^ ( f j = { л / « = * . то 

£ д = {в£: ^ («*) = х & Up е F)(р * * ) } С 1^>^£ 
Поэтому если X = ЩДХ\d(FQ)t... id(Ffn(x))1 d fag), . • •,d(*Cm(£}')}t 

то для каждых Fj и of. эффективно находятся £ „ , - • . и /S- . такие, 
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Отсюда 

В то же время понятно, что 

Очевидно, что 7* ) находится по Z также эффективно. 

Имеем 

Здесь d (Ерф)" К , 0^ I < ГП(СС) • Ясно, что 

Число S (x ) находится по T ' fO) , . . . , 7*{№(31)) . а следовательно , 

по Д; эффективно. Поэтому X fc ^ <£ =т > £ s ^ — Л , т. е. В^тА 

посредством о. р. ф. S , что и требовалось показать. 

Говорим, что дерево 3^ допустимо относительно о. р. ф. f , если 

для любого П найдется /77. такое, что £ ^ ~.F < £ е , ( в час-
П if т у. fim) 

тности, Еп ^ д- Ef,^ ) ' Пусть 5" - б. р. д. , допустимое относитель­

но о. р. ф. , Укажем, как по произвольным числам П и В ,d(£^) ^ 
^ 6 , построить новое б. р. д. JF(/77e) и число 6 (Я.) . По П. на­

ходим filfi £ ) ' а з а т е м и ш . е м наименьшее число /77, такое, что 

Равносильно 
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&(п,е) = ̂ ч
 [ОСеР: (ЗреЕп )(р<сс& 

В частности, для Л— Я"( Ц,в) имеем 

и если d o * . ) ( £ „ ) , то осе <*.е£(л.,е) . из оп¬ 

ределения [П,8) видно также, что для двух рекурсивных последовательнос­

тей Пд^ . . . и вд * В j ^ . . . таких, что 

d iEn0 )*е0Щс1,{Еп)*е(ад)*е,,а1(Еа2)*е(а,)*ег,..., 

возможно построение бинарных рекурсивных деревьев 

причем Л — О^. ,^ Л £ - тоже б. р. д. Заметим, что если /71 • находит­
ся по /7. , как выше по ft находилось число 171 , то £„ *"* а. Ер, > 

* . п£ •* T(mi' 
для любого I 

ЛЕММА 4. Е с л и iT^- б. р. д. , д о п у с т и м о е о т н о -

с и т е п ь н о о . р. ф. f , т о с у щ е с т в у е т б. р. д. 

(Л) Як £ т а к о е , ч т о е с л и J; CZ - в е т в ь , т о 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По шагам будем строить последовательности б. р. д. 

^ и чисел в0 < в1 <. . . . полагая перед шагом О & — £ и 

В0= min {du): S f] 
ШАГ /z, . Предположим, что уже построено б. р. д. & и указано чис­

ло в . Пусть / £ < . , , < /Z с - все такие числа, что & ( £ „ . ) — £„ 

и с л < £ / л , 0 ^ I ^ S . Последовательно по ^ , /Z f f и 

£ д строим, как указано выше, ^ п ^ 3" t в л ) и в*= ВМ^) 

Далее, по . /2 v. &° строим jT ' и т. д.. пока не построим 

б. р. д. J> и в„ • Полагаем у , = > _ 

(3pe&n+/)(cc*p&d(fi)<X& [рО, р/} Е ) ) } 

и переходим к следующему шагу. 

Пусть j8 = Г). Выше отмечено, что если dhQgd(E 

н о £ 6 ^ , то ос £ / f /Z ,£ ) • В нашем случае, если <эСе!гп 

и dlaLj^g^ . то оС£ ^/7_+/ Поэтому выбор гарантирует бипар­

ность дерева $7 . Его рекурсивность следует из построения и замечания 

перед леммой 4. 
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Покажем теперь, что если Л — $ - любая ветвь, то A {А ) 

По произвольному числу X у производя конструкцию, найдем наименьший шаг 

ГЬ, при котором ^ & п , а также число К такие, что £ц= ^/i(xe ^1 ' 

Имеем d( Е ) = В , Е — ̂  ег Е„ • В обозначениях шага 1Ъ имеем К=/1 • 

для подходящего I , £?^tV-6S Выполняя инструкции шага /Z. , пос -

троим ff_, . Перебирая все /£" такие, что 6„ ^ Ci(E^.>В , 

найдем £ такое, что £ _ ~ V £ - ^ 5 - ^ A m . 1 Н о Т о г д а £ » • 

^АС/>, , . и - значит, .^e^ 4=ф /7Z,£f (л J • Учитывая, 

что т. находится по # эффективно, заключаем, что л ^ т / (л У . 

Лемма доказана. 

Предположим, что посредством о. р. ф. f 

где - некоторая ветвь !f Для каждого 1Ь можно считать, что 

K=cl{En ) ^ d (Е^^) • Если это не так, то в качестве (fl) можно 

взять k(j\п),К) = Ш , так как Ет ^f(n) " П У С Т Ь ^(Е^ /*< 
ё CL (Ej,^ ) для каждого Я Тогда можно считать, что 

( У о с е £ Л я ) ) ^ / э е £ я ) ^ * ^ ) . ( 4 ) 

Действительно, если оС & £ таково, что {УрЕЕ^) (р^ оС) , то 

аС 6 , так как в противном случае Е„ С\ Л? = 0 , но 

^f(lt)^ Л ф ф Это противоречит тому, что А ~ В Поэтому 

можно заменить Е ^(ау на Ет , где 

так как Ет

/^>

 л Е „ • Разумеется, пъ находится по AVZJ 
"I / ч я ) 7 

эффективно. 

Пусть теперь А ~ В Г\ С , /5 /4 и /4 посредством 

о. р. ф. f и ^ соответственно. Опять можно считать, что d (Е^,^) — 
= d[En,„.) — К , так как если d(E „ ) < Х , то в качестве Д/7) 

взяли бы ft if (fl), К) . Поступаем аналогично, если < Z ( £ ^ j . j 7 ) J < 

<d ( £ л ) . Предположим теперь, что нашлось аСб.З' такое, что 
t 1Ю 

d w = d {Efm)&^Ef(a)U E^(3pzEa )Lp*«). ( s ) 

Тогда <jC 4- Л , так как в противном случае £ ^ Г\ Л ф 0 , но 

£ в ( я ) ПЛ = Ef(a) ^ Л = 0 • Э т ° противоречит тому, что /1 «= 

— ВО С • Поэтому можно считать, что 

{ШЧг1)Ыы)=4(Е^)Ь.(Зрь£я)(р*<*))=* 

^ o c e £ ^ u £ ^ r t , , ( 6 ) 



Соотношения между степенями табличного типа 
43 

? - А 

иначе в качестве fin) взяли бы т , где Ет получается в результате 

добавления к Е. всех таких <х , что d(<aC)~ U (£„ . ) , а ус -
fin) /(л) 

ловие ( 5 ) не имеет места. 

Пару о. р. ф. -Р и ^ назовем приведенной, если для любого /Ъ 

diE^diEp^^diE^} и выполнено условие ( 6 ) . 

ТЕОРЕМА 1. С у щ е с т в у е т н е р е к у р с и в н а я ^ £ -

с т е п е н ь , с о с т о я щ а я и з о д н о й /71 - с т е п е н и . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В . Пусть {tr.a;)-n - последовательность всех при— 

веденных пар о. р. ф. , а ^Л?^ } Q _ последовательность всех рекурсивных 

множеств. По шагам будем определять последовательность б. р. д. * _ f J ^ , . , . 

полагая Лq = 3~ 

ШАГ i . Пусть б. р . д. Л^ уже построено и ъ£ йЛ^ - после­

довательность наименьшей длины такая, что |O£c7,A(/J —Л^ • Положим 

Л, ЫО) , если У [4.0) 4 \ 

Напомним, что если % - дерево и jbE % .
 т о^(уЗ) = | о££^8. ' 

оС«уЭ V y 3 S c £J . Ясно, что | V ( e i ) : o G £ ^ ^ Ф Л 7 ^ . Теперь, если & 

является допустимым относительно о. р. ф. £ as ft , то, как в лемме 4 , 

по и /* построим б. р. д. J$ и, положив = j$ ( перей­

дем к следующему шагу. 

Предположим, что & не является допустимым относительно •f'^fj. 
Тогда существует ft такое, что 

Пусть Еп

 = { о £ 0 , . < . 1°^$} Предположим, что ни одно из J- ) , 

0^. , не является допустимым относительно = . Тогда 

для каждого I найдется £ такое, что (3/Ъ Ь. Е ) (оС- ^ &) и 

Можно считать, что d(E ) ~ . . . — d {£ ) , иначе если, скажем, для 
П = П- оказалось бы, что 

Ь 

= max \d(Ej ) : O^j'^s], 

то вместо Я, рассматривали бы fl(tT,K) . Щстъ Ет~ Е^ V . . . ^ Е а 

Тогда Еп*р£т , а гак как E^^Ef^ , to Е ^ ( т у П 

\~\J~ fcC*)= 0 Дл я подходящего £ , O^li^S Но (.'ftfi) ~ при­

веденная пара. Поэтому 

file:///~/J~
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{<* : d fee) = К&оС; ««С 1 £ . 

Имеем 

Е ^ r~ Е ^ Е 

что противоречит (7). Значит, некоторое б. р. д. t/floC" ) допустимо относи — 

тельно ^ . По $~\<гС- ) и ^ ~ построим, как в лемме 4, б. р. д. 

, положим ~ & и перейдем к следующему шагу. 

Пусть Л — П • Из определения ^ на шаге имеем 

и К±ф {V(°0 i o C £ ^ j , , ^ . Поэтому Л - ветвь, не являющаяся рекур-
Z Л* hit A* A*ii сивной. По лемме 3 , Д — т 1Л и, следовательно, Д = ' Пусть 

Л —ЗпС, В^^А и С^щА посредством о. р. ф. и ^ 

Можно считать, что ifify^ ~ приведенная пара о. р. ф. и, следовательно , 

^ = jr̂ t и ^ = flj для подходящего . Из построения * ^ . + ^ и лем­

мы 4 следует, что любая ветвь dl , и, в частности 4^ , такова , 

что /4 4mf4[A*) или А*^тО~' (А*) • Значит, А*<пВ или 

4? . Отсюда, по лемме 2, заключаем, что - степень /4 состо¬ 

ит из одной /71 -степени. 

Теорема доказана. 

Если X С ^ I то пусть 

ТЕОРЕМА 2. Tfl ( Z ^ ) Ф Tib [lip ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как отмечено в [_5\ , в истинно следующее пред­

ложение: 

Покажем, что оно ложно в jj . Пусть А — гиперпростое множество с ре-

трассируемым дополнением минимальной Щ. -степени, построенное в [_3] . Оно 

является /7 —замкнутым относительно некоторой позитивной эквивалентности /̂ 7 

такой, что для любой о, р. ф. ^ 

[хчА'. {3yel)[x<y*f(x)&~\хг/у)} (в) 

конечно. 

Пусть В я С — произвольные р. л. множества такие, что 

и А © С . С точностью до р -эквивалентности можно считать, что 
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В и с имеют наследственные дополнения ( А обладает этим свойством) 

В противном случае вместо В и С рассматривали бы ^В и Л С . ко­

торые уже являются таковыми и р — эквивалентны В и С соответствен­

но. Но р -сводимость X и V может быть записана так: 

хеХ** [ЛипУФф)&..МЯи ПУФ0), 
J1 ?ГЧ0С) 

r a e fft*"4 Уп(Х) находятся эффективно по X . Если же У наслед­

ственно, то по эффективно находится £ \ такое, что 2?ц П ф^=> 

*=> % Ь £ У *. Поэтому SO ' и В^ А ®С означают, 

что для каждого X 

х е А ^ [6*ь Bvcfe С) Sc.. Л ( C ) £ ^ V C , Е С ) > 

xeB^(a?eAvd?e 0&..Л (а^е A vd*x) tC). 

0 х X X /Л 

где ,CL> yCl • находятся по X эффективно. Положим, по оп­

ределению,'^ .т"= at и Iff. « df , где Ц-=8- , 

<j[£)=m(i0- ). В частности, 

4**В^(и*еА«<Г,?еС)Ь..Л(^ ( ю ) 

Определим теперь о. р. ф. г , полагая 

f(x) = тах{а*. : Ы/^/(х), /</^/г{х)}:. 

По ( 8 ) можно считать, что 

ty)^x)[{z<ir\kx<t}<{(X) =Ф tyeAvxpf/)), 

подправляя, если нужно, р -сводимость В к. А & С в конечном числе 

точек. Теперь, взяв произвольное X и перечисляя А и П для каждого 

> X , выясним, что либо Uц 6 л (и тогда в (10) член 

можно опустить), либо CL.. 17 X ( и тогда 
, V X У , У С 

в Н О ) Ui.< можно заменить на X ) . Наконец, X может быть вычис-
01 

лево в А • Для таких X ( 9 ) заменим на Х£ А 4 = Ф С € С , где 

X для всех 

ретрассируемое мно -
жество, то существует о. р, ф. ^ такая, что 

С =• ИШЬ { lj Е С} . Поэтому можно считать, что • 

X) J^J^fllX), /^O^j(X) • Далее, поскольку А - ретрасси 

X 
Поэтому если ( ! • • таково, что 

Ч 
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то / / . » £ А и, значит, член (ц,-/ £ t\ Vlf;; €. С) в ( 1 0 ) можно 
Ч v V т 

опустить, не нарушив эквивалентности. Поэтому считаем, что если Х6-П , 
то U;; £ А для всех ( , . } . Пусть 

Ч ' 

(eft Сv£f с . .Л fe f^e С v £ ^ ; Q , 

Ясно, что / ^ - р. п. множество. 

СЛУЧАЙ 1. R Г\ А - бесконечное множество. Пусть о. р. ф. /£, п е ­

речисляет множество . Так как А - гипер­

иммунное множество, то J) р. п. нерекурсивное, J? ^ тА , и в силу ми -

нимальности /71-степени А имеем А ̂ nD Пусть fl[n)= X • Так 

как XE.R , то, перечисляя С Для каждого j , / J ^ П. (X) , в 

С будет вычислен элемент Л . , и тогда в ( 9 ) опускаем член 

($• ^-З^С' €-С) I либо окажется, что £ • £ С • Для такого / в ( Ю ) 
& ' t х h ' х г1 \ х п х 

можно опустить все члены вида Ш •• €• п (Г" £• С ) Для £Г.. £ С • и 
А Ч е Х п У У / 

ясно, что если .££ л , то 0: • Поэтому если в результате 
4 

такой эффективной процедуры в правой части, например, остались первые 7*(Х) 

членов конъюнкции, то 

Следовательно, $ ^^3 > а потому А * р З 

СЛУЧАЙ 2. /? П /4 

- конечное множество. Тогда, не испортив р-сво— 

димости, для X^Rf\A можно изменить С и £ таким образом, что-

*Г X А 

бы 'было С" С 4 С и £ ? ф С . _ Поэтому считаем, что /V £/1 

чисел XXX • где Д = гТЦ,П { ^ 6 Л } . пусть 

х'= max{у : <у < л < д(Х)}. 
Понятно, что если X1 Е Л и < Л , то ££,v £/1 

Для 

, А А Ч " " V 
другой стороны, JJ £ л 4—£ , £ £ л . Назовем число X особым, 

. Заметим, что если Х - особое число, то 

X€.R • Действительно, если £ . с£ , то фЗ . а т а к как 

;£ £ Л* , то правая часть ( 9 ) должна быть истинной и, следовательно , 

С ? £ С • Предположим теперь, что для всех у^ (X ^ 1^ < X , в точ­

ках у уже определена р -сводимость А к Q Утверждаем, что 

XI. А XERVX'G. А • Действительно, если XTA » X'TJ А , то 

. С 

если 
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X - особое число и, значит, X Е К - Обратно, если 
то 

1 6 А , а если Х^Р , то X £ А , - т а к как A? Q А . Учи­

тывая, что R ^ р С , а х'< X ; имеем определение р -сводимос­

ти А к С в точке X 

Теорема доказана. 

Заметим, что указанное в теореме 2 предложение, истинное в > ис­

тинно и в L^j. . Нетрудно понять также, что теорема 2 справедлива при 

замене р— на $р—, $cL~ или (jl-сводимость. 

Л Е М М А 5. В Lf и с т и н н о с л е д у ю щ е е п р е д л о -
ж е н и е: 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть л максимальное, а / 5 и С 

— произволь­

ные р. п. множества. Если С о А® В , то существует эффективная проиеду-

ра, которая по любому JC выдает наборы чисел ^ f , , •^Ц^х^ и 

%.*ш"*2т.13Я • а т а к ж е £ { t V j такие, что-

Здесь - логическое сложение по (fTU?d 2 ) . Пусть 

Определим ч, р. ф. Ф , полагая 

ip{x) = max{^EQ} дпя хе£д, 

и если (р уже определена на множестве р , то положим 

<p(x)=max{yeEa+f] для xeEn^Fn . 

Напомним, что максимальное множество Уч обладает следующим свойством 

И : 
( V<p ч. р. ф, ( { i ; Ift&j) определено &. tf(flj)-> G^., } конечно ) , ( 1 3 ) 

где 1(2,' т.» _ - прямой пересчет /4 . Отсюда и из определения Ф следу¬ 

ет, что множество |Л П ( Z ^ 4 / ^ / 1 ^ - 2 } конечно. Поэтому, исправляя 

сводимость С к А & 3 . в конечном числе точек можно считать , что 

[ л П ( £ ^ N / ^ p l ^ / для любого П"2-0 • Под 'исправлением* zf-сведе -

ния С к Ai& В в точхе ,£ , если известно, что , , , сУ? 6/4 

д. -г- 7 <»' * *« 
к II- .....11. t Л , понимаем следующую процедуру: в (12) опускаем вы¬ 

ражения вида (у^^-Л) для воех J* £ |6 ? 7. ,,, 0К ^/j, < • 4^5 J • а также заме­

няем $q на /— 0 , если число К нечетное. Очевидно, что после 
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этого £ -сведение Q к А © 3 в точке не нарушается. Далее , 

перечисляя множество А > Для каждого П , если £ ^ Ч Г ^ _ ^ ф ф . можно 

найти в Е^^ £*л ^ такое число, которое обозначим через { Z ^ ' i что 

Е ^ (F U |Д < Л Ч ") 5 А • Теперь эффективно исправляя ^-сводимость С 
к Д<9./3 в точках Я ? / , можно считать, что для каждого /7 Е„~^С , = 

« / 7 - / 

= 0 или En^Ea_f - [ат] , т. е. IF^F^^K У • Положим ̂ ' " Ь 
= ГГШЗС{^£^] Для всех /7, , что Ф существует. Из определения ч. р. ф. 

Ф и ( 1 3 ) следует, что множество 

конечно. Исправляя -сведение С к А®В в конечном числе точек, 

можно считать, что оно пусто. Отсюда следует, что если E^F^.j ~ } , 
то либо CL^G. А , либо £у>д/'г''. уЕ-Е^} — • Поэтому для таких ГЬ , пе­

речисляя множество А , можно обнаружить, какой из случаев имеет место , 

Опять исправляя ^-сведение С к А Ф В в таких точках ГЬ , мож­

но считать, что для каждого П , если Е„"^Е Ф Ф , то Е ~^ F . — 
(ЯЧч П , г 1 Я Я " ' П П-1 

= {а ) и а гтд£{а^Еа). 
Пусть теперь £ = U r tjp £ ^ . Если Е П А - конечное множество , 

то очевидно, что Q ^ ^ 3 . В противном случае, так как А - сжатое 

и Е -Р< п - множества, А Е конечно. Покажем, что в этом случае 

к^^ВОС • йля ХС-А^Е сразу положим Х€.А^=> а бВ , где С7-

фиксированный элемент из В Пусть теперь для всех i/<£ У Ж © опреде­

лена (^-сводимость А к 3 Ф Q . Перечисляя А и вычисляя 

£п , П~%0 , будет выяснено, что Х€.А или найдено такое В , 

что X=d^e) • В первом случае положим X £ А &Е.В . где Аф­

фиксированный элемент из В . В о втором случае имеем 

ее С (у,ее А) + . . . + А ) * ^ ( < ^ В ± * « , 
где* = а ' а ^ t f i r - • . с т р о г о м е н ь ш е ® = $ • 
Тогда 

даА (y f е А)+... + ( y ^ w e А ) + ( i f е . . + ^ t£)*(iiCfr &е. 

Заменяя здесь выражения У̂. £ 
, на равносиль -

ные им, которые уже получены в результате определения £ -сведения А к 

в точках , видим, что в результате этого будет определе­

но ^-сведение А *В@С в точке X . Таким образом, 

А 6 £ 3 © С . и лемма доказана. 

Из леммы имеем, что если Q - £ -степень максимального множества , 

то в Ь g истинно следующее предложение: 


