
Ли т е.р а.т.у р.а 

L Г а б д у л х а е в Б.Г* Оптимальные алпроксимадаи решений 
линейных задач» Казань: йзд-во Казан, ун-та. 1980» 

2. X а в и б у л л и н И.Ш. Об оптимизавди прямых методов ре­
шения нелинейных.интегральных уравнений / Ред.журн* "Дифференц1юдь -
ш е уравнения. - Минск, 1983. - 7 с. - Деп. в ВИНИТИ 01.06*1983, 
1 4 8 8 4 , 

Е.А.Широкова 

ПОЛУЧЕНИЕ ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЙ ВДЙНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ВИШНЕЙ 
ОБРАТНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ В ВВДЕ ОГРАНИЧЕНИЙ НА ИСХОДНЫЕ ДАВЖВ 

Рассмотрим внешнюю обратную краевр) задачу (01©) по параметру 
S [ I , с.29, 33]. Пусть функция W(S)~U(S)+itf(S) St [0,1] ; со 

свойствами w(0) = w (t)?W(St)^ WtSjap* S t ф S 2 является гранжч -
ным значением функции w ( Z ) >• аналитической в области & ъ Р со -
держащей бесконечно удаленную точку* Следует найти 2>ъ и W(Z) , ес­
ли известно, что $ - дуговая абсцисса границы неизвестной облас­
ти- • 

Функция f i К ) , отображающая единичный круг \Z\ < 1 на ис 
ковдую область, ищется следующим образом [г, с.34]. Сначала определя­
ется | 0 ( £ ) - решение внутренней ОКЗ с теми же исходными данными. 
Затем находится корень £ уравнения Гахова 

1 L L _ K f < i ' а ) 

Уравнение (I)-, как показано в [2], в случае, если W (S) гель-
дерова, имеет хотя бы один корень. Щщнственность корня уравнения 
(I) обеспечивает единственность решения внешней ОКЗ, и наоборот,су-
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ществование нескольких корней уравнения (1) может привести к сущест­
венно различным решешям задачи [3]. Достаточные условия единствен­
ности решения уравнения (I) как условия на | (£ ) и | 0 рассмат­
ривались во многих работах (см.. надр,, [4], [5], [6] )• 

В настоящей работе получены достаточные условия единственности 
решения уравнения (I) в виде ограничешй на функцию W ( s ) , Q* S 

Прежде всего отметим, что [б], если | Л (V,) выпукла, т.е. 
| , ! то 

Rfc(1 + £ 7 7 " ) ̂  0 , то уравнение (I) имеет единственный корень. 

Условие выпуклости 1 0 ( С ) может бШ?ь обеспечено так же, как в [7], 
• следующими ограничениями на' W ( s ) = : U ( S ) + i ^ ( S ) .. 

. » И Я а 1 . * « ь . U ( S ) . i i - ( s ) ^ ( S ) - / ( S ) t t 

| D X 3 U ( S ) - H ' ( S ) - ^ ( S ) t i ' ( S ) ' ^ " 2 

• W(SJ *M. , , , o a / « К и для функции 

K(S) - [ ц ' г ^ ^ ' г ^ - ) Л / г — ~ справедливо одно из ограничений: 

• е 
ft 1 J L \ H С 1> " + I А . корень уравнения 8 "HlflCtQ ^) ' j ̂ И. ТЛ} % 4 ' ^ > 

t • 0 

О . ( 

. Тогда при ^=V 2(К 2-М г' Д-М^ехр^рвшвние со-
ответетвующей внешней- О К З единственно. 

Приведенные достаточные условия единственности геометрически 
наглядны, однако выделение классов корректности с их помощью пред -
ставляет определенные трудности. Получим достаточное условие выпук­
лости | (£} в виде ограничений на (tfl W'(S)) •. 
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Х в о р е щ 3. nycTb|(Ql§w'(S))'k А -Г 2 ,1 (tn|w'(S)|)"| 4 &• Г* , 

причем меньше £ „ - наименьшего корня 

уравнения M l ' ( 1 + 2 6 H s где ft(Z)=£ 2 , П , ( 0 , 0 4 < 6 о <0,05). 
111-1 

Тогда решенш соответствующей внешней ОКЗ единственно9 если 

f ^ f i55dt>[l+£.X(0]<2r , где 
Х(е)={Я(1+2£)-Л/(̂2е)+(1+2£)[П/2(1̂ М(1̂2е)-Л"(1+2б)])[1-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия на (oiCj W ' ( S ) / H i -

периодичности функции w'(S) имеем ^ ~ | [ ^ а г 9 W ^ S ^ 4 T + 2I • 

Условие ( t t i | .w ' (S ) | f 4fe• Г2обеспечивавт ограничение(tn|w'(S)l)4fe(2t)! 

1 так как 

то Л (2) 

| K ( t , s ) - f |4 [юА+&(1^А)]-(24П"'= Т • 

Из соотношения (p(S,t))^ = ((tu | w ( S ) ~ W ( T)j )^ • S i T l ^ r ^ = 

Рассмотрим оценку решенш уравнения Фредгольма 

Y'(s)=-.j \ y?(t)-K(t,s)dt~ jjlNw'lt^'-pnlwftbwCs^dt, О) 
_ Согласно оценке Трикоми [8], заменим K( t,S) на К (t,S)s.-p-



ж тогда из условия ( 2 ) получим 

iy'(S)Ksup|y^b|w4t)|)'-[tu|w(t)-w(s)l]'dt|-[l+eX(£)]. 
s о 

Обозначив (tftfw'(t)j/• [tnjw(t)-W(S)l]^ S i f t = p(S,t)-(WW 

i . | o ( s , t+s ) -o ( s , - t t s ) x l J tdt fe2 I t | Л 

Так как, согласно периодичности, U|(fo|w'|/|-|p(S,t)|+|pJ(S,t)|x 

xl(tTllw'l)'KlB-(4t J)" (.B E T Ore HMeeMJ^S)H~^-f™^dt[H£X(£)]. 
О 

Обозначим через кривизну границы области >Оог< , получаю -
щейся при решении внутренней ОКЗ с исходными граничными данными «Учи­
тывая, что Kâ CatQW'CS))'-*- Y'(S) * где Y ' ( S ) - решение уравнения 

(3) [9] и, следовательно.-!-^-— dt[l+tXC£)] ^ К 2 

из условия теоремы получим, что > 0 , что и требовалось дока -
зать. 

Возникает вопрос, нельзя ли расширить класс единственности р е ­
шения внешней ОКЗ, ослабляя условия на область значений функционала 

к I* 
RtC~T/~ - Покажем, что условие 'Rt? ~7Г~ ̂  ~1 нельзя-осла-

.fo , 1о 
бить путем увеличения константы I 

Пусть £~рТ = (1 
fo У ( ™ ^ ) М + , 0> ij>a'- 1 . Областью 

значений данного функционала при | £| < 1 является полуплоскость 
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Rt ? "jf" У ~. Q-V 1 + К' с разрезом по вещественной 
т о 

ОСИ ОТ 

' -Q-VT+T; • до fl(V£ - V T + T ) . 
Уравнение (1) для данной функции имеет, кроме корня 0 

еще KopHiifalVl^l^Q)]2 "[o^Y^~l] % > Корни сливаются только в случав, 

когда 1-0. 9 Q--1 , т.е.|Л(С) выпукла. 
Найдем ограничение вида, -v^RfcS "ТТ" < М » достаточное для 

того, чтобы уравнение (I) для|о(?)=0о

+04? + Qj К ™ > е л о единственный 
корень ^ -0. 

Л е м м а . Пусть о£< Re?"р < М , где C o s ^ ^ j <1 

Тогда уравнение (I) имеет единственное решение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о 0 Из условия лемш следует, что 

е i 7 " 2 + f ы ы^нтык 9 т т А ^ 4(М+*) ? 

Следовательно, Slip К С £ Т7 • :ft= ~7Г~ ОТСш 7—7-5 , Так 

мЧг 2(M+JC) /~А 2 / 
как из условия леммы 9

 + ^/ -Q1Cl| ̂  _Др2. ̂  JT^a * то лемма до -
казана. 

1 
Заметим, что М =. — при М• — X . 

а 
При получение доста.точного условия единственности корня уравне­

ния (I), отличного от условия выпуклости | 0 ( • , приходится поль­
зоваться условием |0'(0)~0 , Обеспечить это условие можно, 
потребовав 2~симметричности решения в, виде дополнительного ограниче­ния на w(S) * W(S) - - W ( | + s) . 
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Отметим, что требование 2-симметричности решения f 0(t) может 
быть использовано для получения условия единственности корня уравне-

, ; Л У 2 | g l ' 
ния (I) в виде I С | М ^ | j ^JZ тем же методом, который исполь -
зован в статье [7]. В результате незначительного изменения в доказа­
тельстве Майера и Севодина легко дольше тся следующая 

,1 м • U(S)«li ' (S)+V(S)^ / (S) t 

»ГU'2, ( S ) + 1 5 / 2 ( S ) 3 3 / 2 > -1 W(S)i 4 iVl ; и выполняется одно из двух 

условий: a) R(s) 4 Д ., б) R(S)> - Д . 

Тогда при A ^ ( 2 - ' I 1 ) ( 2 A f 2 ) ~ 1 * где I 1 . и R (S ) те же, что 
и в теореме I* решение внешней ОКЗ единственно, 

С использованием леммы получим ограничения на ttl W (S) и 
xtlW(S) , достаточные для единственности решения соответствующей 
внешней ОКЗ* 

Теошш ,4. Пусть W(S )=~w({ ^S ) J a X § w t s ) f 2 , j(tn | w ' ( S ) | ) " 

причем £-[ЮД^Ь(%^A)]'(24f) меньше наименьшего корня уравнения 

— ~ - 1 rr~z dt| 1̂ EX(£)]<Q, тогда соответствующая внешняя ОКЗ име~ 

ет единственное решение, если (М +Х)• Cos < ^ ' г д е 

М - [ 2 А/2 -ьХ>-&/ 6] - [a -«Z>]" -1 r X = [ 2 i - V 2 - « M / ^ [ a - A f Ч , 

X , ( £) и ft те же, что и в теореме 2 . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Как показано выше, для решения 
Y у р а в н е н и я (3) справедлива оценка S ) K 2 > • в / Ь - Тем 

же способом можно оценить решение * f ' ( S ) уравнения фредголъма 
I е 1 1 • / 

S>'(S)=~J | f ( t>K(t ) S)dt-j5an )W(t) | ) ' - [ t t t |W(t)-W(s) i ] s dt: (4) 

W(s ) ! °4^ . 
Отобразим область Ъм с границей < / w - fw=W(S ) ) Sc [0 ; [ ] j на круг 

J %\ < \ с соответствием '0 —* О . Для ^ (w) , осуществляющей это 
отображение, справедливо 

И т ? Ц " -tn|w(s)| 
1 W U=w(s) =w(s) 

Обозначим через ^ 1 5' 0 1? а Сп$(w)| Щ ж № 
3 .V/ Iw-vAs), !w=w(s) ' 

и > з н а ч и % ™ _ | . w ' ( s ) ^ i i f ' ( S ) + i ( a l g W ( S » ^ . e . J ? ' ( w ) | = f w ' ( S)i x 

x |H ) ' (S)+-(Q^W(S)) / | , где < f ' ( s ) - решение уравнения (4). 

Так как J t o I : j *<> ^[^) \ ' 
tan 1 dw ds d s 

то при условии S H p l H " ( S ) | < t f l f ( a i ^ W ( s ) ) f которое выполнено со-s s 
гласно условию теореш, имеем 

-ч I f0' (г;)I *[ inl(ai^ W ( s ) ) - supJY'(s)j]H
 4 [ a -JD] 

I"'. \ 
Используя соотношение K^=[Re(l+^ |т')] 91 |0' (̂ )j , получим 

jii 

s u p | £ ft ) | • i n { к г * R t ( 1 + ф ) £ sup|J ' ( t f l • s u p к г . 

Таким образом, ~X. < Rfc X J 7 < M , и условия леммы выполне­
ны. Теорема доказана. '° 
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