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Н.В.Трунов, А.Н.Шерстнев 
ОБ УСЛОВНЫХ (ЖВДАНШХ В АЛГЕБРАХ НЕЙМАНА 

Заметка непосредственно примыкает к работам авторов £2 и 
3 ] . В ней продолжается исследование одного обобщения понятия 
условного ожидания в алгербах Нвймана, введенного в этих ра -
ботах в связи с теорией некодаутативного пространства / J 1 . 

§ 1 . Мы начнем со случая состояния. Пусть JJL - алгеб­
ра Неймана в гильбертовом пространстве /•/ , ср - точное 
нормальное состояние на J\k . В терминологии и обозначениях, 
касающихся теории пространства L^ (ff) интегрируемых били­
нейных форм (б.ф.) на линеале состояния 

\={UW l3i>o:(*U)4XvCx), VxeM+j, 
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мы будем придерживаться работ [^г и 3 ] . В частности, условимся 
не различать оператор осе Ж и порожденную им интегрируе­
мую б.ф. (*(•),(•')) на j )^ . Пусть JY - подалгебра Ней­
мана алгебры М, Wo-yfjf - ограничение ср на Jf , 

У : L^ [ч) ~» М* и &:/,,(<&) —* Л£ -канонические изомор­
физмы. 

Напомним следующий результат (см. [2], предложение 6) , 
являющийся простым следствием теории пространства Zijtf). При 
данных предположениях существует и однозначно определено ус -
ловием 

№)(*)= t(E*)(x) (oceJf.ael.M) (I) 

отображение Е : /»* М ~* A f^#) , обладающее следующими свой-^ 
ствами: 

EI. с - линейная сюрьекщя, 
Е2. £Е - положительно и точно, 
S3. ЦЕН = / , 
Е4. ¥ • ( £ » ) = У(а) ( * ^ f W ) > 
Е5. Если ак t <*» в /,*(<*) , то EahtEл, ,где 

символ ct^f си означает, что последовательность а л не 
убывает и su*> с*л=а, £{,*(<?) в смысле порядка, задаваемого 
конусом ^(i/1) . 

Основной результат работы [2] (теорема И-) утверждает, 
что дополнительное требование 

Еос = х ( x e w ) (2) 

(аналог идемпотентности Е ) эквивалентно существованию 
обычного (ограниченного)условного ожидания £ : Ji-*J\f 
относительно у в смысле [ 1 и б ] , причем озтраничение Е на 

J/L совпадает с £ . 
С целью обобщения понятия условного ожидания в алгебрах 

Неймана займемся изучением ограничения £ = Е Г М ото ­
бражения Е f определенного условием (!_), на алгербу Jit 
Отметим, что в классической (коммутативной) теории вероятно -
стей условное ожидание в L^ вводится, как правило, именно 
таким способом. 
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Т е о р е м а Я. Отображение *£ = Е fJH действу­
ет из М в N и обладает еле дувдишг свойствам*: 

t l . ~t - линейное отображение, £(V) = 1, 
€2. € - положительно и точно, 
£ 3 . | | € / | = 1 , т . е . || f * ! * / / * ! (*e i t ) , 
i 4 . tf# ( £ л) = у(эс) (* е JU) , 
£5 . £ - ультраслабонепрерывно, 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Для проверки включения 
f(A0cjy .,достаточно установить, что -fx^Jf для каждого 
х^М . С этой целью определим вещественный линейный функцио­
нал со ' на плотном в JV^ линеале ye (JY3) , полагая 

В этой выкладке мы воспользовались тем, что 

(см» [2])* В таком случае найдется ctp eJV3 такой, что 
ЧМ#))-Ц#ХХ°) ДМ всех уеНъ. Сравнивая с (1), имеем 
€ х = о с о £ ^ э . 

Пусть даяее (5Г, *# j - представление Jit , асеоции -
рованное с У)

>
 Л ) :Л-> ^ - тождественное вложение Jit в 

гильбертово пространство % , являющееся пополнением JU от­
носительно скалярного произведения (эс>у)~ У(у*эс) у $ -ка -
ионическая инволюция теории Томита-Такесаки в ^ (напомним , 
что j4T(JU-) = Tplt) )• Условимся нулевым индексом отмечать 
соответствующие объекты, связанные с X и У0 : 0Го у <%0) 

$0 ^ т . д . Цусть * р - ортогональный проектор <д на 
^ = ~W . Следующая выкладка справедлива для каждых эс$М} 
ч^ьЖ в силу определения у 12, 3] : 
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Отсюда следует, что ограничение на ^о 

так что явное выражение £ задается формулой 

1х=Я-;4(3.(?Жх)ЗГ%)30) (хеМ). О) 

Свойства i I , £2, £4 непосредственно следуют из EI, Е2 и 
Е4 соответственно, с учетом того, что y(Y)~ У\ , У0 60 ̂  УР J 
€3 есть прямое следствие представления (3); £6 следует из 

симметричности формы У(-)(') на М . Для проверки i 5 
покажем сначала, что £ нормально, т.е. из хс fx (х^хеЛ*) 
следует, что ~£*i t *ix . Действительно, в силу положитель­
ности £ сеть tocc возрастает и ограничена сверху операто­
ром £эс€Л*. Полагая хс= $"f £*c , имеем 

откуда x 0 - fx . Заметим теперь, что в силу нормальности i 
для каждого j> £ Jll* функционал j>(~2-) на М положите­
лен и нормален, а это немедленно влечет £ 5 . Теорема дока­
зана. 

З а м е ч а н и е I . Заметим, что доказательство вклкъ 
чения "6(jU)c JV" фактически уже содержится в [2] (см. до­
казательства импликации (i)=5>(u) в теореме II указанной 
работы). Интересно отметить, что в работе Л.Мкарди и К.Чек-
кини [4] , где также рассматривалась задача обобщения понятия 
условного ожидания в алгебрах Бзймана, соответствующее поня­
тие вводится, исходя из достаточно отдаленной аналогии с 
классической ситуацией. Однако сравнение формул (3.18) и 
(3.2D) работы [4] и нашего равенства (3) показывает, что 
отображение -£ :J\l->N и есть 4> - условное ожидание в 
смысле [4 ] . Отметим, в частности, что -£, вполне положитель­
но (эчч сразу следует, например, из (3)). 

З а м е ч а н и е 2. При подготовке рукописи к печати 
авторам стала известна работа Л.Аккарди и К.Чзккини [5] , где 
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подучены близкие к нашим результаты. Отметим, что в [5J ис -
пользуется вложение М в Мм , которое в наших обозначе­
ниях есть х—> if(х*) . 

§ 2. Переходя к случаю веса, будем придерживаться обо -
значений и терминологии [3 ] . Пусть JT - подалгебра Неймана 
алгебры М , у - точный нормальный полуконечный вес на Л 
такой, что вес %=<f>fjf полуконечен, m£ = 

^{ос $М?'\Щ?с)<ое>} , /Иср - линейная оболочка л? + j 
w£ и >т?Уо - соответствующе объекты для ч>в . Через 
Е*-Lfo)-* L^o) обозначим, как и в § I , отображение, одно­

значно определяемое условием ( I ) . В работе £3j (предложение 
4) показано, что отображение Е удовлетворяет условиям Е1-
Е4 и в этом случае. Однако, поскольку в данном случае алгеб- , 
ра Ж уже не обязана входить целиком в L,(v) , то для 
определения отображения %:М-*М мы воспользуемся прие­
мом, применявшимся при доказательстве теоремы I. 

Т е о р е м а 2. Существует и однозначно определено 
условием 

М)(*)-Ш(*0 0 « * О (4) 
отображение "S^JH-̂ JV 9 обладающее следующими свойствами: 

£ l . t - линейное отображение, £(V)W , 
£2. £ ~ положительно и точно, 
£3. J[£//=Y , т.е. /|€х//<//а// ( эг«Л) , 
£4. У.(-вж) =г у(«) ( * * * < ) , 
€ 5. £ ультраслаб онепрерывно, 
* 6 . У(**)0г)=2Г(*)(€у) ( М ^ % ) , 
f 7. £ х = E x OeW*4) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о с очевидными изменениями, 
касающимися использования т^ и УГ\^9 вместо М и JV* 9 до-*-
словно повторяет доказательство теоремы 1. При этом явное вы­
ражение (3) для € остается, очевидно, верным и в данном 
случае. 

З а м е ч а н и е 3 (ср. [3] , замечание на с. 89). 
Пусть JN/% - еще одна подалгебра Нвймана алгебры М такая, 
что Я <^ Нл с М , и пусть вес ^ 4 t Я, полуконечен . 
Для отображений -£ , 4<л и fx 9 опредьлвнных в теореме 2, 
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коммутативна следущая диаграмма: 

Это свойство транзитивности непосредственно следует из опре­
деления отображения € • 

З а м е ч а н и е 4. Отображение £ , построенное в 
теореме 2, совпадает с у - условным ожиданием в смысле [4] 
(теорема 7.5) и, в частности, вполне положительно. Отметим , 
что переход от состояния к весу в [4] сводится к использова­
нию явного соотношения типа (3), причем лишь для осе УГ\^ , 
с последующим продолжением по непрерывности на все осеМ. 
Таким образом, теорема 2 в связи с результатами [3] дает не­
которую дополнительную ивформащю о у> - условных ожиданиях 
по сравнению с [4 ] . 

§ 3 . В качестве приложения теоремы 2 мы предложим новые 
доказательства теоремы 5 из [4] о связи между отображением В 
и ограниченным условным ожиданием, а также критерия М.1аюе -
саки [6] существования ограниченного условного ожидания в 
терминах модулярной группы, ассрщированной с весом. Сохра­
няя обозначения § 2, будем через (<ч)4€Д1 (соответствен-
н о Л^ь) ±^о ) обозначать группу модулярных автоморфизмов 
JM, (соответственно Jf ), ассоциированную с у ( соответ -
ственно уо )• 

Напомним, что ограниченным условным ожиданием относи -
тельно. веса SP называется отображение S--M-+N (необ­
ходимо единственно, см. [3]) такое, что 

81. 6 - линейная сюрьеквдя, £ < •? 4 , 
62. 6 положительно и точно, 
83. II £11" 4* 
84. Чо U t o ) - <*(*) U е т £ ) , 
£5. S ультраслабонецрерывно. 

Т е о р е м а 3 ([3], теорема 5; [6 ] ) . Пусть JV-
подалгебра Неймана алгебры М , ^ - точный нормальный 
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полуконечный вес на jbi и вес у0-у>Л/У1 полуконечен. Тог­
да эквивалентны следующие условия: 

LL) Ех = х (х е Уп^о ) , 
(и), ix = х (xeJf) , 

(ut) существует ограниченное .условное ожидание SiM+Jt 
относительно у , 

(iv) подалгебра «JV инвариантна относительно (^ч).^^. 
При выполнении этих условий отображение -g - ограничен­

ное условное ожидание относительно SP • 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Эквивалентность условий (L) 

и (il) следует из € 5 , £ V и ультраслабой плотности 777у 
в jy . 

Импликащя (it) =$> (Ui) очевидна в силу теоремы 2. 
Несложная проверка импликации (iu)=>(Lv) фактически со­

держится в [ 3 , с. 92 - 93] . Действительно, пусть S (соот -
ветственно S0 ) - замыкание антилинейного отображения х-*ос* 
(х^УПу) в ^ч (соответственно отображения х-^х* (xtm^^) 

в tyo ) и S= # Д1/х , 30~до До"*' - ях полярные разложения. 
Тогда, как показано в £^3j (равенство (12)), p a = £ (*) для 
каждого эс£ /У)^ (напомним, что р - ортопроектор на подпро­
странство ^0 ) . Поскольку Е(х*) = €(*)* (хеМ) , T0So

=Sl%, 
так что р коммутирует с д и • др =гд#р . Остается вое -
пользоваться известными соотношениями теории Томита- Такесаки: 

б Д О ^ Д х ( а с е W y ) , (Г/(ас) = ̂ х ( o c e ^ # ) , - t € | R . (5) 

Наконец, для проверки импликации (tv)^> (i) заметим,что 
в силу единственности однопарамегрической ультраслабонепрерыв-
ной группы автоморфизмов алгебра Неймана jf , удовлетворяю­
щей условию К.М.Ш. относительно точного нормального полуконеч­
ного веса sfo , справедливо равенство G^ftf ~ 6%° Li *Ш) • 
Тогда из (5) следует, что д коммутирует е р и ДР = Д 0 Р-
В гаком случае из (3) следует, что для любых х,%£ т^о 

% &) А? (ft)«& * (i*)*i 9 = **i*ta $ .-
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Устремляя в этом равенстве сеть у € т^ ультрасильно к У, 
получим д 0 (z*) = &o х , откуда в силу несингулярности 
д/* C t = эс , т . е . €ос= ос (*e>r)if>0) . Остается учесть 
условие i l . Теорема доказана* 
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