
1949 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК Т. 25 (67), N 3 

О квазикомпонентах несвязных множеств 

А. Д. Тайманов (Кзыл-Орда) 

Настоящая работа посвящена изучению общих свойств множества 
квазикомпонент (см. [1]) произвольного подмножества эвклидова про­
странства Rn; она возникла в связи с работой П. С. Новикова [2], до­
казавшего, что множество компонент произвольного Л-множества 
имеет мощность либо континуальную, либо не более чем счетную. 

В § 1 мы обобщаем понятие квазикомпоненты, введенное Ф. Хаус-
дорфом (F. Hausdorff), и даем определение квазикомпоненты ранга а; 
кроме того, мы определяем индекс связных компонент. 

В § 2, обозначив через КЕ множество квазикомпонент ранга, не 
превосходящего а, мы доказываем следующие теоремы: 

Т е о р е м а 1. Если Е есть А-множество, то КЕ при а<^0 или 
имеет мощность континуума, или не более чем счетно. 

Т е о р е м а 2. Из существования эффективного множества, имею­
щего #г си-квазикомпонент, следует существование эффективного 
множества из \&х точек. 

Результаты § 2 имеют место в произвольном метрическом про­
странстве со счетной базой. 

В § 3 мы рассматриваем вопрос о том, какие множества могут 
являться квазикомпонентами других множеств. Оказывается, что это 
свойство не является топологическим инвариантом. 

§ 1 
1. О п р е д е л е н и е 1. Множество £, содержащееся в Е, разби­

в а е т с я множеством Е, если существует разбиение 

Е = Е1 + Е2, И (ElfE2) = Е1-Е2 + Ех-Е2 = О, 
такое, что 

Е1-£ф0фЕ2.£. (1) 

Множество £ называется с в я з н ы м в Е, если оно не может быть 
разбито множеством Е. 

Лемма 1. Сумма двух связных в Е множеств £1У £2 с непу­
стым пересечением £1'£2Ф^ есть множество, связное в Е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что существует разбиение £" = 
= ЕХ + Е2, Н(Е19Е2) = 0, причем Ег-£ф0ф£-Е2, где $ = <& + <§2-
Если £-ЕгфО содержит точку из £19 то £-Ег содержит и все мно­
жество £г: £х с £-Еи ибо £г не разбивается множеством Е. Тогда 
множество £-Е2 должно содержать точку из £2, а следовательно, и 



368 А. Д. Тайманов 

все множество £2: <§2 с: <Q-E%. Таким образом, £гс2 £-Ех, <оъС<£-Ег 
и (8v(S2 с:Ег-Еъ = 0, что противоречит условию <§г-£2 ф0. 

О п р е д е л е н и е 2. Максимальное подмножество множества Е, 
связное в Е, называется 1-квазикомпонентой множества Е. * 

З а м е ч а н и я . Для каждой точки х £ Е> очевидно, существует 
1-квазикомпонента Е1(х) такая, что х£ Е1(х)аЕ. 1-квазикомпоненты 
либо совпадают, либо не пересекаются. 

1-квазикомпонента может быть связным или несвязным множест­
вом. Если 1-квазикомпонента есть несвязное множество, то она, в 
свою очередь, разбцвается на 1-квазикомпоненты;назовем их 2-квази-
к о м п о н е н т а м и множества Е и обозначим через Е* (х).. В этом 
случае мы получаем разложение множества Е на 2-квазикомпоненты: 

Е = Е*(х)+ЕЦу)+..-. 

Множества Е2(х) замкнуты в Е, попарно не пересекаются, и для 
любой пары Е1{х), Е*(у) либо Е1(х)-Е2(у) = 0, либо Ег(х)рЕЦу). 

Квазикомпоненты высших рангов мы определяем по индукции. 
Допустим, что определены а-квазикомпоненты для всех а < р . Воз­
можны два случая: 

1) р — трансфинитное число первого рода. Тогда существует (J — 1, 
и по индуктивному предположению определены ((3 — ^-квазиком­
поненты f3"1 (Л:). Если Е®-1 (х) связна, то £3 (х) = Е&-1 (х). Если мно­
жество Я0-1 (х) несвязно, разложим его на 1-квазикомпоненты, назо­
вем их ^ -квазикомпонентами множества Е и обозначим через 
&(х). 

2) Р — трансфинитное число второго рода. Тогда существует после­
довательность 

р1,Р 2 , . . . ,Рл , . . . , Р*-*Р, 
со 

и множество Е$(х) определяется равенством: Е$(х) = JJ£&«(A;). 

Таким образом, для любого <x<Q мы получаем разложение множе­
ства Е на а-квазикомпоненты: 

Е=Е«(х) + Е«(у)+..-9 

где Еа {у) — замкнутые в Е множества и £а (у), Е* (х) либо совпадают, 
либо не пересекаются. Любая пара Еа(х), Е*'{у) либо не имеет общих 
точек, либо Еа(х) ZDEa' {у) при а < а ' . При а предельном каждое 
множество Еа (х) есть пересечение всех £3 (х) таких, что Е$ [х) з Е* (х) 
и Р < а . 

Для каждой точки х € Е мы имеем последовательность Е1 {х) D 
z> Е2 (х) з • • • з Е* (х) ZD • • • замкнутых в Е множеств. По теореме 
Бэра эта последовательность стационарна, и, начиная с некоторого р, 
все множества последовательности совпадают со связной компонентой 
Е(х). Таким образом, каждой точке относится трансфинитный индекс. 

* Это определение эквивалентно определению квазикомпоненты, введенному 
Хаусдорфом. 
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Мы получаем трансфинитную функцию ind (я), постоянную на связной 
компоненте Е(х). Эта функция является топологическим инвариантом 
множества Е. 

2. Приведем примеры квазикомпонент. 
П р и м е р 1. Множество типа Gs и Fa со сколь угодно большим 

индексом а. 
Возьмем множество внутренних точек квадрата ABCD (фиг. 1). 

На стороне АВ поместим последовательность точек а19 аъ . . . , ап. • . , 
сходящуюся к точке АгфА. На стороне AD поместим последователь­

на* с--ь'0 

«2 

JL 
«п 

„г- I 

Ln К 

ъ„ h 
Фиг. 1 

B-bQ 

ность точек blf b2,..., bn,..., схо­
дящуюся к точке А. Через каждую 
из точек аг проведем прямую ku 
параллельную AD. Через каждую 
из точек bi проведем прямую //, 
параллельную АВ. Точку пересече­
ния прямой ki с прямой /*_1 обоз­
начим через а\у а точку пересечения 
прямой It с прямой ki — через bt-
В каждом из прямоугольников 
а% а\ b\-\ а^\ (I = 1,2, ) поместим 
последовательность сегментов К\, 
К12,...,Кп , . . . , сходящуюся к а{ dh 
а в каждом из прямоугольников 
bi bi-i а-t bi (i = 1 , 2 , . . . ) — последовательность сегментов L \, b\>... 
...9Ln,..., сходящуюся к bibi. Теоретико-множественную сумму всех 
сегментов Кг

п, L\ ( * > = 1 , 2 , . . . ) и точек Л, Аг обозначим через £. 
Тогда множество £ есть несвязное множество типа Fa и Gs, и 

квазикомпонента, содержащая точку А, содержит точку Аг и имеет 
индекс со. 

Если дано произвольное число а, а < & , то на ААг возьмем по­
следовательность точек ах ,а2,..., а ш , . . . , av,. • • / а , на AD — последо­
вательность точек blt Ь2,..., Ьш . . . , bVy... / а. Продолжая описанное 
выше построение по трансфинитной индукции, получим множество £ 
типа FQ и Gs, имеющее компоненту индекса а. 

П р и м е р 2. Множество типа Gs, имеющее компоненту произволь­
но большого индекса. 

Пусть U cz Л3 есть множество, универсальное (см. [3]) для плоских Gs, 
т. е. для любого плоского множества £ типа Gs найдется такая точка 
у=у', что плоскость Ру>> параллельная осям OX, OZ и проходящая 
через у=у', пересекает множество U по множеству £^U*Py,. 
На оси OY возьмем множество К рациональных течек и через каж­
дую точку у€К проведем плоскость Ру. Через U' обозначим множе­
ство точек Uу не лежащих на плоскостях Ру, у (: К, т. е. U' = 

= U-С I 2 Ру)- Множество U' есть несвязное множество типа Gs» 

Для произвольного а, а < 0 , построим плоское множество типа 
Gs индекса а и обозначим его через £а. Для последовательности 
4 Математический сборник, т, 25 (67), N 3 
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£i> £21 • • • у £<*,..., £а,... / ^ плоских 6s найдется последовательность 
точек ylt у2,..., у<&,... ,уа,. •. / Q такая, что РУа-и = £а. Так как 
рациональных точек — счетное число, то в последовательности 
j / 1 } . . , .усо,.. ., j/a / Q все точки, начиная с некоторого у, иррациональны. 
Тогда при любом у ' > у множество Pyy,-U' = £у>> само являясь 
1-квазикомпонентой, имеет компоненту ранга у'. Таким образом мно-
жесто U* есть множество типа G§, индексы компонент которого не 
ограничены. 

Пример 3. Множество типа Fa, имеющее компоненту произволь­
но большого индекса. 

Пусть £ есть канторово совершенное множество, лежащее на от­
резке [0,1] о:и OY, a Q является топологическим произведением 
плоскости XOZ и множества £. Построим универсальное множество 
U типа Gs так, что для любого плоского множества Е типа Gs най­
дется такая точка у, что у^£ и E=Py-U. Тогда Q-CU = U! есть 
множество типа Fa с неограниченным индексом компонент. 

Вопрос о существовании плоского множества с неограниченным 
индексом (поставлен П. С. Новиковым) остается открытым. 

Пример 4. Квазисвязное множество, каждая компонента кото­
рого есть точка. 

1. Возьмем квадрат R (0,1; ОД) и на его нижней стороне распо­
ложим следующие множества: 

1) R—множество рациональных точек, 
2) L — счетное, всюду плотное множество иррациональных точек, 
3) Q —множество иррациональных точек, не вошедших в L. 
2. Множество рациональных точек на OY занумеруем в последо­

вательность г1? г 2 , . . . , гп>... • 
Через Dxx (Dx

yi) обозначим прямую, параллельную оси OY (ОХ) 
и проходящую через [х190) (соответственно через (О,^)). 

3. Через £ обозначим множество точек (х} у) квадрата/? (0,1; ОД), 
удовлетворяющих условиям: а) если х 6 /?, то у рационально; Ь) если 
х 6 Q, то у иррационально; с) если х 6 Z., то (х,у) £ £ пра любом у. 

Множество £ есть несвязное множество типа Fa + Gs, и на верх­
ней и нижней сторонах квадрата R (0,1; 0,1) лежит счетное, плотное 
на них множество точек из £. 

4. Докажем, что любая пара точек ^i = (^,j/1), е2 — (а,у2) из £ с 
одинаковой абсциссой не отделима в множестве £У т. е. принадлежит 
к одной 1-квазикомпоненте. Рассмотрим два случая: 

а) а 6 Q. 
Допустим, что существует разбиение_£ = £i + £ъ Н(£ъ£г) = ^ 

и ел 6 £v е2 g £2. Так как ех 6 $ а (еа 6 <&), то существует такое 
число Чх>0 (Чг>0), что круг U^ie^ (^a(e2)) с центром в ^ (е2) 
радиуса т)! (т)2) не содержит точек из £2 (<§i). Пусть 

т] = min {^Yja}, 8 = (а — т)г, а + чг), Y)' = - | и Qf = Q-S. 

Возьмем Л: б Q'. Множество />*•<§ состоит из всех иррациональных 
точек прямой Dy

Xi имеет точки как в Ulil{e1)t так и в U71i{e2)t и разби-
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вается на сумму: 

Множество Dx-£1-Dx-£2
 не пусто и состоит из точек с рациональ­

ными ординатами, которые лежат на D*n (я=1,2 , . . . ) . На каждой 
прямой D%, xdQ', найдется точка из £Х-£2У лежащая на одной из 
прямых Drn. 

Рассмотрим множества Ln = Drn • £i • £2. 
Ln суть замкнутые множества, и сумма их проекций на ось ОХ 

содержит множество Q'; 
оо 

Q' с ^ ПР Ln. 
л = 1 

Ln нигде не плотно. Действительно, допустим, что существует 
интервал Л на DXrn, целиком принадлежащий Ln. Тогда в А найдется 
точка р с рацион льной абсциссой; она принадлежит множеству £ и, 
следовательно, одному из множите £19 -<£2. Если р g £х (<£2),

 т 0 

Р^£% (Р £ £i) и Р ^ <6V<§2» ч т 0 противоречит допущению:/? 6 * с: /,,* = 
со 

= £>*n-£i'£z- Итак, множество 1л нигде не плотно, и ^ ПР ^я е с т ь 

множество первой категории. Но это противоречит включению 
оо 

Q' (Z ^npL„, ибо Q' есть множество второй категории. 
п-^\ 

Ь) а б R, ег = (а,л) g <&, j>2 - (а, j/2) e <&. 
Поскольку ег(:£2 (е2 6 <&), существует такое число 7]х > 0 (ча>0), 

что UTil{ei) (£A.(*2)) не содержит точек из <£2 (<&). Пусть 

4 = min(4l l42), 8 = ( а - ч ' , а + Чг), V = у-и Q' = Q-S. 

Тогда множество Dy-£, где л: б Q', имеет точки как в £7^, так и в 
£Л}9, и эти точки принадлежат соответственно £х и £2, что противо­
речит доказанному в случае а). 

Таким образом, мы установили, что множество £ несвязно и раз­
бивается на сумму замкнутых в нем множеств только прямыми 
Ол, х 6 L. Направления Dx назовем осевы м и н а п р а в л е н и я м и 
м н о ж е с т в а £. 

Это множество было построено Серпинским (W. Sierpiriski, [4]) 
и Ма.зурк°вичем (S. Mjzurkiewicz, [5]) более сложным способом. 
Изложенный способ построения взят у Кнастера (В. Knaster) 
и Куратовского (С. Kuratowski) [6] (пример двусвязного множе­
ства). 

Пример 5. Пунктиформное множество с компонентой индекса а. 
Возьмем квадрат A3CD. На стороне АВ поместим последователь­

ность точек ах, а2 , ап, • . . , сходящуюся к А, на стороне AD — 
последовательность точек Ь1% Ь2)..., Ьп,..., сходящуюся к А (фиг. 1). 

4* 
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В прямоугольниках агВСа\, а2й1Ь\&2, b1b\a\D,... расположим квази­
связные множества с осевыми направлениями, показанными стрелками. 
Полученное множество обозначим через £ и добавим к нему еще 
точку А, £ + А обозначим через £г: £i = $ + А. Каждая компонента 
множества £г есть точка, причем точка А является компонентой 
индекса со. 

Для любого a, a < Q , можно построить пунктиформное множество 
$ , имеющее компоненту индекса а. Все эти множества суть множе­
ства класса 3. 

Пример 6. Пунктиформное множество с неограниченным индек­
сом компонент. 

Возьмем в пространстве {OXYZ) такое универсальное множество U 
класса 3, что для любого плоского множества <£ третьего класса 
найдется точка у, для которой Py-U = <§. Через Е обозначим множе­
ство таких иррациональных точек на оси OY, что плоскость у — уь> 
у0 € Е, пересекает множество U по пунктиформному множеству. 
Множество U' = U- 2 Ру является пунктиформным множеством с 

неограниченным индексом компонент. 
Пример 7. Локально компактное множество, имеющее индекс а. 
Множество состоит: из замкнутых прямоугольников А},Аг,..., 

Ал, . . . , сходящихся к сегменту ага\\ из замкнутых прямоугольников 
В\, В%,..., £ „ , . . . , сходящихся к сегменту bx b[, причем верхние сто­
роны этих прямоугольников лежат на ага\\ из прямоугольников Av 
Al,..., А2

п>..., сходящихся к а2а2, причем правые стороны их лежат 
на ЪХЪ\ и т. д. Как в примере 1, продолжая описанное построение 
до а, мы получаем множество типа G§ и Fa с индексом а. Если выбро­
сить вершины всех прямоугольников, то мы будем иметь локально 
компактное множество индекса а. 

Локально компактные множества являются приводимыми множест­
вами первого класса. Если взять два приводимых множества: А — клас­
са 1 и Я—класса а, таких, что А-В = 0, то А + В будет приводимым 
множеством класса а. Следовательно, каждый класс приводимости в 
классификации П. С. Александрова и И. В. Проскурякова [7] распа­
дается на &$! классов по индексу несвязности. Однако существует ло­
кально компактное множество с неограниченным индексом компонент. 

Этот пример является ответом на вопрос, поставленный П. С. Алек­
сандровым. 

§ 2 
1. В этом параграфе рассматривается вопрос о мощности множест­

ва квазикомпонент ранга, не превосходящего а, когда данное мно­
жество Е есть или А-множество или сумма {& А-множеств простран­
ства Rn. Пусть 

— все открытые множества базы пространства Rn, содержащие точки из 
Е, т. е. gn-ЕфО. 
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О п р е д е л е н и е 1. Пара множеств {gm gm) р а з б и в а е т с я мно­
ж е с т в о м Е, если существуют открытые множества Gx, G2, такие, 
что 

GVG2 = О, G1 + G2ZDE и gncz Gl9 gm с G2. 
В этом случае скажем, что множества gn, gm о т д е л я ю т с я мно­
ж е с т в а м и Gv G2. 

Пусть множество пар, разбиваемых множеством £", занумеровано 
в последовательность 

Pi={glgl}> Р% = {glgl}>>--> Pn={gug£},.-.. (2) 

Для пары Pi= {g\,gl} существуют такие множества G\, GI, что 

О}.Ог = 0, G! + G2=D£ И g i c O i , glaGl 
Мы получаем разбиение множества Е: 

E = E\ + El 
где 

Е\ = GlE, Е\ = GlE, Н (El Е\) = 0. 

Для пары Р2 = {£ь gl} существуют такие множества Gi, Gi, что 

GlGl^O, G\+GIZDE, glaGi ^ c o l 
и мы получаем разбиение для каждого из множеств Е\, Е\: 

Е[ = Еп + Ею, 
где 

Е\г = Е\ • О?, £?2 = fi • G2
2, Я (Я}ь Е\2) = О, 

£ 2 = £21 + ^22, 
где 

£fi = £2 • Gl &2 = £ r GL Я ( £ ^ Ь £22) = 0. 

Для множества Е мы имеем разложения на сумму замкнутых 
множеств попарно без общих точек: 

E = E\ + El Е = Е\г + Е\2 + El + El = Е] + El + El + £ l , 
где 

Е\=Ецу £2 = £12, £3 = £21, £4= :£22. 

Повторяя это рассуждение для всех Рл, мы получим последователь­
ность разложений множества Е: 

• (3) 
2 " 
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где все Е? (itn = 1,2,...) суть замкнутые в Е мнокества и при всех 
ij для п<т либо Еп

гЕ? = 0, либо Е] з Е? и Е/-Е? = 0.' 
Мы имеем: 

Е = 2 ^ - 2 ^ - - - 2 ^ - - - = 2 4-4--<---. (4) 
Введем обозначение: К = E\X-E]t- • •£?„• • •. 
С одной стороны, легко доказать, что если 1-квазикомпонента 

множества Е пересекается с К* то она содержится в К' Е1(х)сК. 
С другой стороны, К не может содержать двух различных 1 квази­
компонент Е1(х), Е1(у), Е1 (х)-Е1 (у) = о. Действительно, существует 
такое разбиение множества Е, что 

Е=Ег + Е29 Н(Ev E2) = 0, E,ZD E* (х), Е2 з Е* (у). 
Тогда существуют множества Gt, G2, для которых Gi-Gg^O, G1ZDE19 

G2 з Е2. Из совокупности (1) выбираем множества #,, ^2, такие, что 
^ 6 f t C 0 1 } j / б g2 с G2, и образуем пару (gi, £*2)> принадлежащую 
последовательности (2). Пусть эта пара имеет номер /: 

Pi= {gugi} =(gi,g2). 
Тогда множество Е)г принадлежит одному из множеств G\, G\. Пусть 
Е1

Ч с Gl Но К cz E\v Е1 (х) с /С, Е1 (у) cz К> следовательно, Е1 (х) cz G[ 

и E1(y)aG\. Эго противоречит тому условию, что 

* 6 gi = g\ с Gi, J/ 6 ft = 2̂ с G2. 
Таким образом, пересечение /< = E\x-E]t- • •££ . . . =/̂ 0 является 

1-квазикомпонентой множества £*, и формула (4) дает разложение 
множества Е на сумму 1-квазикомпонент. 

Этим установлена эквивалентность определения квазикомпонент 
по Хпусдорфу и нашего определения. 

2. Дополним конечную систему множеств Е\ (/=1,2) пустыми мно­
жествами до счетной и запишем ее в виде последовательности 

£ l » <^2' ^3> • • • ) *-*nt • • • 

множеств, занумерованных картежами ранга 1. Каждое множество 
Еп. или пусто, или одновременно отк{ ыто и замкнуто в Е. Пусть 
система множества Е? (i = 1,2,..., 2") дополнена пустыми множест­
вами и записана в виде последовательности множеств, занумерован­
ных картежами ранга п, 

EiJ2...in \lii l2, . . . , ln ~ IJ^J • • •)• 

Тогда систему множеств E?+1 (i = 1,2,..., 2n+l), содержащихся в мно­
жестве Е*х.лт1п, дополним пустыми множествами и запишем в виде 
последовательности множеств, занумерованных картежами (4,4,..., /«,/): 

£w..../«./ ( / = 1 , 2 , . . . ) . 
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При этом формула (4) примет вид: 

Е = S Е\А • 'К • • • = 2 а»-бА. • .Ек..ла...- -.. (5) 

Последняя сумма выражает Л-операцию над множествами {Я^.../J, 
и формула (5) устанавливает взаимно однозначное соответствие между 
1-квазикомпонентами множества Е и непустыми цепями Л-операции 
над множествами {Etlm.jn}. 

3. Обозначим через КЕ множество связных компонент множества 
Е, через К% множество (^-квазикомпонент множества Е. Тогда 

Е = 2л Ею 
а £ К1 

где множество К1 имеет ту же мощность,' что и КЕ, ИЛИ, короче, 
т(Кг) = Ш(КЕ). Разлагая каждое из множеств El на 1-квазикомпонен-
ты множества El, мы получим представление множества Е в виде 
суммы 2-квазикомпонент множества Е: 

Е = %El, m{K2) = m{Kl). 

Продолжая этот процесс, согласно определению (3-квазикомпонент, 
будем иметь трансфинитную последовательность разложений: 

E=^El Е1Е^=0, кфк', т(К1) = т(К]
Е), 

Е^ 2 El, El-El^O, афл', m{K*) = m{Kl). 
> (6) 

Е= 2 El && = 0, *ф*', т(К*) = т{К$)% 

при Р < Р ' для любой пары ос, а' либо ££.£*/'= 0,# либо £"2 з £2'. При 
трансфинитном числе р' второго рода каждое Е% является пересече­
нием всех £« с К Р ' й EIZ)EI'>. Отсюда следует, что последователь­
ность мощностей ГП(КЕ) множеств КЕ образует неубывающую после­
довательность: 

m(KlE)<m(KE)<--<m(Kh<--<rnKE. (6') 
4. Вопрос о мощности множества КЕ связных компонент разре­

шен П. С. Новиковым для случая, когда Е есть Л-множество, в его 
работе [2]. При этом им была доказана 

Лемма 1. Если множества ЕП1,ятПк суть А-множества, то 
множество непустых цепей любой А-операции над системой 
{Eni...nk} есть А-множество в пространстве Бэра. *> 

Из этой леммы и формулы (5) следует 
Лемма 2. Множество ^квазикомпонент А-множества имеет 

либо мощность континуума, либо не более чем счетно. 
Мы рассмотрим еще несколько вспомогательных лемм. 
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Лемма 3. Если Е есть А-множествои К'J —множество ^-квази­
компонент множества Е—не более чем счетно, то множество 
(Р + \)-квазикомпонент либо имеет мощность континуума, либо 
не более чем счетно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 

где множества Е% замкнуты в £ и, следовательно, суть Л-множества. 
Чтобы получить Я3+1, нужно ка кдое Е% разложить на 1-квазакомпо-
ненты. По лемме 2 множество К\'з при л = 1,2,... либо имеет мощ-
ность континуума, либо не более чем счетно. Если одно из множеств 
/CU имеет мощность континуума, то множество (Р + 1)-квазикомло-

п 
нент имеет мощность континуума. Если все множества К\'з—счетные, 
то и КЕ+1 счетно. 

Лемма 4. Если (3 — предельное число и все множества квази­
компонент ранга р', (3'<СР> имеют мощность не более чем счет­
ную, то множество ^-квазикомпонент либо имеет мощность кон­
тинуума, либо не более чем счетно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует последовательность 

и все множества К^п — счетные. Тогда 
ОО ОО ОО 

P _ V F P I F - V r f » F—V FP" 

Систему множеств Efl (̂  = 1,2,...) запишем в виде последователь­
ности множеств, занумерованных картежами ранга 1: 

Пусть система множеств я!3" записана в виде последовательности мно­
жеств, занумерованных картежами ранга п: Etla../ (/,, /2 , . . . , /л=1,2,...)-
При этом систему множеств £?л+1, содержащихся в множестве Eil...tn 
можно записать в виде последовательности Ецш...tn,i ( / = 1 , 2 , . . . ) 
множеств, занумерованных картежами вида (1г, / 2 , . . . , 1п, /). Тогда 
формула 

ОО ГО 

= 2iEft'E?;---EiZ---=* 2 Eit*Eixtu---Eix,..in*-- (7) 

дает разложение множества £ на сумму Р-квазикомпонент и устанав­
ливает взаимно однозначное соответствие между множествами непу-
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стых цепей Л-операции над системой {Eix.. ./л) и множеством (3-квази-
компонент. 

Из леммы 1 следует, что множество КЕ либо имеет мощность 
континуума, либо не более чем счетно. 

Таким образом из лемм 1, 2, 3 и 4 вытекает 
Т е о р е м а . Если Еестпъ А-множество, то множество его ^-квази­

компонент при любом Р<С^ либо имеет мощность континуума, 
либо не более чем счетную. 

Возможны два случая: 
1) Одно из множеств КЕ имеет мощность континуума. Тогда из 

соотношения (6f) следует, что все множества КЕ, у^>$, и КЕ имеют 
мощность континуума. 

2) Все множества КЕ имеют мощность не более чем счетную. 
Тогда, как было доказано в работе П. С. Новикова [2], множество 
связных компонент имеет мощность континуума. 

5. Пусть дано множество Е, допускающее разложение на сумму 
$ х Л-множеств: 

Е-= 2J (DY> 

где (Q-Y есть Л-множество. По формуле (5) имеем: 

В этой сумме каждый непустой член E^-Ei^- ••£/1... /Л- • -=^=0 является 
1-квазикомпонентной множества Е. 

Через КЕМ обозначим множество 1-квазикомпонент множества Е, 
имеющих непустое пересечение с £Y. Выясним мощность множества 
КЕМ* Рассмотрим выражение: 

£У-Е= 2J £v'(Eix'EiJ*m "Eh..-in • • •) = 
Л,...,/„.... 

= 2 (Eh-(Q4)-{Ehh'&4)---(Eh...ln-(0*t)---- (8) 
I n h, ... , ln,... 

Множество £iuEix...in, как пересечение £у с множеством Eix... in,зам­
кнутым на £г, является Л-множеством. Поэтому последняя сумма 
есть Л операция над Л-множествами. 

Каждому непустому слагаемому (£> l ( g Y )^ 
соответствует 1-квазикомпонента К= E^-Eij,- • *Etl.../я- • • ф0, имею­
щая непустое пересечение с £у. Обратно, каждой ^квазикомпоненте 
с непустым пересечением с £г соответствует непустое слагаемое 
формулы (8). Применяя лемму 1, убеждаемся, что множество КЕ{У) 
или имеет мощность континуума, или не более чем счетную. 

Если все множества КЕМ имеют мощность, не более чем счет­
ную, то мощность множества КЕ = ^ КЕ (у) не превосходит & . Мы 
имеем такую лемму: 
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Л е м м а 5. Множество 1-квазикомпонент множества Я = 2 (оу 

имеет мощность или континуальную, или не превосходящую $ г 
Применяя рассуждения предыдущего пункта, можно доказать 

следующие леммы: 
Л е м м а 6. Если множество ^-квазикомпонент имеет мощность, 

не превосходящую tflf то множество (р + \)~квазикомпонент име­
ет мощность либо континуальную, либо не превосходящую $v 

Л е м м а 7. Если число $ —второго рсда и все множества $'-ква­
зикомпонент, Р ' < Р , имеют мощность, не превосходящую Xi» то 
множество ^-квазикомпонент имеет мощность либо континуаль­
ную, либо не превосходящую Xi-

Л е м м а 8. Множество ^-квазикомпонент множества Е = 2 (8У 

имеет мощность либо континуальную, либо не превосходящую Jtfr 
Выясним вопрос о мощности множества КЕ СВЯЗНЫХ компонент. 

Возможны два случая: 
1) Одно из множеств КЕ имеет мощность континуума. Тогда все 

множества КЕ , Р '>Р» и КЕ имеют мощность континуума. 
2) Все множества КЕ имеют мощность, не превосходящую $и 

Тогда множество связных компонент индекса р, как подмножество 
множества КЕ > имеет мощность, не превосходящую ДОг Следовательно, 
множество всех связных компонент имеет мощность, не превосходя­
щую &. 

Леммы 5, 6, 7 и 8 можно объединить следующей теоремой: 
Т е о р е м а . Если множество пред ставимо в виде £ " = = 2 £ч>где 

у<п 
£г есть А-множество, то множества КЕ $• квазикомпонент, р < ф , 
и множество связных компонент имеют мощность либо контину­
альную, либо не превосходящую & . 

Заметим, что эта теорема применима для проективных множеств 
класса А2. 

6. Т е о р е м а. Из существования эффективного множества, имею­
щего ^ ^-квазикомпонент, следует существование эффективного 
множества из ^ х точки. 

Д о к а з а т е л ь с т в о Каждому замкнутому множеству можно по­
ставить в соответствие одну точку х = у{Е) так, чтобы <р(Ег)Ф<р(Е2) 
при ЕгфЕ2. Для этого занумеруем в последовательность 

gl,gv--,gn,-.- О) 
множества базы пространства. Для замкнутого множества Е запишем 
номера тех множеств gn> для которых gn-E = О, в последовательность 

ih < Ч < • •' < nk < • • • . 
Эта последовательность есть точка бэровского пространства 
х = (nv п2,... , rik,. • •)• Положим х = 9 (E). 

Пусть Eahn, Еа., Еа' — квазикомпоненты множества Е. Так как 
множесгва £«, Еа> замкнуты в Е, из Е*фЕЛ> следует, что существует 
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точка х 6 £*«' и х^Еа (или д: € Еа, х € £«')> т. е. Яа=£ £V- Таким об­
разом, функция <р(Еа) =<р(Еа) однозначна и на разных квазикомпо­
нентах принимает разные значения. Отсюда следует наша теорема. 

7. Чераз LE обозначим множество связных компонент индекса а, 
через ME — множество точек х индекса а, т. е. точек х, принадле­
жащих связной компоненте индекса а. Тогда Е= 2 М&. 

« < Q 

Остается открытым вопрос о дескриптивной структуре множеств 
М% даже для случая, когда Е есть В-множество. Вопрос о мощности 
точечных 1-квазикомпонент для В-множеств также не разрешен. 

Теорема . Если Е есть множество типа Fa, то множество 
точечных \-квазикомпонент есть В-множество. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем множества, стоящие в правой части 
формул (3) § 2 n. ' l , предполагая, что Е лежит на плоскости XOY. 
В пространстве OXYZ построим следующие множества 

Е\ х Slf El x S2. 

En х 8lt, En х S12, £21 х S21, f-2 x §22, 

Пусть 
2 

St = U ^ x S ^ f J x S . + flxS,, 

CO 

где S^... |я — бэровский интервал на OZ. Тогда *S = Д Sn есть В-мно-
жество, пересекающееся с плоскостями Рг> параллельными к OXY, по 
множествам типа Fa. Очевидно, что каждое такое пересечение есть 
1-квазикомпонента множества Е, и каждая квазикомпонента множе­
ства Е получается таким образом. 

По теореме В. Я. Арсенина [7] проекция множества S на ось OZ 
есть В-множество. 

Из теоремы Арсенина следует 
Лемма 9. Если множество Е пересекается с прямыми Dy

x, na-
раллелънымтоси OY, по множествам типа Fa, пго множество Е 
тех точек х, для которых Dy

x-E содержит одну единственную 
точку, есть В-множество. Множество точек из Е, лежащих над 
множеством Е\ есть также В-множество. 

Применяя эту лемму к множеству S, мы убеждаемся, что множе­
ство точечных 1-квазикомпонент множества Е есть В-множество. 

Пример 8. Множество типа Gs, такое, что множество точечных 
1-квазикомпонент есть СЛ-множество. 
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Возьмем на оси OZ последовательность точек (см. фиг. 2) 

Аг = (ОД 1 + 4") > Л* = (0,0,1 + 4 0 > • • • > Ля = (о,0, 1 + 4")' *' • 

сходящуюся к точке А = (0,0,1), и через них проведем прямые 
ОАП, параллельные оси ОХ. На прямой Dx

Ax возьмем сегменты 

/х= [(ОД 2), (4~, 0, 2)], / ,= [(4-, 0,2), (1,0,2)]. 

Фиг. 2 

Каждый из этих сегментов разобьем на три равные части и выбросим 
средний интервал. Оставшиеся сегменты обозначим через / п , /12, /21, /22 
и поместим на прямой D\%. Проведем это построение для всех п и 
получим счетное множество сегментов. Сумму всех этих сегментов 
обозначим через S': 

S' = 2 J ^ I*I ... tk ^i> • • • * ' * > • • • = Ь 2 ) -
«» .... ** 

Суммирование берется по всем конечным комбинациям из 1, 2. Тогда 
£)*.£ '= 0, a DA-S' есть совершенное канторово множЛтво £, лежа­
щее на DX

A-
На оси ОХ возьмем множество £ и Л-множество Е, лежащее в ffi 

Е с £. На оси OY возьмем точки 

S2 = (0,1,0), 52 = (0 ,4- ,0 ) , . . . , В л ( 0 , 4 ^ ) - - -
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и через них проведем прямые D%n, параллельные оси ОХ. Полоску, 
ограниченную прямыми DA, DXB, обозначим через Р'АВ- В полоске 
РвгВ, возьмем множество S[ типа G§, такое, что проекция Si на ось 
ОХ есть Е. В полоске Рвп__{ в„ возьмем множество S'n-i типа Gs, та­
кое, что проекция Sn~i на ОХ есть Е. Через Sn-i обозначим множе­
ство тех точек {x,y,z), для которых 0 < г < 1 и (x,j/,0) 6 5л_ь Че­
рез 5 обозначим множество тех точек {х,у7 г), для которых 0 < J / < 1 , 

оо 

(х, 0,z) б S\ Тогда множество S+ 2 $п + £ есть множество типа Gs. 
Из конструкции видно, что его точечными 1-квазикомпонентами яв­
ляются точки СА-множества £— Е. 

* 
§ 3 

1. Возникает вопрос: всякое ли плоское множество является 1-ква­
зикомпонентой другого множества? 

Лемма 1. Всякое плоское множество £ является ^-квазиком­
понентов другого множества £\ £' czRz. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть множество £ лежит в плоскости XOZ. 
На оси OY возьмем последовательность точек yl9 y2l . . . ,уп, . . . , 
•Ул^Уд+р сходящуюся к точке О. Через точки (0, уп, 0) проведем 
плоскости РУп, параллельные осям ОХ и OZ. Получаем множество 

л=1 

Легко заметить, что £ есть 1-квазикомпонента множества £'. 
Между плоскостями РУп и РУп+1 поместим множество £п (пример 2), 

имеющее две квазикомпоненты £?" и Е\п индекса ая. Е\п соединим 
дугой d\ с РУп, E°2n соединим дугой й\ с Pyn+V Получим множество 

$" = &+%№ + <% + £„)• 

Подбирая соответствующим образом а„ (п = 1, 2, . . .)> можно добиться 
того, чтобы множество £ было квазикомпонентой множества £' при 
любом а, а < П. 

2. Рассмотрим плоское множество £'. Оказывается, не всякое мно­
жество £ есть 1-квазикомпонента другого плоского множества £\ 
Это следует из замкнутости квазикомпоненты £ в £'. Действительно 
если £ есть 1-квазикомпонента множества £\ то (£'—£)-£ = 0 или 
£' — £с:С£, и никакое всюду плотное множество <g, £ = R2, не мо­
жет быть квазикомпонентой другого плоского множества. 

О п р е д е л е н и е 1. Множество 

frS = $•№-$) 
назовем п с е в д о г р а н и ц е й множества £. 

# 
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О п р е д е л е н и е 2. Множество £ с в я з н о со своей псевдо­
границей , если 

2) не существует такого разбиения £ = £х 4- £2, Н{£х, £2) = О, 
что fr£cz£1} £гф0, £2ф0. 

Лемма 2. Для того чтобы множество £ было квазикомпо­
нентой, множества £\ необходимо, чтобы £ было связно с f £ф0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть £ является 1-квазикомпонентой мно­
жества £\ Допустим, что £ не связно с fr£, т. е. существует раз­
биение £ - £х + £2> //(<&, <&0 =<>,/,<§ с: <&, £хф0, £2ф0. 

Рассмотрим разбиение £' = £2 + (£' — £2). Положим £" =*= £' — £. 
Тогда £' = £2 + (£п + £х). Покажем, что 

£2'(&" + £i) = 0. 
И м е е м : £*Л£п + £г) = £*-£п + £*-£г. 
a) et'ji = 0> ибо Щ£г,<В%) = 0;' 
b) £2-<Ь" = £*-{&' —(bi)> но £' — £=*$ — £, ибо £ замкнуто 

в £'; 

&" ^ (<£" —£) = £' — £> £г'£п = (£' — £)•£<&> 

следовательно, 
(£'-£)-£2 = 0 и £2-£" = 0. 

Итак, 
<&•((£"+ <£i) = 0. (1) 

Покажем, что 
£%' {£" + £i) = £2'$" + £2'£iz==Q-

a) <&•<& = О, и б о / / ( & , & ) = <>. 
b) £2'£° = £2-(£'-£)cz£(£'-£) = £-£'--£.£ = 0, ибо мно> 

жество <§ замкнуто в <$'. 
Итак, 

&•(£" + &) = 0 . (2) 

Из равенств (1), (2) мы получаем: 

£'-£2 + (<r + <£i)> /*(&,£" + &) «о, 

и множество £ = £г + £2 не является связным в <§' и не есть квази­
компонента. Наше допущение привело к противоречию. 

Этот критерий не является достаточным, как показывает 
Пример 9. Множество £ состоит из внутренних точек четырех 

прямоугольников 1,2,3,4, заштрихованных на чертеже (фиг. 3), и 

* 
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тех частей их границ, которые изображены сплошными линиями. 
Границы, проведенные сплошными лин яма, принадлежат множеству £ 
и образуют псевдограницу fr£ множества £. Границы, проведенные 
пунктирными линиями, не принадлежат множеству £. Множество £ 
связно с /г£ф0, но не является квазикошюнентой другого множе­
ства, ибо множество $ разбивается множеством £' = £ + (R2— £), 
так как разложение £' = Q + (R2 — Q), где Q есть открытый прямо­
угольник ABCD, является разбиением множества £> и множество £ 
не является связным ни в каком множестве Е, которое удовлетворяет 
условиям: 

gczEczR*, E-gczCE. 
Этот критерий дает возможность постро-

Пусть £-— множество, состоящее из Фиг. з 
внутренних точек круга и одной точки ок­
ружности. Эго множество является 1-квазикомпонентой доугого плос­
кого множества. Мюжество £', состоящее из центра и внутренних 
точек круга, не лежащих на одном определенном радиусе, является 
гомеоморфэм множества £. Легко заметать, что множество £' не 
является квазикомпонентой плоского множества. 

Следовательно, в общем случпе не существует внутреннего кри­
терия того, что плоское множество является квазикомпонентой дру­
гого плоского множества, в то время как для локально компактных 
множеств наша теорема дает та^ой критерий. 

4. Пусть даны п точек Л1э Ла, . . . , Ап на плоскости. Множество 
точек, лежащих на сегментах АгА2, А2А3. . . . , Ап-\ Л„, назовем неза­
мкнутой ломаной, если АхфАп. 

Точку А назовем точкой самопересечения ломаной Z,, если суще­
ствуют сегменты AkAk+u AiAi+u содержащие точку Л. 

Приведем несколько известных лемм без доказательства. 
Лемма 3, Если О есть связное открытое мноэюество, то 

любые две точки из О могут быпь соединены ломаной линией L 
с конечным числом звеньев, состоящей из одних лишь точек этого 
множества. 

Лемма 4, Какова бы ни была незамкнутая ломаная L без 
точек самопересечения, лежащая в связном открытом множе­
стве О, всегда можно построить ограниченное открытое множе­
ство 01} обладающее следующими свойствами: 1) LczOv 2) ОхаОг 
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3) граница множества Ог есть многоугольник, 4) О — Ох есть связ­
ное открытое множество. 

Лемма 5. Если точки А1У А2, • . . , Ап лежат в открытом связ­
ном множестве О, то можно построить незамкнутую ломаную L 
без точек самопересечения, проходящую через точки А1У А2,..., Ап 
и принадлежащую О. 

Докажем теперь следующую лемму: 
Лемма 6. Пусть О является связным открытым множеством, 

граница которого есть ограниченное множество. Тогда существует 
такая последовательность замкнутых множеств 

* 1» *\2> • • • ) *П) • • • ; 

лежащих в О и попарно без общих точек, что Pz>frO, где Р = 
со 

= 2 Рч для любой бесконечной подпоследовательности мно-

жесте *nxi *nty • • • > л,nfc, • • • • 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В каждой точке х, x€frO опишем сферу 

S1^) рглиуса 1. По лемме Бореля существует конечное число сфер 
S1 (х\), S1 (х\), . . . , S1 (х1 ) , покрывающих множество frO. Возьмем 
точки у\,у\,.. - ,y)h так, что у) 6 S1(x\)-0. Для любой точки х из frO 
существуют точки у], для которых р(х, J / ] ) < 1 . По лемме 5 все точ­
ки у\ (/ = 1, 2, . . . , пх) лежат на незамкнутой ломаной Ьг без точек 
самопересечения. По лемме 4 существует открытое множество 0[, 
такое, что 1гс10[с:0[с:0 и Ог = 0 — 0\ есть связное открытое мно­
жество. 

В каждой точке х, х fc fr07 опишем сферу S2 (х) радиуса е2> где 
£2 <С min | у, р(/гО,0,')} - По лемме Бореля выделим конечное покрытие 

S*(*J), SHxl), . . . , SHxl) 

множества frO. Возьмем точки у\, у\, . . . , у2 так, что у] б S2(x2.)-Ov 
Тогда для каждой точки x£frO существует точка у], для которой 
РСУ?' ХХЧ- ПО лемме 5 построим незамкнутую ломаную L2 без то­
чек самопересечения, проходящую через точки у* (I = 1, 2, . . . , п2) и 
лежащую в Ov По лемме 4 построим такое открытое множество 0'2, 
что L2 cz 0'2 cz 0'2 а Ог и 02 = 0± — 0'2 есть связное множество. 

Проделав это построение для всех п, мы получим такую последо­
вательность ломаных линий Ll9 L2, . . . , Ln, . . . , что Ln cz O, Ln-Lm = 
— О при пфт и для любой точки х, x(:frO, найдется точка yf из 

Ln, для которой р (у«, х) < ея <—. 
О п р е д е л е н и е 3. Пусть £ — произвольное множество и мно­

жество/?—^ содержит счетное число компонент, являющихся откры­
тыми множествами 

&v £%> • • • > &п> • • • • 



О квазикомпонентах несвязных множеств 385 

Скажем, что ^ с в я з н о с £, если gn-£=j=0, и gn не с в я з н о с ^ , 
если grr£ = 0. 

Положим £* = £ + С£. Докажем следующую теорему: 
Теорема . Для того чтобы ограниченное множество £ было 

\-квазикомпонентой другого плоского мноэюества £\ необходимо 
и достаточно, чтобы £ не разбивалось множеством £*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть £ не разбивается 
со 

множеством £*. Для каждого п положим Еп = У ^ ь причем /,/*—ло-
__ /=1 

маная, L»(zgn и Enzifrgn. 
со 

Покажем, что в множестве £' = £ + V Еп наше множество £ бу-
п-={ 

дет 1-квазикомпонентой. 
А) £ не разбивается множеством <§'. 
Допустим, наоборот, что существует разбиение 

£ = £i + £2* H(£v £2) = 0. 

Тогда существуют такие открытые множества Gv G2, что 
G^G2 = 0, G^GzZ) £', £\ a Gl9 £'2 с G2. 

Множества Gv С2 распадаются на свои компоненты: A!, А*(/=1, 2,...), т. е. 
GX-AJ+AJ + . . . + A J + . . . , Оа = А2 + А| + . . . + A J + . . . . 

Можно предположить, что каждая компонента Л!, А? содержит точки 
из £'. 

Для каждого множества £Л возможны два случая: 
1) £*„ пересекается только с одним из множеств Glf G2, 
2) gn пересекается с каждым из множеств Gx, G2. 
В первом случае множество Еп, Еп cz gn, принадлежит одному 

из Glt G2. 
Во втором случае мы имеем две возможности: 
a) Все ломаные Z?, начиная с некоторого номера i, лежат в G3 

(или G2) и только конечное число Ln
t—в G2(Gi). Тогда найдутся ком­

поненты А], содержащие это конечное число ломаных и содержащиеся 
в gn. Мы можем выбросить все эти компоненты h] из G2 и лом ;ные 
из Еп и добиться того, чтобы множество gn пересекалось с Gx и не 
пересекалось с G2. 

b) Как в Gv так и в G2 лежит бесконечное число ломаных L?. Пусть 
ломаные Zfx, L?t9 . . . , L?n, . . . лежат в Gv а остальные: Ln

b Z;2, . . . 
. . . > Ln. , . . . лежат в G2. Тогда найдутся компоненты А] , содержа­
щие Ln

ik и лежащие в gn, и hfk, содержащие Ln
jk и лежащие в gn. Мы 

можем из множества Еп выбросить все L!}k, из G2 выбросить все hik 
и добиться того, чтобы множество gn пересекалось только с G„. 
Следовательно, мы можем предположить, что каждое множество g 
пересекается только с одним из множеств Gv G2. Пусть 
5 Математический сборник, т. 25 (67), N . 3 
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tfi = Gi+ 2 gn, я 2 = о 2 + 2 gn-

Очевидно, Я1-/У2 = 0, ИХ + Н2 з £*. Мы получили разбиение мно­
жества £*, противоречащее условию леммы. Следовательно, наше 
допущение неверно, и £ не разбивается множеством £'. 

В) Если из множества Еп выбросить какую-нибудь ломаную Z,?, то 
останется одновременно открытое и замкнутое в £' множество. 
Выбрасывая все ломаные L? по одной и пер°секая полученные мно­
жества, мы будем иметь в пересечении множество £. 

Из пунктов А) и В) следует наше утверждение: £ есть 1-квази­
компонента множества £\ 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть £ разбивается множеством £*> т . е . су­
ществует разбление £* = £* + £*, #(<§*, £*) = О, при котором £1 = 
= £\ • £Ф®> £2= £1 ' <§¥=°- Тогда всякое множество <§', удовлетво­
ряющее условиям: 1) £с2£{ и 2) £'—£ <^С£, разбивается на 
сумму 

£' = <§'' £\ + (§' * (§2 ~ <̂ 1 + ^2' ^ (<§ 1> (§2) = О» 

Следовательно, множество £ разбивав 1ся множеством £' и не является 
квазикомпонентой множества £'. 

С л е д с т в и е . Всякое замкнутое множество £ является квази­
компонентой. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждое множество gn связно С(§/и множе­
ство £* совпадает со своей плоскостью. 

Наша теорема имеет место и для неограниченных множеств и 
доказывается приведенным выше способом. Дяя простоты изложения 
мы провели доказательство для случая ограниченных множеств. 

Из рас:уждений п. 1 § 3 следует, что всякое множество, являю­
щееся 1-квазикомпонентой, будет при любом a < Q квазикомпо­
нентой другого множества. 

(Поступило в редакцию 1/XI 1947 г.) 
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