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МЕТОД ПОГРАНСЛОЯ И ЭФФЕКТИВНОЕ ПОСТРОЕНИЕ 
СТАРШИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ МЕТОДА ОСРЕДНЕНИЯ 

В работах [1]—[3] И. Б. Симоненко был обоснован метод осред­
нения и построены старшие приближения задачи Коши для нелиней­
ных абстрактных параболических уравнений. В заметках автора 
[4], [5] для того же класса уравнений были построены старшие при­
ближения задачи об ограниченных на всей оси решениях. При этом 
приближения решений указанных задач в \2\—[4] задаются как ре­
шения таких же задач уже для линейных абстрактных параболиче­
ских уравнений с единым для всех приближений линейным операто­
ром и с правыми частями, содержащими предыдущие приближения. 

В данной заметке для одного класса (см. (1)—(2)) параболиче­
ских уравнений с равномерно эллиптической линейной частью описан 
способ эффективного построения старших приближений периодиче­
ских решений. При этом по схеме [2] мы строим уравнения для 
„точных" старших приближений задачи (1)—(2), а затем показываем, 
что к этим уравнениям применим метод погранслоя [6], разработан­
ный Л. А. Люстерником и М. И. Вишиком. После этого приближе­
ния эффективно вычисляются. 

1. Пусть в от-мерном пространстве задана область 2 с беско­
нечно-гладкой границей 2. Рассмотрим в этой области задачу о на­
хождении периодических по времени t решений и(х, t) уравнения 

| = J в,(х)(£>'«)(*) + Р{х- ад, еш, е~ш) (1) 
| г 1=2А 

при краевых условиях 

« | . = — = . . . = ^ = 0 ; (2) 

здесь 
/ да ди д2к~1и \ 

аа = [а, —, . . . , — , . . . , г— 
V dxi дхт (Л*»,)2*-1/ 

— вектор-функция, составленная из всевозможных частных производ­
ных по х функции и до порядка 2k — 1 включительно, Я—полином 
от компонент вектора ад и функций еш( и е~т\ где г—мнимая еди­
ница. Коэффициенты полинома Р предполагаются комплекснознач-
ными функциями х, принадлежащими пространству С°°(2). Коэффи­
циенты аг(х) вещественны и также принадлежат пространству С°° (2), 
п— внутренняя нормаль к 2. 
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Относительно главной части уравнения (1) предположим допол­
нительно следующее. Эллиптический оператор 

(Аи)(х)= 2 ar(X)(Dru)(x), 
. = 2 * 

определенный на подпространстве D(A) = {и:и£ Wqk, и удовлетво­
ряет условию (2)}, равномерно эллиптичен, причем при всяком x£Q 
и вещественном векторе S = (^, %2,..., Чт) фб выполняется условие 

т 
( - l ) f t + 1 2 ar(x)Y>a2,ff, a > 0 . 

Ir|=2ft /=1 

Тогда (см. [7], с. 349) оператор А порождает в Lq(Q) аналитическую 
полугруппу. 

Осредненная задача имеет вид 

^ = J ] а, (X) (Dr v) (х) + Р (х; ста), (3) 
| г |=2й 

la йл U йп*-1 = 0, , (4) 
SJ 12 

где 
2х 

б 
1) 

P(x;av) = ± [P(x; av, ё\ е~и) 2п J 

Пусть осредненная задача (3)—(4) имеет стационарное решение 
о __ о 

и,(х)£С (Q) и спектр оператора Л!« = Л« + [(DaP)(x; ад)] (ад), где 
DaP — частный дифференциал Р по группе переменных ад не содер­
жит нуля. Тогда, как показано в [1], существует <о0 > 0, такое, что 

о 

при (о > (о0 существует единственное в некоторой окрестности и 
периодическое решение иш задачи (1)—(2), причем 

6) 

lim sup [|иш-и1 2 f t =0. 
ш-* + со t£ ( —oo, H-oo) w

a 

о 
Функцию и называют нулевым приближением метода осреднения. 

Ниже мы сформулируем основной результат настоящей заметки— 
теорему об эффективном построении старших приближений метода 
осреднения. 

Введем следующие обозначения. Если г>о> г0 — целая часть г, 
В — банахово пространство, непрерывно вложенное в Lq(Q), то через 
СГ(В) обозначим банахово пространство, элементами которого явля­
ются непрерывные отображения ср((—со, +ос)—>Lq), r0 раз непре­
рывно дифференцируемые как отображения (— со, + со) в В и удов­
летворяющие оценке 

') Решением задачи (3)—(4) ((1)—(2)) мы называем функцию v(x, t)(u(x,'t)), 
которая, как функция от х, непрерывна по переменной t и принадлежит простран­
ству Wg (2), Lq (Q) — непрерывно дифференцируема по переменной t и удовлетво­
ряет уравнению (3) ((1)) и граничным условиям (4) ((2)). 

4 Х-2. Математика. 
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tevna+ sup №в)Шв + : lf\\riR\ = S UP 

\\^)(t)-^(t')\\B + sup — — < + oo. 
+co>,>fc>_» \t—t'\r-r' 

Введем еще в 2 новую систему координат следующим образом. 
Определим отображение 2 X [0, +сх>)—*2 по закону: при р < -ч\ 
(у}-— достаточно малое число, о величине которого будет сказанб 
ниже) (ср, р)—*<? + п р, где ср — точка на 2, nf — вектор внутренней 
нормали к 2 в точке_ср; при р > ^ (ср, р) —*х0, где х0 — некоторая 
фиксированная точка 2. Будем считать ч\ настолько малым, что су­
жение указанного отображения на 2 X [0, •*)] есть бесконечно диф­
ференцируемый вместе с обратным гемеоморфизм._Обозначим через 
К.(х) бесконечно дифференцируемую функцию х(£2), равную 1, когда 

•Р•(*) < 4 . и 0, когда р (х) > \ у}. 
о о 

Ниже покажем, что к уравнению 
— Л, м - ш = А (х), h (х) £ С°° (2), (5) 

применим метод погранслоя, причем нетрудно видеть, что дополни­
тельным характеристическим уравнением (см. [6]) в точке ср £ 2 для (5) 
является уравнение 

Л*(¥)6С°°(2), Im>2A(cp) = 0, М < Р ) ^ 0 . ( 6 ) 

Нетрудно видеть, что из 2k решений X (ср) уравнения (6) половина 
удовлетворяет условию Re X (ср) < 0 (<р£2). 

О п р е д е л е н и е . Ниже для краткости функцией вида (/) будем 
называть функцию, являющуюся конечной суммой функций вида 

<•>"/(•*) exp {iliat) и <ор ср (х) ехр ( - X (ср) Р1 (х) ш1/2*) ехр (1Ш), 
где а и р кратны l/2k или —1/2&, причем — X(ср) является суммой 
некоторых решений_ уравнения (6) с отрицательными действительными 
частями, /, ср£С°°(2), / — целое число или нуль. 

Т е о ре м а. При ю > ш0 для всяких г > 0, р. > 0 и т>0 эффек­
тивно строится функция иг< вида (/) (см. определение) такая, 
что для некоторой постоянной cr m при всех со > со0 выполняет­
ся оценка 

О К (х, () — U (х, to/, ш) II ^ < С аГ~т. 

Под эффективностью мы понимаем тот факт, что при известной 
о 

функций и функции / и ср в выражении для и т определяются при 
помощи конечного числа следующих операций: арифметических, 
дифференцирования, обращения эллиптического оператора - Ах в Lq(Q) 
и обращения некоторого единого для всех г, \х и т семейства обык­
новенных, дифференциальных операторов с постоянными коэффи­
циентами. 
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З а м е ч а н и я . 1. Если отображение Р в уравнении (1),не зави­
сит от emt или от е~ mt, то из перечня операций, используемых при 
построении йМ|Я1, можно исключить обращение оператора Л, в L9(Q). 

2. При построении приближения и m в некоторой внутренней 
подобласти области Q из указанного списка операции можно исклю­
чить операцию обращения семейства обыкновенных дифференциаль­
ных операторов. 

Доказательство теоремы мы проведем в п.п. 2°—4° по следую­
щему плану. Вначале (лемма 1), отправляясь от нулевого приближе. 

о о 

ния v = u(x), построим уравнения (см. (7)) для „точных" старших 
л+1 

приближений, в которых каждое последующее приближение vaj pe-
куррентно связано с предыдущим vm. Потом (лемма 2) покажем, 

л+1 п 

что при определении из таких уравнений vm вместо vw можно взять 
другую достаточно близкую к нему функцию. При этом точность 

л 
приближения сохранится (т. е. малое возмущение vm в уравнениях (7) 

л+1 
приводит также к малому возмущению г>ш). Наконец, в лемме 3 

л 
показываем, что если в уравнение (7) вместо vla поставить функцию 

л + 1 •"- • • . • • ' - • • ' • ' ' 

вида (I), то оно эффективно разрешается относительно vw с точ­
ностью до ы~а, с каким угодно наперед заданным dyQf, причем 
эффективно получаемое решение также будет функцией вида (/) 
В п.п. 3°—4° мы проводим доказательство лемм 2, 3. 

2°. Лемма 1.1. При со больших некоторого % (> 0) существует 
и единственна последовательность vm (я = 0, 1, ...) —-периоди­
ческих по t отображений, удовлетворяющих рекуррентный соот­
ношениям : -

л + 1 • ' • 
О О Л ,. Л + 1 О Л + 1 va = tt,:..,^i-Av<B-[(DaP)(x;<m)U4v<j)^ .. . : 

dt 

= Р(х; ava, eM,.e-"at)-[(DaP)(xt
im)](ave>),... 

2. Пусть г, [1 и т — положительные числа. Тогда существует 
такое число N, что для всякого п> N существует с, для кото-, 
рого при всех со(>со0) выполняется неравенство^ , 

п 
II и — v II ' _ < сш~т. 
" ш ш "С (W2kV- ("7)1 

г 9 . : . ' '•,..•/.: :•'.. . -..'-

Доказательство этой леммы здесь опускается..,,, Г 
Ниже исследуются некоторые общие (не зависящие от номера п) 

свойства уравнений (7). Поэтому вместо (7) будем обращаться 
к уравнению V л '.•••:• • ;; 

' ' Лемма 1 справедлива и в более общей ситуации, аналогичной [2]. Доказа­
тельство проводится по схеме [2]. 
4* 
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°-^-Av- [(Da Р)(х; ш)\ (av) = Рх (х; ш, еш, е~'ы), (8) 

где Р, — некоторое произвольное отображение, имеющее тот же 
вид, что и Р, а и — известная функция. 

Лемма 2. Пусть г, \х > 0 и v опеределяется через стационар­
ную функцию и, a v — через стационарную и по закону (8), при­
чем существует постоянная с, для которой выполняются оценки 

1 Ч 

Тогда существует постоянная сх, для которой выполняется оценка 

\v-v\(wf»)
< 

Доказательство этой леммы дается в следующем пункте. 
Лемма 3. Пусть и является функцией вида (/). Тогда уравне­

ние (8) имеет решение v, причем для всяких неотрицательных г^ит 
существуют постоянная сг^т и функция г> ш тоже вида (/), 
такие, что 

—т 

причем функции f и <р в vr m эффективно вычисляются. 
Доказательство этой леммы дается в п. 4°. 
3°* Докажем лемму 2. Пусть Т(t) — полугруппа оператора Ах и 

пусть tx (£[0, 1]) такое число, что при ~к^е{Ах) exppi t) ф 1. Обо­
значим через tm величину [tlw(2n)~i]2Kw~l и построим при <»>1 
оператор Д, ( С Г ^ ^ - С Г ' 1 ^ . 

•(£,¥)(') = J Ов(/-^(т)Л, 

(где 

Отметим, что решение г>ш уравнения (8) при t £ (0, tj является 
л 

результатом действия на правую часть (8) оператором Тю . 

^ Индекс [0, tj] указывает, что рассматривается пространство непрерывных на 
[0, tt] функций 

[о.л] = т а х II " ( 0 1 1 / Ъ J (£.) te [о, /,i La 
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Доказательству леммы 2 предпосылается аналогичная лемме 7 [2] 
Лемма 4. Пусть г — натуральное число 0<(i<r, (A<[i1<^+1, 

0 < В < — , (»>1. Тогда сужение оператора Тт на пространство 
Ct+i [ Wqkv- (2)] непрерывно действует в пространство с'!'/'1 [ Wf*1 (2)] 
{определение этого пространства см. в [2]) и норма этого сужения 
равномерно относительно ш > 1 ограничена. 

Доказательство леммы 2 проведем для случая, когда 
Р1 = Р{х; те)/00'. 

Пусть гх = [р + 1]. При ^ > — — имеем 

W 

2&[J. Гц.— 2*—1^1 + 2 
<со/'+1ЦР(ц)-Я(и)11 ^Л - 2^-ц <сш v ж / | я -« 

ч а 

2k 1 
При |v< оценка очевидна. 

4°. Докажем лемму 3. Достаточно показать, что для решения 
уравнения 

где ф {х, и) etlwl — одно из слагаемых функции вида (/), выполняется 
заключение леммы 3. 

Рассмотрим вначале случай, когда в (9) / ф 0. Произведя замену 
vjx, t)^±-vJx)eiM, -

0) 

придем к уравнению 
1 » Л • Л / ч 

— Aj v — tev = ф (х, и). 
Лемма 5. Для уравнения (10) выполняются условия регуляр­

ности вырождения и равномерной {относительно со > 1) разреши­
мости в Lq{Q) в смысле работы [6]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Регулярность вырождения показана в п. 1° 
(см. (6)), равномерная разрешимость легко следует из того, что Ах 
порождает аналитическую полугруппу. 

Из леммы 5 согласно [6] следует, что к уравнению (10) приме-
л 

ним метод погранслоя. В этом случае решение v с желаемой асимп­
тотической точностью ищется, как известно, в виде суммы 

N -J-

где щ>у —функции первого, vs — второго итерационного процесса, 
причем SN— функция Вида (/), Для простоты ниже считаем, что 
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Оценка в лемме 3 вытекает из следующего утверждения. 
Лемма 6. Для всяких р, > 0 и N = 0, 1, 2, можно указать 

постоянную с, для которой выполняется оценка 
7V+1—2£р. 

. - • • • • л + а 

lv~- S., || „, _ < с® 2k 

q 

Лемма 6 легко вытекает из равномерной разрешимости уравне­
ния (10) в Lq{Q) и некоторых результатов [8]—[9]. 

Рассмотрим теперь случай, когда 1 = 0, в этом случае мы при­
ходим к эквивалентному (9) эллиптическому уравнению 

Avm = -^(X, со). (11) 

Если ф (х, со) имеет вид co'/M. то обращая оператор Аг, мы эффек­
тивно находим решение v вида (/). 

Если ф (х, ш) имеет вид 
сорср(;с)ехр(-Х(ср)Х(л:)рш-1/-А), 

о „ -l/Sift (1-8/2А) 

то для нахождения va в погранполоске И шириной 7] = со , 
где S —произвольное число из интервала (0, 1), перейдем в уравне­
нии (11) к координатам (р, ср) и проведем такие же рассуждения, 
как и во втором итерационном процессе в [6]. При этом решение 
ищется в виде асимптотического ряда 

со 

2*- ; / 2Ч (12) 
причем при у' = 0, 1,..., 2^—1 Vj = 0, при j=2k-\-l (/ = 0, 1, 2,...) 
fy==o»pP2A(r+i)-i(^ ?. ехр(—Х(ср)Х(л:)/ко1/2*)), где Р т ( ^ ср, и) есть поли­
ном степени не выше т с коэффициентами, зависящими от «р и, воз­
можно, от и, причем по ср они бесконечно дифференцируемы, а отв, 
если зависят, то линейно. Продолжим функции Vj нулем вовнутрь 2 
и сгладим функцией 1(х), а затем определенным образом „испра­
вим" внутри й те Vj, которые не зависят от и. Обозначения оста­
вим прежними. 

Лемма 7. Для всякого натурального N отрезок vN=*Z (a 2A v, 
ряда (12) является функцией вида (/). Для всяких 0 < 8 < 1 a ti > 0 
справедлива оценка. 
. ' • • - . ( Л Ч 1 ) - 2 * 1 > . 

Q 

-+? 

--•V- Автор глубоко признателен И. Б. Симоненко за постановку 
задачи и постоянное внимание к работе. 
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Л. Д. Менихес. Линейная регуляризуемость отображений, обратных 
к линейным операторам 

(аннотация статьи, принятой к печати) ч 

В статье изучается вопрос о регуляризуемости отображений, обратных к про­
изведению двух операторов. Доказано, что при некоторых условиях на один из 
операторов из конечномерной линейной регуляризуемости обратного отображения 
ко второму оператору вытекает конечномерная линейная регуляризуемость отобра­
жения, обратного к произведению этих операторов. (Работа поступила в журнал 
„Математика" 6 XII 1976.) 

Б. И. Одвирко-Будко. Вариант обобщения теоремы об острие клина 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

В работе сформулирована теорема, дающая достаточные условия для возмож­
ности аналитического продолжения голоморфных функций многих переменных, след­
ствием которой является теорема об острие клина. (Работа поступила в журнал 
„Математика" 17 XI 1977.) . . . -,; 

С. 3. Рафальсон. Об аналоге одной теоремы А. Зигмунда 
для многочленов Лежандра 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Рассматривается некоторое видоизменение понятия сильной суммируемости для 
рядов Фурье—Лежандра. Вводится обобщение понятия точки Лебега и доказывается 
необходимое и достаточное условие того, что ряд Фурье—Лежандра указанным 
образом суммируем к функции в обобщенных точках Лебега. В тригонометрическом 
случае аналогичная теорема была доказана А. Зигмундом. (Работа поступила в жур* 
нал „Математика" 3 XI 1976.) 

А. К. Рябогин. Интегральные неравенства для сопряженных 
гармонических функций многих переменных 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

В заметке изучаются соотношения между интегральными средними сопряженных 
в смысле М. Рисса гармонических функций многих переменных. (Работа поступила 
в журнал „Математика" 19 IV 1977.) 


