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О ПРИВОДИМЫХ к-ЛИСТНЫХ СТРУКТУРАХ 

В статьях [4] и [5] введены понятия приводимой двулистной структуры (другой 
термин — приводимое двуслоение). 

В настоящей работе рассматриваются обобщения этих понятий — приводимые 
А-листные структуры (или приводимые й-слоения), коротко .^-структуры, обобще­
ние это является наиболее непосредственным в специальном случае 5^-структур, 
названных простыми. Заметим, что 5^-структура и в этом „простом" случае суще­
ственно отличается от структуры* соответствующей значению k, равного двум (см. 
теоремы 4—7). 

Рассмотрим гладкое многообразие X размерности л и его универсальное на­
крытие / : Х->,Х. Пусть на X задано упорядоченное множество 931 —= (931t - ••• > ^k) 
взаимно трансверсальное интегрируемых (инволютивных) распределений 931; раз-

s 
мерности щ, причем л = * 2 г а ь ГДе л-размерность многообразия X. Пару (X, $Щ) 

будем называть приводимым (или St -) многообразием типа (щ,..., пи), если рас­
пределения 931;, г"«=1, поднятые на X универсальным накрытием /, совпадают 
с распределениями 931;, естественным] образом индуцированными на дифференци-

_ к _ _ 
руемом произведении Х=ХХ[, где dim Л",-*= л/. Набор 93с = (ЭД,,..., 931ft) бу­
дем называть приводимой й-листной структурой или приводимым й-слоением на X 
(коротко S^-структурой). 

Пусть (X, 931) и (X', 931 ) суть Sr^-многообразия типов (пх , ... , п/г) и (п{, ... , nk) 
соответственно. S^-морфизмом (Х, 931) в (X', 931 ) будем называть такое диффе­
ренцируемое отображение / многообразия X ъ X', что для всех х£Х имеет место 
включение dfx (931; (х)) С 931г'(/(*)), i = l, k, где dfx — дифференциал отображения/ 
в точке х, а 931; (х) и 931(- (f(x)) — значения распределений 931; и 931; в точках х 
и f (х) соответственно. Накрытие, являющееся S^-морфизмом, будем называть 
S^-накрытием. 

Далее рассматриваем категорию ,%-многообразий с морфизмами —S^-морфиз-
мами и композицией, совпадающей с композицией отображений. 

Набор 931 = (931! 931ft) распределений 931; дифференцируемого произведем 
к 

HMX=>=XXI, листами (или слоями) которых служат x{X—XA-.fXXCXxi+\ X— 
1 

к 
...XxkixfiXj, / = 1 , k), будем называть естественной S^-структурой произведения X Xi. 

k 
Пусть ЧГ—труппа S^-автоморфизмов естественной S^-структуры на Х=Х 

Xt^X Xf, тогда на каждом сомножителе X;, г = 1 , k, индуцирована группа диффео­
морфизмов «";, причем i/ — («Pi ,•..., фй). где <h€l"j и ф б ^ . Если, кроме того, 
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Ф вполне разрывна на X Xt, то определено фактор-многообразие ХХ№, которое 
является приводимым типа (л1 , . . . , пи), а фактор-отображение ¥ : X X, -» X Х;№ 
является регулярным S/ft-накрытием. 

Указанное S^-многообразие XXi/Ч? назовем каноническим, если из того, что 
(1,. ',..., 1/_,, Ь> 1 г + 1 . - . Ь ) € ¥ , где ^бУ г , 1; (У = П О — единица группы Wj , 
следует: ф,- = 1,. S^-изоморфизм канонического многообразия X Х^ на X, назо­
вем представлением X Если (X, Sjft) — приводимое многообразие, то максимальные 
интегральные многообразия (листы или слои) распределения 9JJ/ будем называть 
листами (слоями) слоения (или листной структуры) F;, определяемого интегрируе­
мым распределением 9)1,-. Лист слоения Fi, проходящий через хЧХ, будем обозна­
чать через Fi (x). 

Доказаны следующие теоремы. 
Т е о р е м а 1. Для каждого приводимого многообразия X существует пред-

ставление В: X-z-X Xi/W. 
Т е о р е м а 2. Представление Z:X->XXi№ приводимого многообразия X 

определено с точностью до диффеоморфизмов (8,-) многообразий Xi и преобразо­
ваний {диффеоморфизмами о,-) индуцированных групп Ч7/. 

Пусть X—приводимое л-мерное многообразие типа (я, , . . . , ид,), а ЭД1*«-
«= (Ш1,.. , ffik) — его S^-структура. Наряду с взаимно трансверсальным инволютив" 

к 
ными распределениями 9Jf;, i—=l,k, размерности щ с 2 J W I ~ * W рассмотрим рас-

пределения 
9ИУ « ЯП, Ф Щ, i < у, /, j ~ ТГь; Шш - Щ ф 2R; Ф 9»,, i<j <l, 

i, J, I ~ 171: . . . . 9П,...,_, /+1... A - ф 9Л,d^ ЭД*. 
Mi /-» 

Пусть 

9ю(1) - ( ж . . - . да*)- ^(1) - (Fi - - . ^*). 
an(2) - ш1 Я . , . . . , аи*_ и ) . ^(2) - №2. - . ^-1*) . 

aR(*-1} - ш * , . . . , anj), /**-»> - ( ^ F* ),. 
где через F^, / = 1, k—1, обозначен набор из С\ слоений, соответствующий набору 
интегрируемых распределений 2)г \ 

Возьмем произвольное представление S : X -> X XrfW приводимого многообра­
зия X и 3^-накрытие W: X Xt-* X Х^. Пусть х$Х и *'€Ч?-«Е*. Обозначим 
через Ха _ 0 \х!) лист естественной .^-структуры произведения X ^ > проходящий 
через х' и накрывающий лист F a _ а (л:'). Через ¥ а ' ' " °1 (х') обозначим подгруп­
пу группы ¥, сохраняющую лист Ха ... а (х'). Листы Ха а (х') образуют после­
довательность XW(x'), а группы 1" ' "' 1(х') — соответствующую последователь­
ность W'W(x'). Точку х£Х назовем /-регулярной / = 1, k — 1, если все группы 
WW (*') — последовательности {х' 6 Ф - 1 S*) тривиальны: (й —1)-регулярную точку 
назовем простой. Если / < / , то /-регулярная точка является /-регулярной. Точку 
х£Х назовем регулярной, если точку x]=pri{x')GXi для / = 1, k оставляет не­
подвижной только тождественное преобразование группы Wt. Нетрудно проверить 
корректность определения регулярной и /-регулярной точки приводимого много­
образия. 
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Регулярная точка является 1-регулярной. Обратное, вообще говоря, неверно, 
только при k = 2 всякая 1-регулярная точка является регулярной. Заметим, что 
простая точка является регулярной. Приводимое многообразие, имеющее простую 
точку, будем называть простым. 

Основные свойства S^-структуры на X сформулируем в качестве следующих 
теорем. 

Т е о р е м а 3. Пусть X — приводимое многообразие, х — его 1-регулярная 
точка, a Fi{x) — лист слоения F/, проходящий через х. Тогда: 1) существует 
представление Я:Х-± X F/(х) /¥ ; 2) группа W изоморфна фактор-группе GjGuX— 
... X Gkk фундаментальной группы G пространства X по прямому произведению 
нормальных делителей Оц, изоморфных фундаментальным группам листов Fi(x); 
3) лист Fi (x) служит пространством регулярного накрытия на любой другой 
лист этого же слоения. 

Т е о р е м а 4. Для того, чтобы St^-мяогообразиа Х при k > 2 было простым., 
необходимо и достаточно, чтобы для некоторого его представления существо­
вали регулярная точка и такие изоморфизмы <ру: У, -> Wj (J=2, k), что 

При k = 2 справедлива следующая 
Т е о р е м а 5. Для любого представления приводимого многообразия X типа 

(и,, п2) существует такой изоморфизм <р: 47, -> ¥ 2 , что V = {(ф,, ? (ф,)), <Ci 6 1",}. 
Т е о р е м а 6. Для того, чтобы регулярная точка х Stk-многообразия Х при 

(k > 2 ffwyza 2-регулярной, необходимо и достаточно, чтобы любые два различных 
листа Fj(x) и Fj(x), проходяш,ие через х, не имели общих точек, отличных от х. 

С л е д с т в и е . Любые два различных листа Fi(x) и Fj (x), проходящие через 
простую точку х S^j-многообразия Х, при k > 2 пересекаются строго в одной 
точке х. 

При k = 2 теорема 6 не имеет места, точнее, имеет место 
Т е о р е м а 7. Пусть X есть St^-многообразие. Тогда множество точек пере­

сечения листов Ft (x) и F2 (x), проходящих через регулярную точку х, находится 
в биективном соответствии с элементами группы W. 

Если V—'Полное приводимое собственно риманово многообразие, то суще, 
ствует k, & > 2, взаимно ортогональных абсолютно параллельных распределений 
9Л = (9W, 9JL)> сумма размерностей которых совпадает с размерностью V. При 

этом в силу теоремы де Рама [1] 93? является S^-структурой, которую будем назы­
вать римановой. 

Так как множество неподвижных точек любого нетривиального движения про­
извольного риманова многообразия V имеет меру нуль на V, то почти каждая 
точка х из V является регулярной относительно его римановой Sa^-структуры. По­
этому из теоремы 3 вытекает 

Т е о р е м а 8. Пусть V— приводимое полное риманово многообразие и 
?щ = (сщ4 ^ сщ ) — его риманова St^-структура. Тогда почти для каждой 
точки x*$V: 1) существует Stk-изометрия V на каноническое приводимое рима­
ново фактор-многообразие F, (лг) X ... X Fk (x)/^, где Fl(x)X—XFk(x) — рима­
ново произведение листов, проходящих через точку х, a W — вполне разрывная 
группа движений этого произведения; 2) группа W изоморфна фактор-группе 
G/Gn X ••• X Gkk фундаментальной группы G пространства X по прямому произ­
ведению нормальных делителей Gu группы G, изоморфных фундаментальным 
группам листов Ft (х); 3) каждый лист Fi (х) является неприводимым римановым 
многообразием, если 9JI,- — неприводимые распределения [3]; 4) лист Ft(x) служит 
пространством регулярного риманова накрытия на любой другой лист слоения F'< 
5) при k = 2 индуцированные группы ¥ , и W2 движений листов F, (х) и F2 (хр 
соответственно изоморфны (посредством ср), причем ¥ = {(i];l, =р (^О), <h S ^ i } . 
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Когда V односвязно, теорема 8 совпадает с теоремой де Рама [1]. В случае 
k = 2 теорема, аналогичная теореме 8, получена в [4]. В работе [2] исследуются 
приводимые римановы многообразия типа (иг, щ), одно слоение которых регулярно. 
При этом в [2] получена теорема, совпадающая с теоремой 8, когда к — 2, и в пред­
положении, эквивалентном тому, что группа W2 вполне разрывна, а группа !", дей­
ствует без неподвижных точек. 

Заметим, что, если приводимое (полное) риманово многообразие V имеет точ­
ку х, для которой все листы Fi(x), i — \, k, односвязны, то х есть 1-регулярная 
точка V. Такие приводимые римановы многообразия изучаются в [3], причем резуль­
таты статьи [3] — теорема А и ее следствия — вытекают очевидным образом из 
теорем 3 и 8 данной работы. 
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