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ТЕОРИЯ ГРАФОВ 

В. П. Козырев 

Статья охватывает работы по теории графов с 1963 по-
1971 год включительно. Предыдущая статья, написанная. 
А. А. Зыковым |[23], содержала работы только 1962 года. За 
прошедшие годы тематика теории графов значительно рас­
ширилась, резко увеличилось количество выходящих статей.. 
Появилось много 'монографий как но общей теории графов. 
[24, 41, 42, 61, 75, 154, 173, 176, 236, 269], так и по отдельным 
ее проблемам [37, 51, 202, 210, 229, 262], и приложениям в 
конкретных областях знания таких, как экономика, Ц, 3, 63t. 
76,91,176, 238], социальные науки ill24, 161, 239], теория. 
электрических цепей i[44, 46], программирование [74, 76]. Поя­
вились монографии, посвященные проблемам, 'стоящим на. 
стыке теории графов и других разделав математики, наири-
мер, теории групп 117, 424, 199'], топологии ill34, 229]. Было 
выпущено большое количество сборников, посвященных тео-( 
рии графов и ее приложениям [73, 90, 120, 131, 1'ЭЗ, 156, 237, 
257, 263]; многие из них являются трудами международных 
конференций и семинаров по теории графов. Некоторые сбор­
ники под названием «Комбинаторная математика и ее прило­
жения» содержат статьи ио теории графов и комбинаторному 
анализу, которые настолько близки по тематике и применяе­
мым методам, что можно предположить, что в настоящее вре­
мя происходит формирование тематики и методов решения. 

•нового раздела математики. Другой иллюстрацией этого СЛИЯ­
НИЯ является появление и развитие теории гип ер-граф ов, в ' 
которой изучаются системы подмножеств некоторого .'множе­
ства-[76]. 

За прошедшие 10 лет было опубликовано несколько до­
статочно 'полных библиографий по теории графов, например,. 
[78, 259]. Библиография 1259], которую составил Тернер, ис­
пользуя ЭВМ, содержит около .2000 наименований и состоит-

25 



.из трех частей: перечень работ по названиям, перечень по 
авторам и перечень статей по ключевым 'словам. Имеются так­
же библиографии по отдельным вопросам: так, в 1214] содер­
жится около 160 статей по.решению задач нахождения экст­
ремальных путей. 

Работы советских математиков имеют среди этой обшир­
ной литературы большой вес Обзор советских работ по тео­
рии графов [260], 'составленный американскими учеными Тер­
нером и 1Каутцем, включает около' 250 наименований. В этом 
обзоре авторы выделили '.направления теории графов, которые, 
.по их мнению, слабо развиты, и назвали направления, где 
имеются заметные успехи. 

За время, прошедшее после выхода последней библиогра­
фии [259] (в нее включены статьи, вышедшие до середины 
1968 тода), было опубликовано, по самым скромным оцен­
кам, более 1000 работ по теории графов. Составление полной 
библиографии не является целью данной статьи, поэтому в 
описке литературы приведены работы, содержащие наиболее 
важные, по мнению автора, результаты или дающие пред­
ставление о направлениях исследования. 

Тематику теории графов в настоящее время можно услов­
но разбить на следующие разделы: 1) изучение отдельных 
.характеристик графов; 2) построение графов с заданными 
свойствами; 3) изучение ориентированных графов; 4) обходы 
графов; 5) изучение связности графов; 6) раскраски графов; 
7) топологические задачи в теории графов; 8) представления 
графов; 9) изучение матриц, связанных с графами; 10) опе­
рации иад графами; 11) алгебраические задачи теории гра­
фов; 12) изучение случайных графов; 13) задачи подсчета 
и перечисления графов и подграфов. 

Среди многочисленных областей применения теории гра­
фов в первую очередь можно выделить следующие: 1) топо­
логия ([134, 229], 2) алгебра '[17, 124, 199], 3) теория вероят­
ностей 14], 4) теория'автоматов [37], 5) теория кодирования 
139, 263], 6) теория игр 175, 76], 7) исследования операций 
[76], 8) теория программирования 176], 9) теория транспорт­
ных сетей |[51, 76], 10) теория электрических цепей [44, 46], 
11) теория связи 191], 12) статистическая физика [158], 
13) математическая лингвистика [237], 14) математическая 
экономика |[1, 3, 63, 76, 91, 176, 238], 16) социология 0124, 161,' 
239Г 

B дайной части статьи освещаются результаты по разде­
лам: с первого по восьмой включительно. Основные понятия 
теории графов здесь не приводятся, их можно найти в 1.24, 75, 
154, 2691. Харари [154, 155] предложил унификацию обозначе­
ний различных параметров и типов графов, IB настоящее вре­
мя широко принятую в различных странах. Так, КР означает 
полный граф с р вершинами, Кт,п — полный двудольный 
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граф. с т вершинами в одном классе a n — в другом, %(G) — 
хроматическое число графа G, %\{G)—хроматический класс 
G, y(G) —род графа G, 6(G) —толщина G. Ниже под гра­
фом G понимается неориентированный граф без петель и 
кратных ребер, а наличие в графе G ориентации, петель или 
кратных ребер будет каждый раз указываться. Через Gn 
обозначается граф с п вершинами, через Gn,m — граф с п вер­
шинами и т ребрами. 

1. ИЗУЧЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК ГРАФОВ 

В этом разделе рассматриваются работы, посвященные: 
1) изучению взаимосвязи различных характеристик графов 
таких, как число вершим, число ребер, циклом этическое чис­
ло, хроматическое число, диаметр, обхват, плотность и др., 
2) определению условий, при которых заданная характери­
стика, принимает определенные значения, 3) изучению пове­
дения одних характеристик при изменении других, например, 
при увеличении числа вершин или ребер. 

Большое количество работ посвящено получению оценок 
хроматического числа графов через другие характеристики. 
Так, для графов Оп>т получена верхняя оценка хроматиче­
ского числа х(Оп,т)<1 + 1 / . 2 И ] т, причем равенство 
возможно только для полных графов [279]. Нижнюю оценку 
хроматического числа графа G через степени его вершин 
получил Бонда [82]. 

Эрдёш [114] изучает связь хроматического числа х(0), 
плотности k{G) и числа внутренней устойчивости а(О) графа 
О. Показано, что X(n) = тах|Л—ч- где максимум берется по 
всем графам 0„, для достаточно больших п. удовлетворяют 
неравенствам 

(log2)2 • -<Ч»)/-^г<<»ог2)» + .. 4 "-* V-7/ ( l o g r l ) -
1 

Если для любого целого mG[N, п] каждый подграф От гра­
фа Оп имеет а(6т)>1, то, как доказано в этой статье, 
X(Gn)<r + N- ' 

Установлена связь хроматического числа x(G) и плотно­
сти k{G) графа G со следующей его характеристикой с (О) — 
максимальным числом взаимно непересекающихся (по верши­
нам) циклов нечетной длины. В [114] доказано, что 1) если 
x{G)>k(Q) я x(G)>4, то c (G)>[—Ш_1; 2) если &(G)< 
< 4 , то g(Q)>[2x(G

3
)~3 1; 3) если k(G)>2, то с{0)> 
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> з— • Отсюда, в частности, следует, что граф Gc 
X(G)-=-5 содержит в качестве подграфов либо Я5, либо два 
непересекающихся цикла нечетной длины. 

Изучалась связь характеристик для графа О и его до­
полнения О. Для любых натуральных чисел р и p, удовлет­
воряющих неравенствам p+p<#+l и p./?>/z, существует 
граф G„ такой, что %(Gn) = p и х(Оп) = р [141]. Хроматиче­
ские классы xi(GJ и X1(G„) графов G„ и С?я связаны нера­
венствами [189]: 

2 [ - t l ] - l < X l ( G 1 ) + z(GB)<« + 2 

0<Xi(On)-x(GnX(n-\)(2 
2 

Результаты, аналогичные полученным для х (G), в статье 
Митчема [201] приведены для древесности p(G) графа Q — 
наименьшего числа подмнолсеств, на которые молено разбить 
множество вершин G так, чтобы, подграф, порожденный 
каждым из этих подмножеств, не содержал циклов:. 
" 1) 1/2Х (G) < р (G) < X (G); .2) УН < р (GJ + р (Gn) < « + i и 

•—«<р (G„)• Р (GJ <[•'-——J . Показано также, что для любых 
натуральных а, а' и п таких, что д + а '< - (йг+3) и -rn{le} 
<а-а / , существует G„, для которого p(G„) —а и p(G„) — a'_ 

Покрывающее число ш (G) графа G(X,U)— это наимень­
шее число его полных подграфов, покрывающих О, т. е. 
каждая вершина к каждое ребро G входят в некоторый1 

полный подграф. Гавел [163] показал, что си (С?) равно хро­
матическому числу следующего вспомогательного графа G'. 
Вершинами G' являются ребра G; две вершины G' смежны,. 
если соответствующие им ребра G принадлежат либо тре­
угольнику, либо полному четырехвершиннику, 

Относительно внутренне устойчивого множества S граф® 
•G = (X,U) его дерево T = {Xl,U\) называется альтернирую­
щим, если 1) Т не содержит пары вершин из Л1Л§, где 
S = X \ 5 ; -2) все висячие вершины Т принадлежат S; 
3) вершины X!, не принадлежащие S, не смежны вершинам 
множества S из Х\Хг. С помощью понятия этого дерева 
Хакими и Франк в [147] сформулировали критерии того, что 
устойчивое множество является максимальным (по числу 
вершин). 

ДЛЯ числа внутренней устойчивости р.(О) графа G 
Л. Ф. Германом [13] получены необходимые и достаточные 
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•условия, когда выполняется равенство [j-(GXH) — H. (Q) • [>• (Н) > 
где GXH — декартово произведение графов G и Н. 

Связь числа вершин, числа ребер, чисел внутренней и 
.внешней устойчивости связного графа С с этими же харак­
теристиками реберного L(Q) и тотального Т(G) графов*' 
{для G) изучалась в нескольких работах. Сводка этих 
результатов приведена в статье Гупты [140]. 

Структура и характеристики графов, являющихся крити­
ческими по выбрасыванию ребра относительно числа вну­
тренней устойчивости, исследуются в [183]. В частности, 
получены оценки числа ребер пъ в графе Gn, имеющем число 
внутренней устойчивости, равное k, критическом по указан­
ному свойству: n-^-(n—k + r ) < / w < r —'g \ гДе n=tk+r, 
' €< r<&, k>l. 

Пусть /(ft, &) —число внутренней устойчивости крити­
ческого по раскраске графа Gn с 7(G«) = k. Браун и Мун [88] 
получили предельное значение этрй величины. Показано, что 
при k>3 Hm———-1 и n-ffn,k) = 0(y"n). 

В. Г. Визинг [7] нашел оценки числа внешней устойчи­
вости P(G,-,m) связного графа Gn,m 

\m\n\\n~\ Г1±____±11'1 rem, rw<("-2)("-3) 
... шт -•-- , „ к если m<. -- , KW,.J<\ . r,2

J_2mi 9 l \ j („-аня-з) 2 
lmin{cdot}| — - j — , 2 , е с л и m > — ---• '—. 

Для несвязного графа Gn,m получены следующие оценки 
тах(/г — m, 1)<(-(Сл,т)<[/г +1 — Y~\ +2m]. Для декартова 
произведения графов LXKB. Г. Визинг предположил, что 
ф(ЬХК)>$(.Ц-$(.К), Гипотеза верна, как показано в [16], 
для полных графов, когда p(LX-AC)-=min {|X |, | Y\) и когда 
#(L).p(/<)<min{|X|, |Г|}. Здесь \Х\ и | Y\ — мощности мно­
жеств вершин графов L и К. 

Получены оценки минимального числа f(G,k) вершин 
графа G таких, что любая вершина достижима из некоторой 
•выбранной вершины (количество выбранных вершин равно 
J(G,k)) путем длины, не превышающей k > 0 [207]. В классе 
связных графов G,, оценка точная / (G,.,£)<•——. Найдена 
также верхняя (не точная) оценка в классе графов С?,, с s 
компонентами связности. Для графов Gn с диаметром, не 
.превосходящим 2k, получены верхняя и нижняя оценки. 

*> Реберным графом L(G) для G называется граф, вершинами кото­
рого являются ребра G, и две вершины в L{G) смежны, если и только 
если соответствующие им ребра G инцидентны- Тотальным графом T{G) 
для G является граф, вершинами которого являются вершины и ребра G, 
<и две вершины T(G) смежны, если соответствующие им элементы G (вер-
.щины или ребра) смежны или инцидентны. 
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Для диаметра d графа Gen вершинами и т ребрами 
Бонди [81] доказал соотношение 2d — 3 - ( r f '~ d~ 4 ) <-—--—t,, 

п 
из которого вытекают два неравенства: d(G)<l-| щ 
d(G) + d(G)<n + 1, последнее —в предположении связности: 
графа О, дополнительного к G. 

М. К. Гольдберг [16] получил нижнюю оценку диаметра^ 
diQn.ni) сильно связного графа G,-,m с чг вершинами и т ду-
га'ми d(G!hm)>\_~, \ }' гДе {•*}—наименьшее целое, боль­
шее или равное x. 

Обозначим класс графов с n вершинами и диаметром, не 
превышающим 2 (2-достижимых), которые при удалении 
любой вершины (любого ребра) становятся /-достижимыми,. 
через &х(п,2,1,1) (соответственно &и(п,%1Л)). Мерти [205]. 
доказывает, что наименьшее количество ребер графа из. 
&х(п, 2,1,1) равно (2Й —5) (для п>5 и 1>3), а для графа из. 
&u(n,2,l,—l) — (n~-l+ —J для я > 8 и любого / > 3 . 
Дано описание всех графов из этих классов, имеющих 
наименьшее число ребер. 

Диаметр d(G) большинства графов с п вершинами я С-и 
дугами или ребрами (С>2) четырех классов (мультиграфов, 
мультиграфов без петель, графов без кратных дуг или ре­
бер, графов без петель и кратных дуг или ребер) оценен 
в работе А. Д. Коршунова [33]: для неориентированных гра­
фов у -log-ft<d (<-•)< 20 log-/г, для ориентированных 
ilogC«<d(G)<rOlog-/z. 

Пусть m(ti,s) — наименьшее число ребер в графе G„ с п 
вершинами и диаметром 2, в котором после выбрасывания 
любых s ребер диаметр остается равным 2. Пусть теперь. 
Gn{s) — граф, в котором вершины (n>2s+\) разбиты на два 
множества А и В: \A\ = 's-\-\, | В\ = п — s — 1, никакие две 
вершины В ребрами не соединены, остальные ребра прово­
дятся, их / (« , s ) H s + 1 H " - « - ! ) + S - ^ ^ Мерти [206] 

^ (з+Т/7) (s+i) , v ,, . 
доказал, что если /г> 2 ——, то m(ti, s) — f(ii, s) и 
граф On(s) — критический по указанному выше свойству. 

Максимальное число ребер f(n,r) в графе 0„, имеющем.. 
радиус г, оценено в f 10]: /(/г, 1) = —-̂ --—, f(ti,2),~ 
~[J*!f*L], /(ft)r)-——i_±|i±__^ ДЛЯ , > 3 . 
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Оценки числа дуг ориентированного графа Gn с заданным 
радиусом и ЧИСЛОМ бикомпонент получены LLL М. Исмаило-
вым [27,28]. 

Для f(k, га)-—-наименьшего числа такого, что каждый 
граф G без петель и кратных ребер, имеющий не менее 
f(k,n) вершин, содержит или полный подграф с k вершина­
ми, или п попарно не смежных вершин, — в' ст&тье [132] 
получена верхняя оценка f(k, #)<Cft.-.-——— + 0(пк~1), где 
Cft+i < Ck < 1 для k > 3. Получены оценки максимального 
числа ребер графов с заданным числом треугольников, не 
имеющих общих ребер [184]. 

Наименьшее количество вершин в однородных графах 
степени g и с заданным обхватом изучается в [4]. Некото­
рые оценки этой величины в случае ориентированных 
графов, в которых для каждой вершины имеется одинаковое 
число входящих и выходящих дуг, получены в [217], 

Возможности разложения полного графа на факторы 
заданного диаметра, в частности, диаметра 2, рассматри­
ваются в [214, 215, 216, 218]. 

' Относительно непересекающихся (по вершинам) полных 
подграфов в данном графе Эрдёш предположил, что всякий 
граф с I-п вершинами (I> 1), в котором все вершины имеют 
степени > (.. — 1)/г, содержит п непересекающихся полных 
подграфов, каждый с I вершинами. Эта задача решена 
положительно для I — 2,3,4 и произвольного и, а также 
для # = 2,3 и произвольного/!. Обзор решенных и нерешенных 
задач дан Эрдёшем в [113, 115, 116]. 

Если Ох, 02' • • •> Gk — некоторые графы, то f(n, Gb ..., Gu) 
означает наименьшее число такое, что любой граф с п вер­
шинами и f(n\Gv ...,Gk) ребрами содержит частичный под­
граф, изоморфный одному из графов 01, . . . ,G j , В [113] по­
казано, что: 1) lim-———-—-—-----=-r-fl— r—— ]> где л—minx(<?,•);.' 

2) для г > 3 и графа G с п вершинами и —• (1---y + o(l)J 
ребрами, не содержащего (для некоторого /) полного г-доль-
ного графа Kr{t, t, ...,t), существуют такие числа /?., ...,pr_i, 

r—l 
что 2 А - = « . Л = (1 + о(1))^гт-(г=1.2, . . . , г - 1), и граф 
Кг-\(Рь • • ••pr-i) может . быть получен из G добавлением 
и удалением о (п?) ребер; 3) для графа G (k), полученного 
из двудольного графа G добавлением к новых вершин, смеж­
ных со всеми вершинами О й не смежных между собой, 
имеет место оценка числа ребер f(n, 0(k))<-— + ck-f{n, 0), 
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s_ 
также /(re, /C2(r, r)) < .. • n2~Vr) и /(n, /C2(3, 3))>c2n3; -4) для 
элементарного цикла с4 длины 4 lim/(ra, c4)n~3/ —---. Более 
•короткое доказательство и обобщение теоремы Эрдеша—По-
ша [219] о представляющем множестве в графе без (k+1) 
независимых циклов привел Симонович. [251] в следующем 
уточненном виде (l/2 + o(l))klog2k<r(k)< (4 + o(l))klog2k. 
Гантелью автор называет граф, состоящий из двух элемен­
тарных независимых циклов и элементарного пути, соединяю­
щего эти циклы и имеющего с каждым из них точно одну 
общую вершину. Обозначим через s(k) наименьшее число s 
"такое, что любой граф без (k+l) независимых гантелей 
имеет ."-вершинное множество, представляющее все его ган­
тели. Для s(k) при k>2 Симонович [251] получил неравен­
ства (1 + о (l))klog2k<s(k)<(4000+0(1)) кlog2A. 

В. Г. Визинг [II] показал, что такие задачи теории гра­
фов, как нахождение чисел внутренней и внешней устойчи­
вости, определение хроматического числа и нахождение 
гамильтоновой цепи связного графа G, можно свести к од­
ной—-нахождению связного подграфа специального вида 
с наименьшим числом вершин. 

Ф. Я. Ветухновский [5] доказал, что любую задачу 
о покрытии графа системой окрестностей радиуса г можно 
свести к задаче о покрытии одного из остовов графа. Им 
исследовалась сложность покрытий при различных дополни­
тельных ограничениях на структуру покрытий. 

Обзор результатов по минимальным покрытиям и мак­
симальным упаковкам графов дан в [69]. 

Эллиотом [112] получены нижние оценки для числа паро-
•сочетаний двудольного графа Gn, „ при достаточно большом 
-количестве ребер. Обобщения теорем Татта и Бержа о не­
обходимых и достаточных условиях существования паросо-
•четаний, содержащих определенные вершины, даны в [90]. 

«Почти все» графы с п вершинами имеют асимптотически 
наибольшие паросочетания |- , которые можно эффективно 
находить c помощью простого алгоритма [39]. 

Относительно баз дуг ориентированных графов были по­
лучены следующие результаты. Для любой базы дуг w сильно 
связного графа Gn справедлива оценка \w\^.2ti — 2, точная 
в том'смысле, что при любом /г>1 существует такой п-
вершинный орграф, в котором есть база ровно с 2/г-~-2 
дугами [11]. 

В работе С. Е. Маркосяна [35] получено необходимое 
и достаточное условие единственности базы дуг произволь-
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«ого конечного ориентированного графа и на его основе дан-
критерий единственности. X, Ураков [49] получил необходи­
мое и достаточное условие единственности слабо условной 
-базы дуг. 
• Позже ,[36] был получен критерий единственности, базы 

дуг ориентированного графа с помощью матрицы смежности 
и описан метод нахождения некоторой базы дуг. Другой 
алгоритм дан в [47]. 

Изучалась связь геометрических свойств графов и их 
собственных значений (собственными значениями ~kt(Q) графа О 
называются собственные значения \(А) его матрицы смежнос­
ти A). Упорядочим собственные значения в порядке возраста­
ния -ЦО)> ...>X,.(G) и в порядке убывания Х!(0)< . . . <ХЛ(С?). 
В статье Уилфа [279] хроматическое число x(G) графа О 
оценивается x(G)<l +Х-((3). Сверху оценка x(G) следующая 
| i | L + l < ( 0 ) [165, 166], если X(G)>2. 

Бонда [84] дал нижнюю оценку x(G) через [d^G)} (di(G) — 
число вершин степени I графа О). Эти оценки удается срав­
нить в случае, когда G—однородный граф степени d. Тогда 

Другая геометрическая характеристика, оцениваемая 
с помощью собственных значений графа Осп вершинами, 
— наименьшее число k(G) клик G, объединение которых дает 

но) 
все множество вершин G, п— k(G)K 2MG)- в частности, 
k(G)> n~\*+l~{q{G) • изучалась Гоффманом [165,166]. 

2. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФОВ С ЗАДАННЫМИ СВОЙСТВАМИ 

Здесь рассматриваются результаты о существовании 
или несуществовании графов, обладающих заданными свой­
ствами, приводятся условия, при выполнении которых мож­
но построить граф с выделенными свойствами, для некото­
рых задач обсуждаются условия единственности построения. 

Задача о реализации заданного набора целых неотрица­
тельных чисел степенями вершин некоторого графа [154] 
была решена Эрдёшем и Галлаи и конструктивно Гавелом и 
Хакими. Естественно рассматривать условия реализации для 
различных классов графов, Так, многими авторами были по­
лучены необходимые и достаточные условия для реализации 
заданного набора чисел степенями вершин дерева. 

Получены необходимые и достаточные условия реали­
зуемости двух наборов p — (p3> Ре, ..'••) и v = (va, v6, . . .) 
целых неотрицательных чисел степенями вершин и граней 
графов, допускающих расположение -на ориентируемой по-
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верхности рода g\ когда g = 0 и 1 (расположение на сфере 
и торе). Пусть для 3-связного графа G, расположенного т 
поверхности рода g, щ{0) — число вершин О степени к, 
рк(0) — чясло граней О степени k (степень грани —число 
ребер, ее ограничивающих) [60, 61, 62, 135]. Формулу 
Эйлера можно записать в следующем виде: 

2 (4-ft)/»A(G) + S (4-A)- f t<0)--8(--ff). 
fc>3 ft>3 

Суммы 2 kpit(0) и 2 kvk(Q) равны удвоенному числу 
fe>3 ft>3 

ребер графа G. Достаточность этих условий доказана для 
случаев g —О и g = l . Именно: р = {р3, /?6. •••) и 
•0 = ^3, •т)6,...) можно реализовать 3-связным плоским гра­
фом тогда и только тогда, когда 2 ( 4 — k)pk + 

+ 2 (4—k)'»ft--=8 и суммы НАрй и 2k-vu должны быть 
одновременно четными [53]. Наборы р и v можно реализо­
вать 3-связным графом, который можно расположить на то­
ре, если и только если 1.(4 — k)pk + Е(4 —-k)t/,.—0, I>kpk и 
Ekt^ четны, а также /?-т--(1> 1. О, 0, . . . ) и i)-?-=(0, 0, . , . ) . 
или рф{0, 0, . . . ) и «=£(1, 1. О, 0, . . . ) . 

Если рассматривать вложения такие, что только v4=^0t 
а •»,. = О при г=7--4, то Заксом [281] доказана достаточность 
условия 2(4 — k)pft —8(1 — g) при g — 1, за исключением 
случая p = (l, 1. О, 0, . . . ) , который, как показал Барнетт, 
не реализуется. 

В указанных выше работах реализация заданных наборов. 
может достигаться при большом количестве вершин и гра­
ней степени 4, (ведь) количество их заранее не фиксирует­
ся. ЕСЛИ И общее число всех вершин фиксируется, то. 
известны только необходимые условия реализуемости. Так, 
Хватал [107] привел следующие условия реализуемости на­
бора dt, d3i . . . ,d„, я > 3 , « > d w : 2 dt<s(k' л)> гДе 

г - 1 

s(k, п) = 

k(n—l) при l < k < 2 , 
2n + 6k-16 при 3<k<-j--(re + 4), 

Зя + З/г-12 при ~(/г + 4)<А</г. 

Причем для любых k-, n существует реализуемый плоским. 
графом набор, на котором достигаются все равенства. Для 
случая d1=^d2= ..' —dn==d условия п• d = 0(mod2) а 
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n.d{le}6(ft —2) являются необходимыми и достаточными, за 
исключением двух случаев d = 4, п = 7 и d--=5, /2=14, 
которые не реализуются. 

Приведены необходимые условия существования пло­
ского графа, степени вершин которого равны заданным 
натуральным числам d - > d 2 > . . . >dn. Эти условия доста­
точны, если d — d 2 = . . . = dn> за исключением двух слу­
чаев: 1) di = . . . = d 7 — 4, 2) d i = . . . = d14 = 5 [S3]. 

Известны условия реализации пар чисел {(dt, dj)} 
(i = \, 2 , . . . , п) полустепенями захода и исхода вершин 
ориентированного графа с п вершинами, без петель (крат­
ные дуги допускаются). В статье [89] показано, что для 
реализуемого набора {(dt> dj)} все реализации являются 
графами без контуров тогда и только тогда, когда нера­
венство min (d*, d D > 0 выполняется не более чем для 
одного i. 

В [222] изучаются вопросы реализации заданного набо­
ра натуральных чисел рг, /?2> •. • > Ри мощностями вершин 
графа О. Мощностью р(х) вершины х связного графа О 
называется число компонент графа G \ x . Необходимым и 
достаточным условием реализации данного набора связным 

п 

графом является выполнение неравенства 2 A < 2 ('n—1). 
В случае равенства получаем дерево. Для реализации связ­
ным графом Gn.m <- п. вершинами и т>п ребрами необходи-

мо и достаточно, чтобы 2 А < 2(^—1) и m<r~£ J + ii — 
п 

— к —2, где к = 2(п — 1)—-2 Pi- Максимальная мощность 
p(G) = maxp(x) связного графа Gn,m равна г (п., т) + 

X 

+ 1 = max \q:q < п - 2, т < (п~д J + §j + 1 = и — | -

— 1/ 2m—-2/1 + ---I+1. Дано описание связных графов 0п>т 
с максимальной мощностью. 

Конструктивно исследуется вопрос о существовании над-
графа Gi с заданным диаметром d для произвольного графа 
G, который обладает свойствами: 1) множества соседей лю­
бых двух различных вершин Gi различны, 2) после уда­
ления из G1 любого ребра или любой вершины вместе с 
инцидентными ей ребрами диаметр G1 строго возра­
стает [130]. 

Многими авторами были получены отдельные результа­
ты о существовании Или несуществовании (а, к, Я)-графов, 
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т. е. графов, у которых число вершин равно v, степень каж­
дой из них равна k и любые две (различные) вершины од­
новременно смежны точно с X вершинами. Например, в ра­
боте Уоллиса .[271] получено новое семейство таких графов. 
Необходимые условия на параметры v, k, А. существования 
(v, к, А.)-графов определяются довольно легко. В статье того 
же автора [270] построена бесконечная серия наборов (и, k, 
А.), удовлетворяющих необходимым условиям, для которых 
не существует (о, k, К) -графов. 

Рассматривались задачи построения регулярных графов 
степени ken вершинами и обхватом d. Так, для k—4, ,n= 
= 19, d = 5 существует единственный граф и не существует 
для k = 4, n<18, d=5 . В {87] доказано, что нет графов для 
любого k с d—Ъ и kz + 2 вершинами. В [192] строятся, регу­
лярные графы степени k с 2(/г—-fe + 1) вершинами и d = 6. 
Описаны свойства и построены графы, в которых каждая па­
ра вершин смежна одинаковому числу k других вершин 
[86]. 

Для однородных графов степени d>2, диаметра k, об­
хвата 2k, с n=2((d— l)k--l)/(d—2) В. Г. Визинг [9] показал, 
что при й=т--2,3,4,6 таких графов не существует, при k=2 и 
любом d существует только один граф, при /г==3 и /г==4-— 
один граф для каждой конечной проективной геометрии с 
d точками на прямой размерности соответственно 2 и 3. 

Для локально конечного ориентированного графа G, у 
которого полустепени исхода и захода каждой вершины не 
менее k, доказано, что существуют такие частичные графы 
# ь Я2). ..,#,.. графа G, что каждая дуга G входит в один и 
только один граф Я, и в каждом графе # i для любой его 
вершины имеются по крайней мере одна входящая и одна 
выходящая дуги [11]. 

С. Я. Агакишиевой [2] установлено существование графов, 
у которых окружение -каждой вершины (подграф, порожден­
ный вершинами, смежными с данной, сама вершина в этот 
подграф не входит) изоморфно: 1) простой цепи заданной 
длины 1Ф2; 2) простому циклу длины 1>3. Получены ниж­
ние оценки рода поверхностей, на которых данные графы 
реализуемы. 

Свойства критических (по добавлению дуг) орграфов с 
заданным диаметром описаны Л. С. Мельниковым [38]. 
Класс графов, реберно критических по отношению к числу 
внутренней устойчивости, изучается Кригером [183]. 

Описание и классификация по длине наибольшего цикла 
без хорд дал Вессель [278] для графов G, критических по 
свойству вершинного покрытия — наименьшее покрытие G 
содержит р вершин, и удаление любого ребра из Q приво­
дит к вершинному покрытию из р—1 вершин. •. 
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В работе [97] изучаются графы С/, обладающие свойст­
вом Р. (О не содержат подграфов, гомеоморфных полному 
графу Ki или полному двудольному /Cr„+2- гп+гЛ ДЛЯ не_ 

большого количества вершин такие графы хорошо изучены: 
это пустые графы, леса, плоские и внешнеплоские графы. 
Изучались характеристики, связанные с разбиением графа 
на части, каждая из которых обладает свойством Pv такие, 
как толщина, древесность, хроматическое число, мощность 
наибольшего паросочетания и т. д. 

3. ИЗУЧЕНИЕ ОРИЕНТИРОВАННЫХ ГРАФОВ 

Введение ориентации ребер часто приводит к необходи­
мости корректировать результаты, полученные для неориен­
тированных графов. Так, графы, простые для изучения в 
неориентированном случае, после ориентации ребер могут 
потерять эту простоту. Например, возникает много задач при 
изучении турниров —полных ориентированных графов. Иногда 
для ориентированных графов нужно определять новые поня­
тия, как при изучении связности. 

Пусть wQ (х, у) — максимальное число попарно различных 
путей из вершины х в вершину у конечного орграфа G(X,U)> 
не имеющих общих дуг, aQ (x, у)— максимальное количество 
контуров, проходящих через х и у и не имеющих общих 
дуг. Орграф О называется симметричным по путям, если 
w0(x, y) = wQ (у, х), и симметричным по контурам, если 
aG(x,y) = wG (х, у) в каждом случае для любых вершин 
х, у£Х. Было доказано, что из псевдосимметрии графа (полу­
степень исхода равна полустепени захода для каждой вер­
шины xGX) следует его симметрия по контурам, а из сим­
метрии по контурам —симметрия по путям. В [249] доказано, 
что из симметрии по контурам следует псевдосимметрия. 

Ориентированный граф С7„ с п вершинами называется ба­
зисным, если в нем не существует частичного графа 
Нп(НпфОп) с таким же отношением достижимости вершин. 
Базисные графы имеют следующие свойства [138]: 1) наи­
большее число дуг базисного графа Оп без контуров равно 
~ \ 2) наибольшее число базисного сильно СВЯЗНОГО графа 

С„-равно 2(л—1); 3) наибольшее число дуг базисного графа 
0„ с k компонентами сильной связности равно 2(п— k) + 
+ _ 

4 
Для всех оценок приведены экстремальные графы, 

на которых они достигаются. 
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В ряде работ изучались свойства транзитивно-ориентируе-
мых графов [24]. В этих графах возможно такое упорядоче­
ние вершин x-, д:2, . . ,,x„, что при i < / < k существование 

_ > — , — > 
дуг (xt, Xj) и (x;, xfc) определяет существование дуги 
(xj.-xft). Граф G,. называется графом перестановок, если су­
ществуют такая перестановка Р = \Р (1), Р (2), . . . , Р («)] 
чисел 1,2, . . . , л и такая нумерация вершин xbxv...,xn, 
что две вершины xt и Xj смежны тогда и только тогда, 
когда выполняется неравенство (I — /)[P""1(')~-D_1(/)] <0> 
где P~l{i)~-натуральное число, которое Р отображает на i. 
В [218] показано, что данный граф 0_является графом пере­
становок, если и ТОЛЬКО если О и б—-транзитивно-ориенти-
руемые графы. Свойство транзитивной ориентируемости может 
быть эффективно использовано для нахождения максималь­
ных клик и хроматического числа графов, обладающих этим 
свойством*). 

Результаты, полученные о свойствах полных ориентиро" 
ванных графов (турниров), в которых каждая пара вершин 
соединена ОДНОЙ дугой, собраны достаточно полно в моно­
графии Муна [202]. Турнир Т„ с п вершинами называется 
сводимым, если его вершины можно разбить на два непустых 
множества А и В такие, что дуги, соединяющие А и В, 
ориентированы от вершин А к вершинам В. В ином случае 
турнир называется несводимым. Для вероятности Q (и) встре­
тить несводимый турнир среди всех турниров с и вершинами 
доказано, что | Q(n) — /г/2"-2 |< — (n/2"-2)2, n>2. Пусть 
Г(Л) = {у :х6Гу для некоторой xQA), где А—-произвольное 
подмножество множества вершин X турнира Тп, Т'и(Х) = 
--=Г(Гт-1(Х)), т = 2,3, . . . ; Г—сильный турнир, если и 
только если для любой вершины х множество xUr(x)U 
ljr2(jc)U.. .иГ"--(л). Доказано, что турнир является сильным 
тогда и только тогда, когда он несводимый. Получены также 
оценки для наибольшего числа и(п,к) транзитивных под-
турниров с к вершинами. 

Множество S дуг турнира Тп называется совместимым, 
если в Та нет контуров, дуги которых принадлежат S. Обо­
значим через w(n) наибольшее целое число такое, что каж­
дый турнир с п вершинами содержит совместимое множество 
с w(n) дугами. Эрдёш- и Мун доказали [121], что w(n)> 
> у р у - и щ/(/г)<--- (l +s)G2 для любого 6 > 0 И доста­
точно больших значений п. 

*> О результатах, посвященных базам вершин и базам дуг орграфов, 
см. раздел 1, а также монографию А- А. Зыкова [24]. 
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Будем говорить, что турнир Тп обладает СВОЙСТВОМ 
S(k,m), если для любого подмножества А существует ПО 
крайней мере m вершин, каждая из которых соединена с 
вершинами А дугами в направлении Л. Для таких турниров 
л > 2 й ( т + 1 ) — 1 [202]. 

Редей (1934 г.) доказал, что каждый турнир имеет га-
мильтонов путь. Харари и Мозер [1] получили одно из 
обобщений этого утверждения: любой сильно связный тур­
нир Тп с п вершинами имеет контур длины р, где 
jo = 3,4, . . . , п. В работе [72] доказано, что в турнире с 
полустепенями исхода (s-> s2, . . .,s,.) число транзитивных 

к 
троек равно 2 s£ (s- —1)/2. Здесь же получена верхняя 

i=\ 
оценка /-.(») числа сильных связных k-вершинных подтурни-
ров в Тп 

С'п—-/г.Сд-ь если п — нечетно, 

С'п — £ Сп/2 +Gn-2j, если п — четно 
/ * ( « ) = 

Турнир Тп называется транзитивным, если полустепени 
исхода его вершин образуют последовательность ( 0 , 1 , . . . 
....,п— I). Эрдёшем и Мозером [122] рассматривалась сле­
дующая задача: какова наибольшая целочисленная функция 
/(/г) такая, что каждый турнир Тп содержит ТцП)? Были по­
лучены оценки [log2«] + 1</(ft)<2[log2nbl- 1. В статье [227] 
было показано, что /(14) = 5, т. е, /{п)ф |log2 n\ + 1; приве­
дены также значения f(n) для 1 < л < 2 3 . 

Муном [203] получен ответ на вопрос: для каких целых 
чисел h в турнире Тп существует контур длины h, содержа­
щий все вершины некоторого заданного множества из г вер­
шин. Если в турнире Т существует элементарный контур длины 
д > 3 , то в Т имеется по крайней мере один контур длины 
< й - 1 ) . 

Изучено предельное поведение наибольшего числа t{n) 
гамильтоновых путей в турнирах с /г вершинами 
lim(—•—-J " — а, где 1/2<а-<2~3-/4. Дугласом [ПО] получены 
необходимые и достаточные условия, чтобы турнир Тп и'мел 
единственный гамильтонов контур. Описание всего класса 
таких турниров позволило подсчитать их количество. 

В диссертации Алспача [59] доказано, что турнир с 2/г+1 
вершинами регулярен (полустепени исхода и захода каждой 

(ns—p) 
вершины равны и), если и только если он содержит ^, ' 

зэ 



3-контуров, приведены четыре метода построения всех регу­
лярных турниров. 

Турнир Т обладает свойством Sk, если для любых k era 
вершин .хг, д:2> • •'•'•xft существует такая вершина x, что дуги 
(х, xi) ( 1 < j < k ) ориентированы от х KXt, Пусть /г =-/(.-.•)—-
наименьшее число для данного k, для которого существуют 
турниры с /(k) вершинами, обладающие свойством Sk. Эрдёш 
доказал, что 2&+1—1</(А)<С^./г2. В работе ]72] нижняя 
оценка улучшена f(k)>(k + 2)-2k~1 — l, а для &•—3 показа­
но, что f(3)=—19. 

Рид [225] получил следующую оценку для /(я) —наи­
большего k такого, что любой турнир Т„ с п вершинами 
содержит множество из k дуг, которые в Тп не образуют 
контура: для 2 < я < 7 /(ft)— 4- — 1, для /г>8 f(n)> 

> ' nlTn + 3' 
j \ l 2 J" 
Турниры с регулярно размещенными 3-контурами (каждая 

дуга входит в одинаковое число 3-контуров) изучались Кот-
цигом [181]. В однородном турнире, в котором каждое ребро. 
принадлежит точно к 3-контурам, как показано в [215], имеет­
ся 2k(k—\) 4-коитуров и k(4k — 2>)-(k — 1} 5-контуров. 

4. ОБХОДЫ ГРАФОВ 

В данном разделе помещены результаты о гамильтоно,-
вых и эйлеровых циклах и цепях, о длиннейших цепях в 
графах, приводятся условия существования таких обходов, а 
также различные их обобщения как для неориентированных, 
так и для ориентированных графов. 

Гуйа-Ури (1960 г.) доказал,, что если ориентированный 
сильно связный граф G, с я вершинами обладает свойством: 
для любой вершины х имеет место do~(x) + do (x)>n, то в 
G существует гамильтонов контур. Одним из многих обоб­
щений этой теоремы является следующее утверждение [77]: 
если d+o {х) > •--—-, d~c (х) > --у-, где '0 < k < я— 1, то любой 
элементарный путь длины к может быть включен в некото­
рый гамильтонов контур. 

Пусть вершины графа G^(x,E)(n > 3) перенумерованы так, что 
do (.xi) < do (x2) < • • • <do (xn). Если выполняется следующее 
условие для некоторого q: 0<Cq<>i — 2, 

j<k, dG(Xj)<j + q} , . . . . . - , , 
do(xk)<k + q+irdG{XJ) + ds(x)>n + q> 

то для к'аждой элементарной цепи с k ребрами существует. 
содержащий ее гамильтонов , цикл [75]. Из этой теоремы 
можно получить результаты Боиди [83] и Кронка [185];» 
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В первом приводится следующее достаточное условие суще­
ствования гамильтонова цикла: если'/< k, dG (Xj)</, dG(xk)<C 
< k — 1 , то d0{Xj) + da{xu)>n. Во втором: если граф Gn, 
n>3, имеет свойства: 1) для любого целого k: q<Ck< 

1 <-2"(tt + -?— 1). где 0 < й < в - 2 , множество S-. вершин со 
степенями, не превышающими k, содержит меньше k — q вер­
шин; 2) для /е = — (n + q—\), если ОНО целое, |5 ;,|<k — q, 
тогда для каждой элементарной цепи с ft ребрами можно 
найти содержащий ее гамильтонов цикл [75]. Из этой тео­
ремы также вытекает ряд следствий: 

1. если для каждого / < ^ 4 р множество Sj = {x/x€X, 
dG(x)</} содержит меньше (j — k) вершин и для каждого 
/г</г + д множество Тк — {у/у6Г, dG(y)<k} содержит мень­
ше (k — q) вершин (д>0), то любое множество, содержащее 
k ребер, которые образуют попарно непересекающиеся (по 
вершинам) цепи, принадлежит некоторому гамильтоновому 
циклу; 

2. dG{Xj)<.g, dG(xk)<k=>do(kj) + dG(xk)>n + l, 
или 

3. для любого k < - ! |Sft|<k, \Tk\<k, 
или 

4. dG{x\ + dG(y)<n=$*[x, y]6E, 
или 

5. |х| == |у| —/г, |E] — m>rt.2 —/г + 2, то при выполнении 
каждого из последних четырех условий в G имеется гамиль­
тонов цикл. 

Существенным результатом являются достаточные усло­
вия, найденные Поша [219]: 

1) для каждого k: 1<k<---^-число вершин со степенями 
< k меньше к, 

2) (если п нечетно) число вершин со степенями <—^~ 
, п—1 

не более -—-. 
Если число ребер в графе Оп достаточно велико, именно 

ш>~(п — 1)(/г — 2) + 2, то в Оп имеется гамильтонов цикл 
(теорема Оре). Эта оценка неулучшаема, так как существу­
ет граф 0° с m = -j(п— 1)(п.— 2)+ 1 ребрами, который не 
имеет гамильтонова цикла. 

Ряд результатов был получен для двудольных графов 
G = (X, Y, E), |X| = |Y| — n > 2 . Пусть, как и раньше, верши­
ны множеств X и Y перенумерованы так, что do(xi)<' 
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^ dG (x2) < . • • < dQ (x„) и do (У1) < dQ (y2) < . . . < do (yn). Пусть 
•также dQ(x1)>q, d0(y1)>q (q>0), и если / и к такие пер­
вые индексы, что do(Xj)<.j + q>, da(yh)<k + g, d0(Xj) + 
' + do (Уй) •> n + -7 + I > тогда любая элементарная цепь с А 
-ребрами может быть включена в некоторый гамильтонов 
цикл [65]. 

Граф G называется гамильтоново связным, если любая 
-тара его различных вершин соединяется гамильтоновой 
цепью. Оре [209] показал: для того чтобы граф Оп был 
^-гамильтоново связным, достаточно, чтобы в G„ было 
,т =-= •--"~ о + ^ Ребер. Мун [202] нашел, что каждый 
гамильтоново связный граф Gtv п > 4, должен иметь по край­
ней мере " - ребер. Если в графе Qn, п>3, выполняют­
с я два условия; 1) для каждого целого k / l < k < . | . j мно­
жество Sk вершин со степенями < к содержит меньше k—l 
ребер и 2) для k = j (если /г—четно) |S f t | <k—1, то С — 
гамильтоново связен. В случае двудольного графа G (X, Y; Е), 
(Х|=- |Г|-=/г>2 и d ( x ! ) < . . . < d ( x „ ) ; d(yiX ... <d(yn), 
если выполняется d (x/) + d (у-.) > 2 для двух первых индек­
сов / и k таких, что d(Xj)<Cj-\- 1, d(y/ ,)<k + l, также по­
лучаем достаточное условие для гамильтоновой связности 
G (X, Y; Е). Известен другой набор достаточных условий: 

7 1 - 1 - 1 

1) для любого /<~—— множество вершин x .̂ со степенями 
<; / содержит меньше /—1 вершин и 2) для каждого 
А^.-——• множество вершин yk со степенями < k содержит 
меньше k—1 вершин. 

Связный граф О называется •гипогамйльтоновым, если он 
не содержит гамильтонова цикла, «о каждый подграф, полу­
чаемый удалением и-з G любой вершины с инцидентными ей 
ребрами, содержит гамильтонов цикл. В [191] дается способ 
построения гипота.мильтоновых графов с любым числом вер-
шин п>Ю. Для п< 10 таких графов не существует. 

В реберном графе K{G) графа G 'существует гамильтонова 
цепь (цикл) тогда и только тогда, когда в G имеется цепь 
(цикл) Q со свойством: каждое ребро трафа G инцидентно 
хотя бы одной вершине цепи (цикла) Q |[160]. Обозначим че­
рез Kn{G) п-ую итерацию перехода от данного графа G к 
реберному графу. Если граф Кп" (G) имеет гамильтонов цикл, 
то и любой граф Kn(G), п>щ, также имеет; наименьшее из 
таких чисел п0 называется гамильтоновым индексом (обозна­
чение Ham(G)), Если такого n0 не существует, то полагаем 
.Ham (G) = +оо. В работе Ф160] исследуется, когда Ham(G) 
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конечен и когда бесконечен, Здесь также получена оценка для 
•связного графа Gn, отличного от простой цепи: Hiam(G„)< 
<п—3-

Для существования эйлерова цикла реберного графа 
K{G) графа G необходимо и достаточно, чтобы степени всех 
вершин G имели одинаковую четность [160]. 

Для тотальных графов Бехзадом [66] доказываются сле­
дующие утверждения: если граф G имеет гамильтояов цикл, 
то его тотальный граф 7(G) имеет гамильтонов цикл; если 
граф G связный, то 7(G) имеет эйлеров цикл тогда и только 
тогда, когда степени всех вершин G имеют одинаковую чет­
ность; если некоторый частичный граф графа G содержит эй­
леров ЦИКЛ, то граф T(G) содержит эйлеров цикл; для каж­
дого связного графа G (кроме одновершинного) граф 
T(T(G)) имеет гамильтонов цикл. 

Ориентированный граф G(X, Г) называется случайно га-
мильтоновым, если в нем гамильтонов путь всегда можно по­
лучить следующим образом: 1} качать с любой вершины, 
2) из любой промежуточной вершины х перейти в любую из 
еще не пройденных вершин Тх, 3) из последней вершины пе­
рейти в первую. В 1102] перечислены все такие графы. Это 
1) контур Сп, 2) полный симметрический граф Кп и 3) граф 
D(n, k), имеющий следующую структуру: его множество вер­
шин разбито на п непересекающихся подмножеств, в каждом 
по k 'вершин, и дуги соединяют любые для вершины из i-того 
и /-того 'множеств, если и только если }—i----l(mod n). Отсю­
да в качестве следствия вытекает результат, полученный ра­
нее для (неориентированных случайно гамильтоновых графов: 
такими графами являются цикл Сп> полный граф Кп и пол­
ный двудольный граф Кп,п-

Ope I209] определил эйлеров граф, случайный из вершины 
х\ любая цепь, начинающаяся в x, должна принадлежать не­
которому эйлеровому циклу. Чартранд и Уайт [105] доказа­
ли, что эйлеров граф Gn имеет 0,1,2 или п «вершин, для кото­
рых Gn случайно эйлеров. Граф называется трансвереабель-
ным из вершины х, если любая цепь, начинающаяся в х, при­
надлежит некоторой эйлеровой цапи. Пусть хну — две вер­
шины нечетной степени траневереабельного графа G. Тогда 
•G — произвольно трансверсабельный из х, если и только если 
каждый цикл G содержит у. Аналогичные результаты получе­
ны для обобщений введенных выше графов — для п-тране-
версабелы-шх и произвольно /г-трансверсабельных графов, 

Кронком [185] это определение естественным образом 
распространяется на ориентированные графы. Для этих гра­
фов получены следующие результаты: 1) эйлеров орграф О 
является случайным из вершины x тогда и только тогда, 
когда любой контур О содержит х; 2) пусть О—эйлеров 
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орграф, случайный из любой вершины х множества S. Тогда-
вершины из S встречаются в одном и том же порядке &• 
каждом контуре G; 3) для эйлерова орграфа G с вершинами 
(n>2) , случайного из р вершин, имеет место или 0 < p < 
< Y , или р = п. 

Найдена рекуррентная формула для числа Нп (г) всех 
различных гамильтоновых циклов, которые имеют ровно г 
( 0 < r < / i — 2 ) общих ребер с некоторым заданным гамильто-
новым циклом ПОЛНОГО графа Рп [208]. В случае г = 0 пока­
зано, что -—^-->/г(0) при и->оо, где 0,088<Л(0)<0,5. 

Если G — связный граф с n > 2 вершинами, то G3 (куб G 
в смысле прямого произведения) .гамильтоншо связен [172]. 
Доказательство проводится для дерева. Более того, не только 
G3 — .гамильтонов, «о и граф, получаемый из G3'. выбрасыва­
нием любой вершины, также гамильтонов [08], 

Татт [261] доказал, что любой плоский 4-связяый (по вер­
шинам) граф обладает гамильтоновым .циклом. Вальтер [274} 
показывает, -что этот результат для регулярных графов улуч­
шить нельзя; для этого он строит два регулярных 3-связных 
графа со степенями вершин 4 и 5, не имеющим гамильтоновых 
циклов, 

Исследовались возможные количества различных гамлль-
тоиовых циклов в кубических графах. Так, доказано, что чис­
ло гамильтоновых циклов .кубического графа G четно тогда и 
только тогда, когда ЧИСЛО разбиений G на три (линейных) 
фактора четно. Каждый двудольный кубический граф 
Gn(n>3) имеет четное число гамильтоновых циклов i[:85]. 

Достаточные условия существования .гамильтоновых цик­
лов и цепей, полученные разными авторами, привадятся в 
статье Нвш-Вильямса [207]. 

Палашти [213] доказала, что гамильтоновьши циклами об­
ладают «почти все» графы с п вершинами и т ребрами, на­
чиная с m(/i) = n(\og2/i +с), где с--константа. 

Конечная последовательность av а2, . . ,,ат вершин единич­
ного «-мерного куба Еп называется цепью p(alt ai+1) = I 
(t--=l, 2, .. „ и - 1), и р(a,-, a i )> 1, если \i—/|>1, где 
р(а, р)—-расстояние Хэмминга между вершинами а и (3 в E".. 
В статье А. А. Евдокимова [21] получен порядок функции 
/ (я)— длины максимальной цепи в Еп. Именно, было показа­
но, что / (/г) > С • 2", где С —константа. 

Длина цепи максимальной длины —длина обхода —изу­
чается в работе [171]. Так, для связного графа Оп с мини­
мальной степенью г длина обхода d(Gn)>min(n— 1, 2г)* 
для полного А-дольного графа G = K(Pi, р2, ...,рк) d(G) = 
44 



— min(2n—2pk, ft--1), где pt<p2< •. . <Pk~числа вершин 
k 

в подмножествах, 2 pi-n. 
Вальтером [272] построена последовательность регуляр­

ных графов {Оп} степени k, произвольной связности по вер­
шинам (начиная с двусвязности) и длиной максимального 
цикла b таких, что l im- - 0. Он же [273] описал бесконеч-

r-i-oo п 

•ную последовательность плоских кубических 3-связных (по 
ребрам) графов {Qn} со свойством: в каждом графе Оп лю­
бая вершина, принадлежащая хотя бы одному длиннейшему 
элементарному цик"лу, принадлежит и всем длиннейшим эле­
ментарным циклам и отношение числа вершин длиннейшего 
элементарного цикла к числу всех вершин этого графа стре­
мится к нулю при п -> оо. 

В [188] построена последовательность плоских кубиче­
ских трехсвязных графов {G„}, которые имеют точно одну 
длиннейшую цепь и длина этой цепи есть о (/г). 

5. ИЗУЧЕНИЕ СВЯЗНОСТИ ГРАФОВ 

Понятие связ'ности графов является естественным обоб­
щением таких простых понятий, как вершина сочленения, 
мост, блок, а также разрез. Были введены ПОНЯТИЯ вершинной 
и реберной связности. Прошедшее десятилетие характеризует­
ся прежде 'всего попытками обобщить классические результа­
ты Менгера и- Уитии, распространить их на различные клас­
сы графов, а также уточнить для более узких классов гра­
фов, Исследуются свойства /г-шазных графов. Здесь также 
рассматриваются вопросы реализации графами данной мет­
рики. 

Понятия соединимости и отделимости вершин графа 
G(X,U) [24] обобщаются на соединимость и отделимость 
множеств XV и X2 относительно разбиения X = X,UX2 на 
непересекающиеся подмножества. Используя эти понятия, в 
[284] доказана теорема, аналогичная теореме Менгера. По­
добным образом обобщаются понятия сплетаемости и отре­
заемое™. 

Пусть две различные вершины х и у соединены h 
попарно непересекающимися по ребрам цепями. Тогда х и у 
соединены такими цепями, что общие вершины произвольных 
двух цепей расположены в одинаковом порядке вдоль обеих 
цепей от х к у. В [150] приведен пример с h-== N-. показы­
вающий, что это утверждение не верно, когда Л--бесконеч­
ное кардинальное число. 

«Ориентированный» вариант теоремы Менгера--Уитни дан 
в ]13б]: если х и у-различные вершины орграфа О, кото-
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рые не соединены дугой (х, у), и если удаление любых k — 1 
или меньше вершин О не разделяет х и у, то О содержит 
k путей таких, что любые два не имеют общих вершин. 

Пусть в графе О вершины занумерованы так, что d(x-J< 
< d (x2) < • •. < d(x/.)=d. Пусть также ix < i2 < . . . — такой набор-
индексов, что d(x ;)<i ; введем для /-того индекса этого 

набора величину q{l) = 1 ,..--
T_^ (x / . ) Тогда число р компо­

нент связности О удовлетворяет неравенству 

p<max и, n + g(i)-d 

Одним из следствий этого утверждения является следующий. 
результат Бонда: если для целого q первые q степеней в 
приведенной выше последовательности удовлетворяют 
d(xk)>k (А = 1,2, . . . , q), то для числа р компонент связно­
сти G справедливо неравенство /?< ' _|_Т . Если же при 
этом d(xk)>k для каждого k<n —d —1, то граф Q ---
связный. Наконец, граф О А-связный, если для некоторого. 
целого А< и справедливо d (xk) >k + h—l (k-<:n — 
— d(x,._/.+1)—l). Были получены и другие достаточные усло­
вия А-связности. Пусть А</г. В работе [100] приведены два 
условия: 1) для каждого А<—.j-f- число вершин со степенями.. 
меньшими А + А—1, меньше А; 2) число вершин со степеня­
ми, меньшими--— 1, меньше п — /г + 1. Тогда граф Оп 
А-связен (А</г). 

2-связный граф О, не обязательно конечный, критический 
(по реберной связности) тогда и только тогда, когда не су­
ществует ребра, соединяющего две вершины цикла G и не 
принадлежащего этому циклу [109]. Описание ориентирован­
ных графов, критических по сильной связности, дал Геллер. 
[127]. Определения четырех типов связности для. орграфов 
можно найти в [128]. 

Вершинная K(L(Q)) и реберная ^(L(O)) связности ребер­
ного графа L(G) в [104] связываются с этими же характери­
стиками графа G. Если О —А-связен (по ребрам), то 1(G) — 
— (2А —2)-связен (по ребрам). Если С —А-связен (по верши­
нам), то 1(G) — A-связен (по вершинам) (А>2). Если О — 
А-связен (по вершинам), то L (L (Q)) — (2А -- 2)-связеи (по вер­
шинам), и далее Lk(G)—{2k~l (А —2) + 2]-связен (по вершинам) 
и [2* (я — 2) + 2]-связен (по ребрам). Для графа О с реберной 
связностью 1(G) X(Lk+1(G)) = 2\(Lfl(G)) — 2 тогда и только 
тогда, когда G содержит цикл С, все вершины которого 
имеют степень X(G), 
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Пламмер [217] изучает свойства минимальных блоков — 
двусвязных (по вершинам) графов, которые перестают быть. 
двусвязными после удаления любого ребра. Двусвязный граф 
О —минимальный блок тогда и только тогда, когда выполне­
но одно из следующих условий: 1) О —простой цикл; 
2) если S — множество вершин степени 2 в G, то G —5 рас­
падается по крайней мере на две связные компоненты Tj, 
каждая из которых является деревом, и для любого цикла С 
в О и каждого Tj либо СПТ̂  — 0 , либо COTj связен. Пока­
зано, что хроматическое число минимального блока, содер­
жащего цикл нечетной длины, равно 2. Реберная связность 
минимального блока равна 2. Изучается взаимное расположе­
ние тех двух ребер, удаление которых делает граф несвяз­
ным. Приводится критерий плоскостности минимального блока. 

Связность графа (число компонент), являющегося одним 
из следующих произведений — кронекерова, декартова, лек­
сикографического, а также симметрической разности, выра­
жается через связности графов, составляющих произведе­
ние [226], 

Пусть G(X,U)—А-связный (по вершинам) граф. Обозначим 
через С наибольшее целое число г< | .Х| такое, что для лю­
бого подмножества Х'сХ с z вершинами в Q существует 
цикл, содержащий X'. В статье [276] описываются графы, 
для которых k — (.> 2. В случае k > 3 необходимым и доста­
точным условием является существование подмножества 
ScX с k вершинами, выбрасывание которого из Q приводит 
к появлению по крайней мере (k+\) компонент. Более слож­
но формулируются условия в случае k = 2. 

Для k-связности графа G,. ( l < A < n ) достаточно выпол­
нения двух условий: 1) для любого р, удовлетворяющего 
неравенству A — l < p < " , число вершин степени не 
выше р не превосходит p+1—А; 2) число вершин не выше 
n + ~ не превосходит /г —A [100J. Показано на примерах, 
что эти условия не улучшаемы. 

Критические по реберной А-связности графы О изучаются 
Мадером [198], Число вершин n(Q) и число'ребер т (Q) 
таких графов связаны следующим образом: 1) если m(G)> 
>(А —l).w(G) — (—•] и n(Q)>h, то в графе G существует 
А-связный подграф; 2) если G—.критический по А-связности и 
n(G)>3A—2,- то т(G)<h• п(G)—(--тг-•), приче равенство 
(при п>2) имеет место только для ПОЛНОГО графа ЛТл+1; 
3) для каждого натурального h существует такое число lh, 
что любой критический граф G, у которого »(0)>/д , им!еет 
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число ребер m{G)<Ch-ti{Q) — Iil, причем равенство выпол­
няется только для полного двудольного графа Khh. 

Свойства этих же графов изучает Халин [148—150]. Так 
он показал, что каждый (конечный или бесконечный) кри­
тический по реберной /i-связности граф содержит вершину 
степени h [148]; для h > 2 каждый бесконечный локально ко­
нечный критический граф содержит бесконечное множество 
вершин степени /г. 

Сильно связный орграф называется С-минимальным, ес­
ли в нем число элементарных контуров равно цикломатиче-
скому числу. Саати [240] получил необходимое и достаточное 
условие, чтобы граф G был С-минимальным: для любых 
двух вершин х и у, принадлежащих одному и тому же эле­
ментарному контуру в G, существует единственный элемен­
тарный путь из х в у или единственный элементарный путь 
из у в х. Сильно связный граф G называется Я-минималь-
ным, если он содержит С-минимальный частичный граф. 
Справедливо утверждение: сильно связный граф G являет­
ся Я-минимальным, если он содержит такое удаляемое мно­
жество дуг V, что граф G', полученный из G изменением 
направления дуг V, является С-минимальным, Здесь мно­
жество дуг V графа G называется удаляемым, если после 
выбрасывания V из G получается граф с тем же транзитив­
ным замыканием, что и G. 

Алгоритм определения вершинной связности предложен в 
[1261.. Алгоритм представляет модификацию алгоритма Фор­
да— Фалкерсона построения максимального потока в сети, 
в к̂оторой упрощена процедура расстановки меток. Чисто 
комбинаторный алгоритм определения реберной связности 
графа G„, предложенный В. Д.. Поддерюгиным [43], требует 
0(n4) шагов. 

И. А. Фараджевым [50] и А. В. Карзановым [31] предло­
жены алгоритмы выделения бикомпонент ориентированного 
графа с п вершинами и т дугами, число необходимых дей­
ствий в первом 0(m+nlog2n), во втором — О(т). 

Метрика р (л;, у) реализуется в графе G(X, U) множест­
вом X'£ X,, если расстояния в графе между вершинами из 
X' совпадают с расстояниями между соответствующими 
точками метрики. Реализация метрики р графом G назы­
вается оптимальной, если любой другой граф Н, реализую­
щий р, не может иметь меньше ребер, чем G. В [26] пока­
зано, что метрика р однозначно определяет совокупность S 
всех вершин сочленения любой ее оптимальной реализации. 
При этом каждая оптимальная реализация р содержит ТОЧ­
КИ сочленения S и не имеет других точек сочленения. По­
полнение метрики всеми точками сочленения приводит к мет­
рике р*, имеющей те же оптимальные реализации, что и 
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метрика р. Отсюда как следствие вытекают полученные ра­
нее результаты Е. А. Смоленского, Э. Д. Стоцкого и Симойн-
са Перейры. 

Имрихом [169] рассмотрена реализация ш-квазиметрик, 
т. е. метрик без условия симметричности, в ориентированные 
графы. Так, доказано, что всякую ш-квазиметрику с диамет­
ром D m >0 можно вложить в орграф G с таким диаметром 
D8, что Dm<Dg<3Dm—2. 

К. А. Зарецкий [22] рассмотрел задачу о построении де­
рева Хусими — связного графа, в котором каждое ребро 
принадлежит не более чем одному простому циклу, по из­
вестным длинам простых циклов и попарным расстояниям 
между всеми циклами и висячими вершинами. Получено не­
обходимое и достаточное условие существования такого де­
рева и доказана его единственность. 

В [250] доказано, что метрика, заданная некоторой (пХ 
Хп)-матрицей A, D, может быть реализована в виде дере­
ва, если и только если каждую 4X4 главную подматрицу A 
можно реализовать в виде дерева. 

6. РАСКРАСКИ ГРАФОВ 

Здесь можно выделить следующие вопросы: определение 
хроматического числа %(G) одного графа G и отдельных 
классов графов; изучение однозначно раскрашиваемых и 
критических по раскраске графов, изучение гомоморфизмов 
графов и свойств хроматических многочленов. 

Описание графов G c хроматическим числом %(G)=pp,m 
р>3, по-видимому, очень трудная задача. Нет также удобных 
методов определения %(G) произвольного графа G. Исследо­
вания последних лет велись по установлению связей хрома­
тического числа графа с другими его характеристиками 
[ем. 1]. 

В работе [157] показано, что для любого элементар­
ного гомоморфизма е произвольного графа G имеют место 
оценки х (С) < х (SG) < 1 +X(G)> гДе eG —граф, полученный 
из О склеиванием некоторой одной пары несмежных вершин. 
Максимальный порядок -|)(G) всех полных гомоморфизмов 
графа G называется его ахроматическим числом. Для каж­
дого графа G и любого целого, заключенного между x(G) и 

<KG), существует полный гомоморфизм G порядка п, а сле­
довательно, и полная раскраска G (для любых двух красок 
найдется пара вершин G, раскрашенных этими красками). 
Многие верхние оценки x(G) являются также оценками ф (G). 

Если в графе Оп,т число вершин и и число ребер т 
таково, что — > 2А_3, то Gn,m гомоморфен полному графу 
Рк [195]. Для функции d(k)(d(k) — Inf{t/t —действительное 
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число такое, что каждый граф Qn>m c — > t гомоморфен 

Рк}) получена оценка d (k )<8 j---jg--}3 [196]. 
Гипотеза Хадвигера —любой связный граф G с %(G)=n 

можно привести с помощью стягиваний его ребер к полному 
графу Кп — была подтверждена Дираком для n<4. Вагнер 
[269] показал эквивалентность гипотезы Хадвигера для п — 
= 5 гипотезе о четырех красках. A. A. Зыков [25] предложил 
алгебраический вариант этой гипотезы. 

Изучаются ослабления гипотезы Хадвигера. Тафтеберг 
[256] доказал, что граф G c x(G)=S гомоморфен полному 
семивершиннику без ребра, а граф G с %(9)=9 гомоморфен 
полному семивершиннику. 

Граф G, имеющий единственную раскраску -x(G) цвета­
ми, называется однозначно раскрашиваемым. Картрайт и 
Харари [93] получили необходимое условие, чтобы, граф G 
был однозначно p-pac-крашиваемым: подграф, порождаемый 
объединением любых двух классов, соответствующих разным 
краскам, должен быть связным. С другой стороны, каждый 
однозначно р-раокрашиваемый граф—(р—1)-связен. 

Рядом авторов было доказано, что для любых натураль­
ных р я q существует граф G с %{G) = р,ъкотором длина ми­
нимального цикла превышает q (см., например, [194]). 

В [97] получен следующий уточняющий результат: для 
любого р>3 существует однозначно /э-раскрашиваемыйграф,. 
который не содержит подграфов, изоморфных Кр. 

В 11591 изучаются свойства графов G, однозначно раекра-
шиваемых %(G) цветами: 1) Если G — однозначно k-раскра-
игаваамый граф и к меньше числа вершин G, то k = %(G) и 
подграф, образованный вершинами любых двух цветов п-
раскраюки G, связен. 2) Если G — однозначно раскрашивае­
мый граф и Н — гомоморфный образ G такой, что %(G) = 
= %(Н), то Н—однозначно раскрашиваемый граф. 3) Пусть 
G —однозначно й-раскрашиваемый и {Xh Х2,..., Xk}— его-
й-рас.краека. Граф Gw получается из G добавлением одной 
вершины w и ребер, соединяющих да по крайней мере с одной 
вершиной из каждого X..,..., Xh. Тогда Gw—однозначно рас­
крашиваемый граф. 4) Для любого k>3 существует однознач­
но ^-раскрашиваемый граф, который не содержит подграфа, 
изоморфного -Ра. б) Если G — одназиачно й-раскрашиваемый 
граф и х— вершина G степени k—1, то G—х— единственно' 
раскрашиваемый граф. 

Более точно описываются свойства однозначно раскраши­
ваемых плоских графов 1[9б]. 1. Связный плоский граф Gn 
(n>2) является однозначно 2-раскрашиваемым тогда и толь­
ко тогда, когда каждая грань G ограничена щшюм четной 
длины. 2. Если Gn —- однозначно З-раскрашиваемый плоский. 
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граф (n>4), то G имеет по крайней мере два треугольника. 
3. Каждый однозначно 4-рискрашиваемый ПЛОСКИЙ граф яв­
ляется максимальным плоским. 4. Никакой ПЛОСКИЙ граф не 
является однозначно б-раскрашиваемым. 

Раскраска вершин графа G называется k-допустимой, ес­
ли в G нет одноцветного полного .подграфа P-.; наименьшее 
число цветов при -̂ -допустимой раскраске обозначим через 
%k(G). В [441 доказано, что для любых натуральных чисел 
Ы>1 , d> l , t>d существует граф G со следующими свойст­
вами: 1) G не содержит Kd+u 2) 30(G) = d, 3) при каждой k-
допустимой раскраске не менее чем I цветами в G найдутся 
d попарно непересекающихся одноцветных полных подграфа с 
(.-г—1) вершиной. 

I—-хроматическое число ya(G) графа G, т. е. это наи­
меньшее число цветов, которыми можно раскрасить вершины 
G так, что не все вершины любой цепи длины I раскрашены 
одинаково. Для графа Gn,m, у которого длина самой 
длинной цепи равна е, получена верхняя оценка xt(Gn,m)<-
< е — и+ 2 для l<n<<3. Для плоских графов показано, что 
для любого натурального I найдется плоский граф G такой, 
что уа(0) = 4 [96]. 

Другой тип раскраски предложен в [182]. Любые две 
вершины х и у связного графа G„, расстояние между кото­
рыми l < d ( x , y ) < p (р~ некоторое натуральное число), 
должны быть разного цвета. Пусть х(Р> &„) — минимальное 
число цветов, необходимое для такой раскраски. Для х (Р> О») 
получены следующие результаты: 1) mm(p+1, я )< 
<х(Р'0)<>г; 2) x(P> Gn) = n тогда и только тогда, когда 
d ( G J < p , где d(G„)~-диаметр G„; 3) х(Р^Оп) = р+1 (р>2) 
тогда и только тогда, когда выполняется одно из условий: 
a) п = р+1,6) G— цепь длины, большей р, в) С? —цикл, длина 
которого кратна (р+\); 4) для натурального h такого, что 
1 < й < л — (/?+1), если х(Р> С?я)=-=д — h, TO p<d{Qn)<p + h\ 
5) х(Р^п) = п—1 тогда и только тогда, когда существует 
пара вершин а и Ь, для которой d(a, b) = p+ 1, и какие бы 
ни были вершины х и у с d(x, у)-=/? + 1, имеет место или 
х = а, или у —a; 6J граф G содержит частичный p-критиче-
ский подграф G' такой, что х (A Gn) = Z(p, GO-

Ope и Пламмер [211] изучают следующую раскраску 
плоских графов—вершины раскрашиваются таким образом, 
чтобы вершины, принадлежащие одной грани, имели различ­
ные цвета. Для минимального числа К{G) таких раскра­
сок плоского графа О получены две верхние оценки: 
1) k(G)<max T(FVF2), где максимум берется по всем парам 
соприкасающихся граней F1 и E2, а г (FbF2) = p(F1)+p(F2). 

Для мультиграфа G без петель, у которого любая пара 
вершин соединена не более р ребрами, В. Г. Визинг дока­
зал, что xi(G)<b + p [6,7,9]. 
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Следствием ЭТОЙ теоремы для графов без кратных ребер 
и петель является неравенство Л (О) < j/1 (О) < Л (О) + 1. Для 
более узких классов графов были получены и более точные 
результаты. Так, для регулярного графа О четной степени d 
с нечетным числом вершин Xi ( G ) = d + 1 • Д л я любых целых 
чисел т, А > 3 существует граф G с обхватом t (G)> k, 
tx(Q) = m и хг(0) = т- + \. Изучались свойства графов, кри­
тических по раскраске ребер, например, доказывается, что в 
критическом графе G с Ь.(0) — т каждая вершина, смежная 
с вершиной степени к, смежна по крайней мере с 
(т — к -}-1) вершинами степени т; в О имеется элементар-
ныи цикл длины т+1; число ребер в а не менее j- . 
Указаны два класса графов, для которых Xi(G) = MG){cdot} Это 
графы, у которых каждый подграф содержит вершину сте­
пени, не превышающей к (здесь L(G)>2k), и плоские 
графы с А(0)>8. 

Для мультиграфа О без петель, с максимальной степенью 
Д, как показал Оре [210], справедливо неравенство 

^((})<тах(А, тах -.— d (хх) + d (х2) + d (x3) 

где максимум в скобках берется по всем элементарным це­
пям [xi, х2, х3] длины 2. ЕСЛИ граф О еще обладает тем 
свойством, что не содержит в качестве частичного подграфа 
треугольник, в котором каждая пара вершин соединена двумя 
ребрами, то справедлива оценка [123] 

Xi(G)<3 

В ряде работ изучается возможность раскрасить тремя 
красками регулярные графы степени 3 (раскраски Тэта), 
Известно, что так называемый граф Петерсена имеет хрома­
тический класс 4. Обобщенным петерсеновским графом 
0(п, k) называется граф с множеством вершин {х0, хи ..., xn_v 
Уо> У\> • • •> Уп-г) И множеством ребер (хр x w ) , (xt, у,), (уР yl+k) 
(суммирование по mod n). Для некоторых значений парамет­
ров п, к в [275] доказано существование раскраски Тэта: 
1) если п. — четно, 2) « = 5m, к —2т при т > 1 , 3) если 
к— 1. Высказывается предположение, что все определенные 
выше графы имеют раскраску Тэта, за исключением 
С?(5,2)—-графа Петерсена, 

Тотальное хроматическое число У.2{0) графа G = (XM) — 
это наименьшее число независимых множеств в разбиении 
XUU, т. е. минимальное число красок для одновременной 

/раскраски вершин и ребер. Известно, что у_2 (G)> А (О) + 1 
где A (G) —- степень графа G. Бехзад в 1965 г. высказал 
предположение: X z ( G ) < д (G).+ 2., В обзорной статье [65] 

гд+г 
L 2 J 

гд+п 
L 4 J 
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приводятся случаи, когда это предположение верно, напри­
мер, для двудольных графов, полных трехдольных графов, 
полных сбалансированных ife-дольных графов, кубических 
графов. 

Гипотеза Бехзада в-[236] доказана для полных З-дольных 
графов, для полных уравновешенных k-дольных графов (гра­
фов с одинаковыми независимыми множествами) и графов c 
наибольшей степенью (вершин) v(G)<3. 

Одно из обобщений тотальной раскраски на комплексы 
введено (для плоских карт) Рингелем [230,231], но решение 
также не полное. 

Исследовались св.ойства хроматического многочлена f(G, t), 
которым перечисляются числа различных раскрасок t цветами 
перенумерованного графа G. Ясно, что / (G, /) = 0, если 
i.<X(G). Обзор свойств коэффициентов f(G,t) для разных 
типов графов можно найти в монографии Харари [154]. 

Для плоской триангуляции Тп Татт [264] исследовал_по-
ведение f(Tn,t) вблизи значения t = 1 + f, где • = — / 
«золотое отношение». Было показано, что |/(Г„, 1+'-)|<х'' ;-га. 

Эквивалентность проблемы 4-х красок задаче нахождения 
решения определенной системы алгебраических уравнений ио 
модулю 3 показана в [34]. Многочлен, построенный на основе 
этой системы, тождественно равен нулю по модулю 3, если и 
только если соответствующая задача о раскраске не имеет 
решения. 

Проблема 4-х красок в статье [551 сведена к нахождению 
максимальных внутренне устойчивых множеств (заданного 
размера) двух вспомогательных графов. Г. А. Донец 120] по­
казал, что гипотеза 4-х красок справедлива для плоских гра­
фов с числом вершин, не превышающим 41. При введении 
дополнительных условий, например, наличия в плоском гра­
фе триады — трех попарно смежных вершин степени 5 — ука­
занное число вершин может быть значительно увеличено. В 
[18, 19] описываются некоторые классы плоских графов G, 
у которых %(G) ==4. 

Грюгабаумом [133] доказано, что любой плоский граф с 
менее чем четырьмя, треугольниками имеет хроматическое 
число 3. 

Задача о раскраске графов в [119] обобщается на системы 
множеств и бесконечные графы. В i[14] устанавливается хро­
матическое число (равное 5) одного бесконечного графа, у 
которого множеством вершин является множество всех иату-
ральных чисел и две вершины с номерами i и / смежны, если 
и только если \i—/| <f(i+j). Здесь f(n) — наибольшая степень 
двойки, делящая п. • < 

Критические по раскраске вершин' графы, их построение 
и свойства подробно описываются в книге Бержа [75]. 
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Раскраски вершин графов G„, ш, когда т = сп, с —констан­
та, изучались A. A. Калниньшем [29, 30]. Показано, что 
хроматическое число почти всех графов Gn, m имеет хромати­
ческое число x(G), удовлетворяющее неравенствам г - < 
<т (0 )<4с . Исследовалась трудоемкость получения правиль­
ной раскраски почти всех графов <_?„. т. 

7. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 

Задачи о расположении графов на поверхностях имеют 
большое практическое и теоретическое значение. Здесь приво­
дятся результаты о следующих топологических характеристи­
ках графов: род графа О, толщина, крупность, число скрещи­
ваний. 

Многие задачи и результаты этого раздела обобщаются 
и находят применение и приводят к появлению новых задач 
в комбинаторной топологии. Например, пусть симплициальный 
комплекс <g имеет Д ^-граней, запишем /-. в виде /-. = ui+j) + 

^ \ А*) ^ \ А—"l ) "•" '" •' г д е а*+- -"--бирается вначале как мож­
но большим, затем ak выбирается как можно большим и т. д. 
Тогда число т-граней сё (если /л>/г) по крайней мере равно 
f °4.\ J .l" fa'') + f a!z'i) + • • • • Эти оценки достигаются для всех 
к, Д и т [187]. Сформулирован аналог проблемы 4-х красок 
для симплициальных ^-комплексов, вкладываемых в евклидово 
k-мерное пространство [134]. 

Пусть Ч8>Цр) — ПОЛНЫЙ «-комплекс с v вершинами, V—опе­
рация «объединения». Известно, что <g"(2/z + 3) и <g°(3)V.-. 
...Vti?0(3) (повторение п + 1 раз) —комплексы, не допускаю­
щие вложение в Е2п (для «— 1 получаем два графа из тео­
ремы Понтрягина —Куратовского). В общем случае сущест­
вуют только два экстремальных среди комплексов, не до­
пускающих вложение в Е2п. 

Боланд [80] привел следующий критерий вложимости 
графов в ориентируемую поверхность Tg рода g: связный 
граф G вложим в Т g тогда и только тогда, когда в G 
существует такое множество {С,.} элементарных циклов, 
которое порождает нормальный делитель N фундаментальной 
группы it-(G), причем: 1) каждое ребро G принадлежит самое 
большее двум циклам С,., 2) имеет место следующее разло­
жение в свободное произведение некоторой свободной группы 
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f конечного ранга: K2(G)/N = FPO ЛЩ/ТВ1, где 2 ff. < И" и .Рл— 
свободная группа цанга р0*. 

Строение самосопряженных графов (конечных, локально 
конечных и бесконечных), т. е. графов, изоморфных своим 
реберным графам, было описано в [242]. 

Граф О — почти плоский, если он не плоский, но при уда­
лении любой вершины становится плоским. Вагнер в [267] 
дает описание множества всех почти плоских графов. Это 
множество состоит из четырех классов. Хроматическое число 
всякого почти плоского графа не превышает пяти, причем 
равно пяти только для одного графа. 

Для того чтобы тотальный граф Т (G) был плоским, 
необходимо и достаточно, чтобы каждая вершина графа G 
имела степень не больше 3 и все вершины степени 3 в G 
были разделяющими [64]. 

Вагнер [268] нашел примеры графов, не вложимых в проек­
тивную плоскость, минимальных относительно некоторого 
частичного порядка графов. Для почти плоских графов — гра­
фов, которые становятся плоскими после выбрасывания любой 
вершины и инцидентных с ней ребер, была доказана вложи-
мость в проективную плоскость. 

В работе Рингеля и Янгса [232] была решена гипотеза 
Хивуда, именно для любого натурального р хроматическое 
число ориентируемой поверхности рода р равно ./(Sp) — 

7+V 1+48п 1 ч, 1 ' ' ' Установление этого равенства основано 
2 

на доказательстве этих же авторов равенства рода полного 
графа Кп числу | ~ \2~ Г Нст°Рия решения гипотезы 
Хивуда и промежуточные результаты приведены в книге 
Харари [154]. 

Вершинной древесностью p(G) графа G называется наи­
меньшее число подмножеств, на которые можно разбить мно­
жество вершин G таким образом, что каждое подмножество 
индуцирует подграф без. циклов. Вершинной древесностью 
,р(5„) поверхности Sn есть максимум p(G) по всем графам G, 
которые можно расположить на Sn. Кронк [186] доказал, что 
P ( 5 J - [ 1 ± _ H _ _ ] . 

Число скрещиваний графа G для данной топологической 
поверхности равно минимальному числу пересечений ребер Q, 

*> Исследованию вложимости графов в 2-многообразия с помощью так 
.называемого метода ip-преобразования посвящены статьи сб. «Топологиче­
ские аспекты теории графов» под ред. Н. П. Хоменко (см. РЖ-Мат, 1972, 
6В275К). • 
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которые граф G может иметь при различных расположениях 
(вложениях) на этой поверхности. Число скрещиваний граф$ 
О при расположении на замкнутой ориентируемой поверх­
ности рода i обозначим ct (G), на замкнутой иеориентируе-
мой поверхности рода i — сГ (О). Полученные результаты 
относятся, прежде всего, к расположениям на сфере и торе 
(ориентируемые поверхности) и на проективной плоскости и 
бутылке Клейна (неориентируемые поверхности). 

Для полного двудольного графа К,„,п Заранкевич дока­
зал неравенство с+(Кт,п)< — • - - - • у • - у - • Блажек и 
Коман [79] показали, что равенство в этой формуле дости­
гается для т и я, удовлетворяющих одному из неравенств 
min(m, я )<4 или max (иг, я)<6. Клейтман [175] доказал равен­
ства для т < 6 и любого и и дал нижнюю оценку 
cf {Km,n)> j т (т - 1) [~]-р •1 для я > / я > 5 . Известно, 
что при т = 3,5,6 равенство выполняется. Для с+(Ки)>77, 
но неизвестно, равно ли это число 77, 79 или 81. 

Для полного графа Кп с я вершинами доказаны нера­
венства [79] 

Dt (п) — - U (я- 1)(я-2){п. — 3)<of (Кп)<Н+ (я) = 

[-- 1 я - 3-

Гипотеза заключается в том, что с+ (Кп)==Н+(п). В работе 
[170] найдено предельное соотношение 

limc$-(/C„).n = 64-

Рингель показал [229], что для любого расположения гра* 
фа G на плоскости имеется самое большее я(я)-=2я — 2 
ребер без пересечений и все расположения с h (я) непересе­
кающимися ребрами гомеоморфны. 

Для полных Й-ДОЛЬНЫХ графов Kni,nt,...,nk получены неко­
торые частные результаты [178], например, Харборт [162] 
доказал, что е̂ (/С2,2 2) = 6-( 4 1 

В работах ряда авторов [178] получены верхние оценки 
для чисел Р(М,к) = тахс+(КП1:Пь...1П) и •p(Nr,k) = 

D{N,k) " 
= m'mcf (K,h,а,,...,п,)• где через D(N,k) обозначено множе-
ство всех разбиений числа N ни k положительных целых 
слагаемых. 

При расположении полного графа Кп на торе получены 
следующие оценки 
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Hf (л) -= ^ (л - l)(/t - 2)(n — 3)(ft - 4) > c+ (/C„): 

> . 0 ^ - ( л ) . - ^ л ( л - 1 ) ( л - 2 ) ( л - 3 ) , 

для полного двудольного графа Кт,п 

Точные равенства были получены лишь в отдельных слу­
чаях [145]. 

Для графов G (я, т, t) без кратных ребер и петель, c n 
вершинами, т ребрами и обхватом t (минимальная длина 
циклов) для всех ориентируемых поверхностей рода g > 0 
Кэйненом была найдена нижняя оценка. В частности, для 
t = 3 c+(Q(n,m,t)) = tn — j~^\n — 2(1— g)]. B этой же ра­
боте получены частные результаты для мультиграфов, в ко­
торых любая пара вершин может соединяться самое большее 
k параллельными ребрами [177]. 

Для проективной плоскости и бутылки Клейна известны 
точные значения оценки числа скрещиваний для полных 
графов К,р п < 15; точные значения получены для проектив­
ной плоскости-при ге<10, для бутылки Клейна--при /г<9. 
Таблицы этих оценок можно найти в [177]. Получены также 
оценки для /г > 15, например, для бутылки Клейна 

Для л-мерного куба Еп в [143] получена оценка 
Г п а + 1 ~ 4(E„)<^2-4"- 2 • 2п~ 

Оуэне [212] изучает двуплоское число скрещиваний 
С-.,(0) —min[Cr.(E) + Gr..(H)]. где минимум берется по всем 
разбиениям графа О на непересекающиеся по ребрам под­
графы F и Я, объединение которых дает О. Получены верх­
ние оценки для Рп и Р„,т. 

Род т(/С„) полного графа Кп равен ч (АТ„) = | - — - j j - - - - | , 
как было показано Рингелем и Янгсом [232,233], Род полного. 
двудольного графа ч(Кп,т) = \ {jn~ \ }, как было дока­
зано Рингелем. Род л-мерного куба равен ч (E„) = 1 + 
+ («.-4)2'1-3, ЕСЛИ граф G имеет блоки Bv Bv ..., Bh, то 

л 
T(G) = 2 T(-S/)- Пусть О — /г-связный граф, являющийся 

i-i 
объединением двух (А + 1)-компонент В и С, О ; / - граф, 
получаемый из G добавлением ребра (хп Xj), соединяющего» 
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некоторые вершины Xi,XjQBC\C. Если у (G^) = т (G) + 1 для 
любых двух вершин из ВГ\С, соединяемых ребром, то 7(0)----
-=--_-(5)+ 7 (С) + |.-5ПС |—-1. Обзор этих результатов можно 
найти в [164]. 

Толщиной 0(G) графа О называется минимальное число 
его плоских подграфов, объединение которых дает G. Для 
многих значений п было доказано, что б (/<"„) = ~- , при 
лф9 и n5-=4(mod6) [68]. В настоящее время для я<45 
неизвестным значением является п = 16. Толщина полного 
двудольного графа 8 (Кт,п) — 12 /т.Т "_2) г' з а исключением, 
возможно, случая т<п, т, п — нечетны [248]. Толщина 
/г-мерного куба ^(Gn) = \~-\ [174]. 

Изучалась другая характеристика графов-—крупность, 
т. е. наибольшее число не имеющих общих ребер неплоских 
подграфов, содержащихся в данном графе. Как и для других 
характеристик, получены значения крупности для полных К 
И ПОЛНЫХ дВудОЛЬНЫх Km, n графОВ. 

Число скрещиваний v(G) графа G —это минимальное число 
пересечений ребер G при различных расположениях его 
на плоскости. Для полных Кп и полных двудольных Km, n 
графов также получены оценки сверху, причем равенства 
доказаны для Кп при Ж 10, для Km,« при /n<6. 

В работе [167] показано, что за Cnlogn шагов можно 
•определить, является ли граф Оп плоским, т. е. равно ли 
v(G) нулю.*) 

Крупность С (О) графа G-—это наибольшее количество 
непересекающихся по ребрам полных подграфов графа G. 

Для крупности полного графа Кп были получены следую-
если щие оценки [142,144]]: для re = 3r C(KJ = C2

r + \j 
•г>10, и С(Кп) = С3,, если г < 5 ; дляя = Зг+1 С,2+ 2 
<С(/С.)<Сг

2 + [ | ] , если г=М 4, и С(^10) = 4, 7<С(/С13)<8; 
для /г = 3г + 2 С(Кп)^С2

г + 14- + I 
15 

8. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРАФОВ 

Рассматриваются различные средства описания с помощью 
графов взаимосвязей между известными математическими объек­
тами (графы пересечений, графы интервалов и т. д.). 

Для системы Ж={Ми М2, . • .,Мп] произвольных подмно­
жеств графом пересечений О (Щ называется граф с миожест-

*•> ЭТИ же авторы доказали, что изоморфизм двух плоских графов 
можно определить за Сга- шагов [168]. 
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вом вершин M-, M2, . . . , M„, и две вершины Mt, Mj[i=f=f) 
смежны, если и только если Mif]Mj^=0. Если на систему ЯЯ 
не налагать никаких ограничений, то ясно, что любой граф 
изоморфен графу пересечений некоторой системы множеств. 
Естественно изучать такие системы -Ш, для которых число 

я 
,Q,M-—наименьшее. В статье [118] доказано: для элементов 

графа Gn в множестве М с "п-1 
- элементами всегда сущест­

вует такая система Ш подмножеств, что граф G (Щ изомор­
фен G. ДЛЯ связных графов G„,m без треугольников необходимо 
и достаточно т элементов. 

Одним из естественных ограничений является следующее: 
множества Мг, М2, . . . ,МЛ должны быть интервалами неко­
торого линейно упорядоченного множества [254]. Граф О 
называется графом интервалов, если существует такое линейно 
упорядоченное множество М и такая система 9Л интервалов 
этого множества, что граф пересечений G (901) изоморфен О. 
Триангулятор цикла в графе-это такое ребро графа, которое 
образует треугольник с некоторой парой последовательных 
ребер цикла. Граф называется триангулированным, если лю­
бой его цикл обладает хотя бы одним триангулятором. Среди 
других свойств этих графов, в частности, справедливо, что 
каждый граф интервалов является триангулированным [24]. 
В работе [129] приведены необходимые и достаточные условия, 
когда граф G является графом интервалов: любой простой 
цикл графа L длины 4 имеет хотя бы один триангулятор, 
а граф О, дополнительный к О, допускает ориентацию ребер, 
переводящую О в транзитивный ориентированный граф. 
Двудольный граф является графом интервалов тогда и ТОЛЬ­
КО тогда, когда каждая его компонента является деревом, 
которое либо состоит не более чем из двух вершин, либо 
обладает тем свойством, что после удаления всех его вися­
чих вершин остается простая цепь [254]. 

В [228] в качестве системы множеств {М-} -= -Ог берется 
множество цепей некоторого графа N. В частности, здесь 
получено необходимое и достаточное условие, когда граф О 
можно представить цепями дерева. 

В [2581 установлен критерий представимости графа G в 
виде графа пересечений дуг окружности: существует такая 
нумерация вершин G, при которой от каждой единицы матри­
цы смежности G можно дойти до главной диагонали либо по 
строке влево, либо по столбцу вверх (циклически), не встре­
тив на пути ии одного нуля. 

Для 'частично упорядоченного множества (X, >) вводится 
понятие графа сравнимости множества G. Два элемента х, 
у Q X сравнимы, если либо х<у, либо у<х. Граф G с множе­
ством вершин X, называется графом сравнимости (X, >),ес-
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ли х и у смежны в G тогда и ТОЛЬКО тогда, когда х и у срав­
нимы; просто граф сравнимости —. это граф, изоморфный гра­
фу сравнимости некоторого частично упорядоченного множе­
ства. Доказано [124], что граф является графом сравнимости,, 
если и ТОЛЬКО если он траазитивно ориентируем. JB работе 
053] дано описание графов сравнимости и найдены необходи­
мое и достаточное условия а-изоморфизма двух частично упо­
рядоченных множеств (ст-изоморфизм для отношения сравни­
мости а индуцируется изоморфизмом графов сравнимости 
частично упорядоченных множеств). Сформулированы также-
необходимые и достаточные условия для того, чтобы о-изо-
морфизм частично упорядоченного множества (X, >) был 
изоморфизмом или антиизоморфизмом. 
' Неориентированный граф G называется соотносимым час­

тично упорядоченному множеству (X, ">), если он может быть 
так ориентирован, что в получаемом орграфе упорядоченная 
пара <х, у> является дугой, если и только если х>у и не-
существует элемента г такого, что x>z>y. Такая ориентация 
G называется допустимой. Необходимым условием для того, 
чтобы граф G имел допустимую ориентацию, является выпол­
нение неравенства для обхвата 6(G) >4 . Для плоских графов 
оио достаточное. Для произвольного графа G достаточным 
условием является выполнение 6(G) >%{G) [146]. 

В [561 описываются графы, представимые как графы не­
которых отношений частичного порядка или 'полупорядка. Из 
этих графов выделены и описаны графы, единственным обра­
зом доупорядочиваемые (дополуупорядочиваемые) — они не 
должны содержать подграфов определенного вида. 

Представление графа G ориентированным графом 5(G) 
без контуров, при котором вершины, смежные в G, переходят 
в вершины, соединенные путем в одном из направлений, изу­
чается в '[32]. Получены необходимые и достаточные условия, 
при выполнении которых граф G представим орграфом без 
контуров. 

Граф G = (X, U) вкладывается в /г-мерное пространство,. 
если существуют функции действительного переменного 
/ к Л> •••>/«> определенные на X, такие, что для любых 
смежных вершин х и у имеет Место \/1 {х)~-/i(y) | < 1 
(г = 1,2, , . . , # ) . Кубичностыо (обозначается cub (G) графа G на­
зывается наименьшее п, для которого G вкладывается в «-мер­
ное пространство. Робертсом [234J получены некоторые резуль­
таты по изучению кубичности и блоковое™ графов. Послед­
нее понятие связано с представлением графа О с помощью 
блоков (например, единичных кубов) я-мерного пространст­
ва, причем блоковостыо (обозначения boxG) графа G назы­
вается наименьшее представление О как графа пересечений 
блоков /г-мерного пространства. Так, для ПОЛНОГО А-ДОЛЬ-
ного графа /C(«i. n2> •••••%) имеют место равенства 
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к 
cub К (n-i, n2, ..., nft) = 2 cub S (iij), 

7 = 1 
k 

b0Xi"\ («i, n2> • • • > nfc) = 2 b 0 x S C/Z"i)' 

где S(n) = K{h n) и cub5(/z) — [log2(2«-— l)], а сумма 
'2 box 5 (/г.) равна числу щ, больших 1. 

Граф блоков В (G) для графа Q определяется следую­
щим образом: его вершинами являются блоки О (макси­
мальные связные подграфы С, не имеющие своих точек 
сочленения) и смежность различных блоков означает нали­
чие у них общей вершины. В [151] доказано, что граф L 
•без петель является графом блоков, если и только если 
все блоки! есть полные графы. Обозначим через B"(G) 
л-ую итерацию перехода к графу блоков. Если ни один из 
блоков графа О не является компонентой связности, то 
В2 (О) изоморфен графу сочленений С (G) — вершинами С (G) 
служат точки сочленения G, и две различные вершины С (О) 
смежны, если и ТОЛЬКО если они принадлежат одному и 
тому же блоку [151]. Аналогичный результат имеет место 
•и ДЛЯ последних графов, именно, граф G без петель есть 
граф сочленений тогда и ТОЛЬКО тогда, когда каждый блок 
'О —полный граф. 

Граф клик H = K{G) графа G определяется следующим 
образом. Вершинами Н (G) являются . клики G, и две вер­
шины II {О) смежны, если соответствующие им клики G 
имеют хотя бы одну общую вершину G. Набор Ж полных 
подграфов Н обладает свойством У для пересечений, если 
в ZK какие бы ни взять Lv L2, . . , , L и если Lif}LJ=£0 для 

Р 
любых i, /6{1, 2, . . . , /?}, то П 1(ф0. Роберте [234] полу­
чил полное описание графов клик: граф И является графом 
клик некоторого графа G тогда и только тогда, когда в Н 
имеется набор Ж полных подграфов таких, что УС покрывает 
все ребра Н и Ж имеет свойство J. 

Теорема Крауса о существовании реберных графов в рабо­
те [246] обобщается 'следующим образом: локально конечный 
граф G «е более чем с одной петлей в каждой вершине явля­
ется реберным графом, если и только если он может быть раз­
бит на .полные подграфы, не имеющие общих ребер, так, что 
каждая вершина G принадлежит не более чем двум подгра­
фам. В i[223l доказано, что если граф-3 обладает свойствами. 
1) минимальная степень вершин G больше 43, 2) наименьшим 
характеристическим числом матрицы омежиостей A(G) явля­
ется 2, 3) число вершин, смежных одновременно обоим концам 
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любого ребра (x, у), меньше mm (d(x)—2, d(y)—2), то Gизо­
морфен реберному графу L(H) для некоторого Н. Обратно,. 
если G изоморфен L(H) с наименьшей степенью, большей 3,. 
то граф удовлетворяет условиям 2) и 3). Ранее Гоффман и 
Рой-Чоудхури охарактеризовали реберные графы конечных 
проективных и аффинных плоскостей, а также BIB-схем в тер­
минах собственных значений матриц смежностей этих графов. 
(полностью ими определяются). Комбинаторное описание ре­
берного графа проективной плоскости порядка п дано в [111]. 

Присоединенным графом A(G) графа G (в G могут быть 
петли и кратные ребра) называется граф, вершины которого 
соответствуют ребрам G, и две вершины в A(G) соединяются 
столькими ребрами, каково число вершин, общих соответст­
вующим ребрам в G. По индукции определяются повторно 
присоединенные графы: A'(G) —A (A1"1 (G)), 1>2. В статье Ме-
нона D200I дано полное описание множества конечных графов. 
G, для которых G=Al{G) при .некотором /. Именно, показано.. 
что следующие четыре утверждения эквивалентны: 1) G и 
Al(G) изоморфны для всех />0, 2) G и A'(G) изоморфны при 
некотором 1>\, 3) G не имеет петель и степени всех его вер­
шин равяы 2, 4) каждая связная компонента G является цик­
лом по крайней мере с двумя вершинами. 

Для ориентированного графа G без кратных дуг графом 
дуг L(G) называется ориентированный граф, множеством 
вершин которого являются дуги G, и в L(G) дуга идет из вер­
шины х в вершину у, если и только если в G конец дуги х 
совпадает с началом дуги у. В статье [56] получены необхо­
димые и достаточные условия, когда граф G' является гра­
фом дуг некоторого графа: G' должен разбиваться на сумму 
графов Li, удовлетворяющих условиям: 1) любые два графа 
Li, Lj [i¥=j) не имеют общих дуг, 2) каждый граф Li— или 
полный двудольный, ориентированный граф (дуги ориентиро­
ваны от вершин одного множества X к вершинам другого У),. 
или получается из полного двудольного добавлением новой 
вершины г с петлей и дугами, ведущими из всех вершин X к 
г и из г во все вершины Y, 3) каждая вершина х графа G' 
содержится или в одном, или в двух .графах Li, причем в по­
следнем случае х в одном из графов L1 принадлежит множе­
ству X, а в другом—множеству Y, 4) два различных графа 
Li, Lj имеют не более двух общих вершин, причем если таких 
вершин две, то одна из них — в Xi, а другая — в Y,- (или на­
оборот), 

Связный регулярный граф G является тотальным графом 
некоторого графа Н тогда и только тогда, когда: 1) в G име­
ется p( l+d/2) вершин и их степень 2d для некоторых нату­
ральных р я d таких, что 2<d<p—1, 2) G имеет точно р спе­
циальных вершин и 3) G = T(G0), где G0 — подграф G, обра­
зованный специальными вершинами U 58]. 
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