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С помощью применения прямого и обратного преобразований Меллина дано реше-
ние неоднородного дифференциального уравнения типа Эйлера с дробными произ-
водными Римана — Лиувилля на полуоси (0; +∞) в классе Iα0+ (L1(0; +∞)) функций,
представимых дробным интегралом порядка α с плотностью из L1(0; +∞) в терминах
дробного аналога функции Грина. Построены дробные аналоги функции Грина в том
случае, когда все корни характеристического многочлена различны, а также в случае,
когда среди корней характеристического многочлена есть кратные. Сформулированы
и доказаны теоремы разрешимости неоднородного дробно-дифференциального урав-
нения типа Эйлера на полуоси (0; +∞). Рассмотрены частные случаи и примеры.

Kлючевые слова: дробный интеграл Римана — Лиувилля, дробная производная Рима-
на — Лиувилля, прямое и обратное преобразования Меллина, дробный аналог функции Грина.

1. Решение неоднородного дифференциального уравнения
типа Эйлера дробного порядка на полуоси (0; +∞)

Напомним некоторые определения из теории специальных функций и инте-
гральных преобразований [1–7].

Определение 1. Обобщённая гипергеометрическая функция pFq (z) определена
для z ∈ C и ai, bj ∈ C, bj 6= 0 (i = 1, 2, . . . , p; j = 1, . . . , q) рядом:

pFq (z) ≡ pFq

[
a1, . . . , ap
b1, . . . , bq

| z
]

:=
∞∑
k=0

(a1)k · · · (ap)k
(b1)k · · · (bq)k

zk

k!
. (1)

Здесь (z)k — символ Похгаммера.

Известно, что ряд (1) абсолютно сходится для всех z ∈ C, если p ≤ q, и для

|z| < 1 и |z| = 1, Re

(
q∑
j=1

bj −
p∑
i=1

ai

)
> 0, если p = q + 1.

Определение 2. Для z ∈ C, ai, bj ∈ C и αi, βj ∈ R (αi, βj 6= 0; i = 1, 2, . . . , p; j =
1, 2, . . . , q) обобщённая гипергеометрическая функция Райта pΨq (z) определяется
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рядом

pΨq (z) ≡ pΨq

[
(ai, αi)1,p

(bj, βj)1,q
| z
]

:=
∞∑
k=0

p∏
i=1

Γ(ai + αik)

q∏
j=1

Γ(bj + βjk)

zk

k!
. (2)

Условия существования функции pΨq

[
(ai, αi)1,p

(bj, βj)1,q
| z
]
выражаются с помощью

вспомогательных величин ∆, δ и µ, определяемых формулами [8]

∆ =

q∑
j=1

βj −
p∑
i=1

αi, δ =

p∏
i=1

|αi|−αi
q∏
j=1

|βj|βj , µ =

q∑
j=1

bj −
p∑
i=1

ai +
p− q

2
.

Обобщённая функция Райта (2) может быть представлена как H-функция вида

pΨq

[
(ai, αi)1,p

(bj, βj)1,q

∣∣∣∣ z] = H1,p
p,q+1

[
−z
∣∣∣∣ (1− ai, αi)1,p

(0, 1), (1− bj, βj)1,q

]
.

Приведём определения и основные свойства интегральных преобразований Мел-
лина [1; 2; 4–7].

Определение 3. Прямое преобразование МеллинаM функции f(x) действитель-
ной переменной x ∈ R+ = (0; +∞) задаётся формулой

M{f (x)} = f ∗ (p) :=

∞∫
0

xp−1f(x)dx, p ∈ C,

а обратное преобразование МеллинаM−1 для x ∈ R+ — формулой

M−1 {f ∗ (p)} = f (x) :=
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

x−pf ∗ (p) dp, γ = Rep.

Приведём основные свойства преобразования Меллина:
1. Масштабирующее свойство:

M{f (ax)} = a−pf ∗ (p) , a > 0.

2. Свойство сдвига:
M{xaf (x)} = f ∗ (p+ a) .

3.
M{f (xa)} =

1

a
f ∗
(p
a

)
.

4.
M
{

1

x
f

(
1

x

)}
= f ∗ (1− p) .

5.
M{(lnx)nf (x)} =

d n

dp n
f ∗ (p) , n = 1, 2, 3, . . .

6. Преобразование Меллина от производной:

M
{
f (n) (x)

}
= (−1)n

Γ(p)

Γ(p− n)
f ∗ (p− n)
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при условии, что xp−r−1f (r)(x) = 0 при x→ 0, r = 0, 1, 2, . . . , n− 1.
7.

M
{
xnf (n) (x)

}
= (−1)n

Γ(p+ n)

Γ(p)
f ∗ (p) .

8. Преобразование Меллина от дифференциального оператора:

M

{(
x
d

dx

)2

f (x)

}
=M

{
x2f ′′(x) + xf ′(x)

}
= (−1)2p 2f ∗ (p) ;

M
{(

x
d

dx

)n
f (x)

}
= (−1)np nf ∗ (p) .

9. Преобразование Меллина от интеграла:

M


x∫

0

f(t)dt

 = −1

p
f ∗ (p+ 1) ;

M{Inf(x)} =M


x∫

0

In−1f(t)dt

 = (−1)n
Γ(p)

Γ(p+ n)
f ∗ (p+ n) ,

где Inf(x) — n-кратный интеграл от f(x), определяемый рекуррентным образом:

Inf(x) =

x∫
0

In−1f(t)dt.

10. Свойство свёртки: ЕслиM{f(x)} = f ∗ (p) иM{g(x)} = g∗ (p) , то

M [f(x) ∗ g(x)] =M

 ∞∫
0

f(t)g
(x
t

) dt
t

 = f ∗ (p) g∗ (p) .

11.

M [f(x) ◦ g(x)] =M

 ∞∫
0

f(xt)g(t)dt

 = f ∗ (p) g∗ (1− p) .

Заметим, что операция ◦ не коммутативна.
12. Равенство Парсеваля: ЕслиM{f(x)} = f ∗ (p) иM{g(x)} = g∗ (p) , то

M [f(x)g(x)] =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

f ∗ (s) g∗ (p− s) ds

или
∞∫

0

xp−1f(x)g(x)dx =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

f ∗ (s) g∗ (p− s) ds.

В частности, при p = 1 получим формулу Парсеваля для преобразования Мел-
лина:
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∞∫
0

f(x)g(x)dx =
1

2πi

γ+i∞∫
γ−i∞

f ∗ (s) g∗ (1− s) ds.

Рассмотрим формулы преобразования Меллина от некоторых функций.
A. Если f(x) = e−nx, где n > 0, то

M{e−nx} = f ∗(p) =

∞∫
0

xp−1e−nxdx =
1

np

∞∫
0

tp−1e−tdt =
Γ(p)

np
.

Б. Если f(x) = 1
1+x

, то

M
{

1

1 + x

}
= f ∗(p) =

∞∫
0

xp−1 dx

1 + x
=

1∫
0

tp−1(1− t)−pdt =

= B(p, 1− p) = Γ(p)Γ(1− p) =
π

sin pπ
.

В. Если f(x) = 1
(1+x)n

, то

M
{

1

(1 + x)n

}
= f ∗(p) =

∞∫
0

xp−1(1 + x)−ndx =

=

1∫
0

tp−1(1− t)n−p−1dt = B(p, n− p) =
Γ(p)Γ(n− p)

Γ(n)
,

где B(p, q) — бета-функция.
Г. Если f(x) = 1

ex−1
, то

M
{

1

ex − 1

}
= f ∗(p) =

∞∫
0

xp−1 1

ex − 1
dx =

∞∑
n=1

∞∫
0

xp−1e−nxdx =
∞∑
n=1

Γ(p)

np
= Γ(p)ζ(p),

где

ζ(p) =
∞∑
n=1

1

np
, Rep > 1,

есть известная дзета-функция Римана.

1.1. Дробный аналог функции Грина

На полуоси (0; +∞) рассмотрим неоднородное уравнение с конечным числом
дробных производных Римана — Лиувилля порядка α + n [8; 9]

n∑
k=0

akx
α+k

(
Dα+k

0+ y
)

(x) = f(x), (3)

где 0 < α < 1,
(
Dα

0+y
)

(x) — дробная производная Римана — Лиувилля, определяе-
мая формулой [8; 10; 11]

(
Dα

0+y
)

(x) =
1

Γ(1− α)

d

dx

x∫
0

y(t)dt

(x− t)α
.
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Решение y(x) будем искать в классе Iα0+ (L1(0; +∞)) функций, представимых
дробным интегралом порядка α с плотностью из L1(0; +∞). Обозначив y = Iα0+ϕ,
где ϕ ∈ L1(0; +∞), из (3) получим уравнение Эйлера

n∑
k=0

akx
α+kϕ(k) = f(x). (4)

Далее, используя формулы для преобразования Меллина [2; 4; 8; 10–13]

M (tαϕ(t)) = (Mϕ) (s+ α),

M
(
tα+1ϕ′(t)

)
= −(s+ α) (Mϕ) (s+ α),

M
(
tα+2ϕ′′(t)

)
= (s+ α + 1)(s+ α) (Mϕ) (s+ α), . . . ,

M
(
tα+nϕ(n)(t)

)
= (−1)n(s+ α + n− 1)(s+ α + n− 2) . . . (s+ α) (Mϕ) (s+ α),

возьмём преобразование Меллина от обеих частей уравнения (4):

(Mϕ) (s+ α) =
(Mf) (s)

P (s)
,

где

P (s) = (−1)nan(s+ α + n− 1)(s+ α + n− 2) . . . (s+ α) + · · · − a1(s+ α) + a0.

Тогда

xαϕ(x) =M−1 ((Mϕ) (s+ α)) =M−1

[
(Mf) (s)

P (s)

]
=

=M−1 [(MG) (1− s)(Mf) (s)] =

∞∫
0

G(t)f(xt)dt, (5)

где (MG) (1− s) = 1/P (s), откуда находим

G(x) =M−1

(
1

P (1− s)

)
=M−1

(
1

an(s− s1)(s− s2) . . . (s− sn)

)
.

Здесь корни s1, s2, . . . , sn не обязательно различны.
Функцию G(x) назовём дробным аналогом функции Грина для уравнения (3)

[8; 14]. Если ϕ(x) ∈ L1(0; +∞), то решение уравнения (3) получим в виде

y(x) = Iα0+

x−α ∞∫
0

G(t)f(xt)dt

 . (6)

1.2. Решение уравнения типа Эйлера на полуоси (0; +∞)
с помощью дробного аналога функции Грина

Выясним, при каких условиях формула (6) даёт искомое решение уравнения (3).
Пусть все корни s1, s2, . . . , sn многочлена P (1− s) различны. Тогда

MG(x) =
1

an(s− s1)(s− s2) . . . (s− sn)
=

A1

s− s1

+
A2

s− s2

+ · · ·+ An
s− sn

,
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где A1, A2, . . . , An могут быть найдены методом неопределённых коэффициентов.
Несложно показать, что тогда

G(x) =


A1x

−s1 + A2x
−s2 + · · ·+ Anx

−sn , 0 < x < 1,

0,

[
x ≤ 0,
x ≥ 1.

(7)

Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть все корни s1, s2, . . . , sn многочлена P (1 − s) различны,
функция f n раз дифференцируема и f, f ′, . . . , f (n) ∈ L1−α,1. Если Resj < α,
при всех j = 1, . . . , n, то уравнение (3) имеет единственное решение y(x) =

Iα0+

(
x−α

∞∫
0

G(t)f(xt)dt

)
, где G(t) — дробный аналог функции Грина (7).

Доказательство. 1. Покажем, что xαϕ(x) в (5) принадлежит L1−α,1. Пусть sj —
корень многочлена P (1− s). Имеем:

∞∫
0

x−αdx

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

1

tsj
f(xt)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
1∫

0

t−sjdt

∞∫
0

x−α|f(xt)|dx = [xt = τ, tdx = dτ ] =

=

1∫
0

tα−1−sjdt

∞∫
0

τ−α|f(τ)|dτ =

(
tα−sj

α− sj

)∣∣∣∣t=1

t=0

· ‖f‖L1−α,1 =
1

α− sj
· ‖f‖L1−α,1

при Resj < α, откуда вытекает, что xαϕ(x) ∈ L1−α,1.
2. Докажем, что функция xαϕ(x) дифференцируема. Пусть γ = 1−α, покажем,

что тогда интеграл
1∫
0

(A1t
1−s1 + A2t

1−s2 + · · ·+ Ant
1−sn) f ′(xt)dt сходится равномер-

но на любом отрезке [ε1, ε2] ∈ (0; +∞). Действительно,∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(
A1t

1−s1 + A2t
1−s2 + · · ·+ Ant

1−sn
)
f ′(xt)dt

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(
A1t

1−s1 + A2t
1−s2 + · · ·+ Ant

1−sn
)

(xt)γ−1(xt)1−γf ′(xt)dt

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

x1−γt1−γ
(
A1t

1−s1 + A2t
1−s2 + · · ·+ Ant

1−sn
) {

(xt)γ−1f ′(xt)
}
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ x1−γ

1∫
0

(
A1t

2−γ−s1 + A2t
2−γ−s2 + · · ·+ Ant

2−γ−sn
)
dt

1∫
0

|f ′(xt)|(xt)γ−1dt =

= x1−γ
(
A1

t3−γ−s1

3− γ − s1

+ A2
t3−γ−s2

3− γ − s2

+ · · ·+ An
t3−γ−sn

3− γ − sn

)∣∣∣∣t=1

t=0

·
1∫

0

|f ′(xt)|(xt)γ−1dt =

= [xt = τ ] = x1−γ
(

A1

3− γ − s1

+
A2

3− γ − s2

+ · · ·+ An
3− γ − sn

)
· 1

x

x∫
0

|f ′(τ)|τ γ−1dτ ≤
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≤ x−γ
(

A1

3− γ − s1

+
A2

3− γ − s2

+ · · ·+ An
3− γ − sn

)
·
∞∫

0

|f ′(τ)|τ γ−1dτ =

= x−γ
(

A1

3− γ − s1

+
A2

3− γ − s2

+ · · ·+ An
3− γ − sn

)
· ‖f ′‖Lγ,1 .

Поскольку x ∈ [ε1, ε2], то 0 < 1
xγ
< 1

ε1γ
, следовательно, по признаку Вейерштрасса

интеграл
1∫
0

(A1t
1−s1 + A2t

1−s2 + · · ·+ Ant
1−sn) f ′(xt)dt сходится равномерно на лю-

бом отрезке [ε1, ε2] ∈ (0; +∞), т. е. xαϕ(x) дифференцируема.
3. Докажем, что xα+1ϕ′(x) ∈ Lγ,1. Имеем

d

dx
(xαϕ(x)) = αxα−1ϕ(x) + xαϕ′(x),

ϕ′(x) = x−α
(
d

dx
(xαϕ(x))− αxα−1ϕ(x)

)
,

xα+1ϕ′(x) = x
d

dx
(xαϕ(x))− αxαϕ(x) =

= x

1∫
0

(
A1t

1−s1 + A2t
1−s2 + · · ·+ Ant

1−sn
)
f ′(xt)dt−

−α
1∫

0

(
A1t

−s1 + A2t
−s2 + · · ·+ Ant

−sn
)
f(xt)dt.

Введём обозначения

A(x) =

1∫
0

(
A1t

−s1 + A2t
−s2 + · · ·+ Ant

−sn
)
f(xt)dt,

B(x) = x

1∫
0

(
A1t

1−s1 + A2t
1−s2 + · · ·+ Ant

1−sn
)
f ′(xt)dt.

Так же, как в первом пункте доказательства, показывается, что A(x) ∈ Lγ,1.
Докажем, что B(x) ∈ Lγ,1. Действительно,

B(x) = x

1∫
0

(
A1t

1−s1 + A2t
1−s2 + · · ·+ Ant

1−sn
)
f ′(xt)dt =

= x
(
A1t

1−s1 + A2t
1−s2 + · · ·+ Ant

1−sn
) f(xt)

x

∣∣∣∣t=1

t=0

−

−x
1∫

0

f(xt)

x

[
A1(1− s1)t−s1 + A2(1− s2)t−s2 + · · ·+ An(1− sn)t−sn

]
dt =

=
(
A1t

1−s1 + A2t
1−s2 + · · ·+ Ant

1−sn
)
f(xt)

∣∣∣∣t=1

t=0

−
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−
1∫

0

[
A1(1− s1)t−s1 + A2(1− s2)t−s2 + · · ·+ An(1− sn)t−sn

]
f(xt)dt =

= (A1 + A2 + · · ·+ An) f(x)−

−
1∫

0

[
A1(1− s1)t−s1 + A2(1− s2)t−s2 + · · ·+ An(1− sn)t−sn

]
f(xt)dt ∈ Lγ,1.

Доказательство проводится так же, как и для A(x). Здесь использовалась формула
интегрирования по частям:

u = A1t
1−s1 + A2t

1−s2 + · · ·+ Ant
1−sn , dv = f ′(xt)dt,

du =
[
A1(1− s1)t−s1 + A2(1− s2)t−s2 + · · ·+ An(1− sn)t−sn

]
dt, v =

1

x
f(xt).

4. Аналогично доказывается, что xα+νϕ(ν)(x) ∈ Lγ,1 при всех ν = 1, . . . , n. Тео-
рема доказана.

Пусть среди корней многочлена P (1 − s) есть кратные. Без ограничения общ-
ности будем считать, что s1 — корень кратности l1, s2 — корень кратности l2, sk —
корень кратности lk, причём l1 + l2 + · · ·+ lk = n. Тогда

MG(x) =
1

an(s− s1)l1(s− s2)l2 . . . (s− sk)lk
=

=
A11

s− s1

+
A12

(s− s1)2
+ · · ·+ A1l1

(s− s1)l1
+ · · ·+ Ak1

s− sk
+

Ak2

(s− sk)2
+ · · ·+ Aklk

(s− sk)lk
.

В этом случае дробный аналог функции Грина имеет вид

G(x) =


k∑
j=1

lj∑
mj=1

Akm
(−1)mj−1

(mj−1)!
x−sj lnmj−1 x, 0 < x < 1,

0,

[
x ≤ 0,
x ≥ 1.

(8)

Имеет место

Теорема 2. Пусть среди корней многочлена P (1− s) есть кратные, функция f
n раз дифференцируема и f, f ′, . . . , f (n) ∈ L1−α,1. Если Resj < α, где j = 1, . . . , k,

то уравнение (3) имеет единственное решение y(x) = Iα0+

(
x−α

∞∫
0

G(t)f(xt)dt

)
, где

G(t) — дробный аналог функции Грина (8).

Доказательство. Достаточно показать, что

1∫
0

lnm t

ts
f(xt)dt ∈ L1−α,1(0; +∞) ∀m ∈ N ∀s < α.

Имеем ∣∣∣∣ lnm tts

∣∣∣∣ ≤ M

ts+ε
(9)
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при t→ 0, гдеM > 0 — постоянная, ε > 0 — достаточно малое, такое, что s+ε < α.
Тогда

∞∫
0

x−αdx

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

lnm t

ts
f(xt)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫

0

x−αdx

1∫
0

| lnm t|
ts
|f(xt)|dt ≤

≤
∞∫

0

x−αdx

1∫
0

M

ts+ε
|f(xt)|dt ≤

1∫
0

M

ts+ε
dt

∞∫
0

x−α|f(xt)|dx =

= [xt = τ ] = M

1∫
0

tα−1−s−εdt

∞∫
0

τ−α|f(τ)|dτ =
M

α− s− ε
· ‖f‖L1−α,1

при s+ ε < α. Отсюда следует, что xαϕ(x) ∈ L1−α,1.
Утверждения о том, что xα+νϕ(ν)(x) ∈ Lγ,1 при всех ν = 1, . . . , n, доказываются

с учётом (9) так же, как в теореме 1.

2. Уравнение типа Эйлера с двумя дробными производными
Римана — Лиувилля
Рассмотрим неоднородное уравнение с двумя дробными производными Рима-

на — Лиувилля порядка α + 1 [8; 9]

xα+1
(
Dα+1

0+ y
)

(x) + λxα
(
Dα

0+y
)

(x) = f(x). (10)

Потребуем, чтобы f, f ′ ∈ L1−α,1. Обозначив y = Iα0+ϕ, где ϕ ∈ L1(0; +∞), из (10)
получим уравнение Эйлера

xα+1dϕ (x)

dx
+ λxαϕ (x) = f(x).

В этом случае многочлен P (1 − s) = s + λ − α − 1 имеет единственный корень
s = α + 1− λ и дробный аналог функции Грина имеет вид

G(x) =


xλ−α−1, 0 < x < 1,

0,

[
x ≤ 0,
x ≥ 1.

Пусть λ > 1. Тогда выполнены условия теоремы 1 и уравнение (10) имеет един-
ственное решение (6).

Пример 1. Рассмотрим на полуоси (0; +∞) неоднородное дифференциальное
уравнение порядка 3/2

x
3
2

(
D

3
2
0+y
)

(x) + x
1
2

(
D

1
2
0+y
)

(x) =
x

1
2

1 + x2
. (11)

Правая часть f(x) = x
1
2

1+x2
∈ L 1

2
,1. Решение y(x) будем искать в классе

I
1
2
0+ (L1(0; +∞)) функций, представимых дробным интегралом порядка 1/2 с плот-
ностью из L1(0; +∞).

Обозначив y = I
1
2
0+ϕ, где ϕ ∈ L1(0; +∞), из (11) получим уравнение

x
3
2
dϕ (x)

dx
+ x

1
2ϕ (x) =

x
1
2

1 + x2
. (12)
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Далее возьмём преобразование Меллина от обеих частей уравнения (12):

M
(
ϕ

(
1

2
+ s

))
=
M
(

x
1
2

1+x2

)
1
2
− s

.

Введём в рассмотрение дробный аналог функции Грина:

G(x) =M−1

(
1

P (1− s)

)
=M−1

(
1

s− 1
2

)
.

ТогдаMG(x) = 1
s− 1

2

. Нетрудно показать, что тогда

G(x) =

 x−
1
2 , 0 < x < 1,

0,

[
x ≤ 0,
x ≥ 1.

Отсюда находим:

x
1
2ϕ(x) =

∞∫
0

G(t)f(xt)dt =

1∫
0

t−
1
2

(xt)
1
2

1 + (xt)2
dt = x

1
2

1∫
0

dt

1 + (xt)2
=

arctg x√
x

.

Итак,

ϕ(x) =
arctg x

x
, y(x) = I

1
2
0+ϕ(x) =

1

Γ(1
2
)

x∫
0

ϕ(t)dt

(x− t) 1
2

=

=
1√
π

x∫
0

arctg tdt

t(x− t) 1
2

= [t = xτ ] =
1√
π
√
x

1∫
0

arctg (xτ)dτ

τ(1− τ)
1
2

=

=
2
√
x√
π

4F3

(
1

2
,
1

2
, 1, 1;

3

4
,
5

4
,
3

2
;−x2

)
.

Заметим, что уравнение (11) можно решить без использования дробного аналога
функции Грина на основе непосредственного вычисления интеграла Меллина —
Барнса с помощью теоремы Слейтер [12].

Применим к обеим частям уравнения (11) прямое преобразование Меллина:

M
(
x

3
2

(
D

3
2
0+y
)

(x) + x
1
2

(
D

1
2
0+y
)

(x)
)

=M

(
x

1
2

1 + x2

)
.

Вычислим:

M

(
x

1
2

1 + x2

)
=

∞∫
0

t
1
2

1 + t2
ts−1dt =

∞∫
0

dt

(1 + t2)t
1
2
−s
.

Для вычисления интеграла сделаем замену переменной:

t =
√
τ , dt =

dτ

2
√
τ
,

тогда
∞∫

0

dt

(1 + t2)t
1
2
−s

=
1

2

∞∫
0

τ
s
2
− 3

4dτ

1 + τ
=
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=
1

2
B

(
s

2
+

1

4
,
3

4
− s

2

)
=

1

2
Γ

(
s

2
+

1

4

)
Γ

(
3

4
− s

2

)
.

Далее,

M
(
x

3
2

(
D

3
2
0+y
)

(x) + x
1
2

(
D

1
2
0+y
)

(x)
)

=
Γ(1− s)
Γ(1

2
− s)

(
1

2
− s
)

(My) (s).

Итак,
Γ(1− s)
Γ(1

2
− s)

(
1

2
− s
)

(My) (s) =
1

2
Γ

(
s

2
+

1

4

)
Γ

(
3

4
− s

2

)
,

(My) (s) =
1
2
Γ
(
s
2

+ 1
4

)
Γ
(

3
4
− s

2

)
Γ
(

1
2
− s
)

(1
2
− s)Γ (1− s)

.

Решение уравнения (11) задаётся интегралом Меллина — Барнса [12]:

y(x) =
1

4πi

γ+i∞∫
γ−i∞

Γ
(
s
2

+ 1
4

)
Γ
(

3
4
− s

2

)
Γ
(

1
2
− s
)

(1
2
− s)Γ (1− s)

x−sds.

Вычислим его с помощью теории вычетов на основе теоремы Слейтер [12]:

y(x) =
∞∑
m=0

res
s=− 1

2
−2m

Γ
(
s
2

+ 1
4

)
Γ
(

3
4
− s

2

)
Γ
(

1
2
− s
)

(1
2
− s)Γ (1− s)

x−s =

=
2
√
x√
π

∞∑
m=0

(−1)m(2m)!(2x)2m

(2m+ 1)(4m+ 1)!!
=

2
√
x√
π

4F3

(
1

2
,
1

2
, 1, 1;

3

4
,
5

4
,
3

2
;−x2

)
.

3. Уравнение типа Эйлера с тремя дробными производными
Римана — Лиувилля
Рассмотрим неоднородное уравнение с тремя дробными производными Рима-

на — Лиувилля порядка α + 2 [8; 9]

xα+2
(
Dα+2

0+ y
)

(x) + µxα+1
(
Dα+1

0+ y
)

(x) + λxα
(
Dα

0+y
)

(x) = f(x). (13)

Потребуем, чтобы f, f ′, f ′′ ∈ L1−α,1. Обозначив y = Iα0+ϕ, где ϕ ∈ L1(0; +∞), из (13)
получим уравнение Эйлера

xα+2d
2ϕ (x)

dx2
+ µxα+1dϕ (x)

dx
+ λxαϕ (x) = f(x). (14)

Далее, используя формулы для преобразования Меллина [1, 2, 4–7]

M (tαϕ(t)) = (Mϕ) (s+ α),

M
(
tα+1ϕ′(t)

)
= −(s+ α) (Mϕ) (s+ α),

M
(
tα+2ϕ′′(t)

)
= (s+ α + 1)(s+ α) (Mϕ) (s+ α),

возьмём преобразование Меллина от обеих частей уравнения (14):

(Mϕ) (s+ α) =
(Mf) (s)

P (s)
.
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Введём в рассмотрение дробный аналог функции Грина:

G(x) =M−1

(
1

P (1− s)

)
=M−1

(
1

(s− s1)(s− s2)

)
.

Пусть Res1 < α, Res2 < α. Возможны следующие случаи:
1. Пусть s1, s2 — различные корни многочлена P (1− s). Тогда

MG(x) =
1

(s− s1)(s− s2)
=

1

s1 − s2

(
1

s− s1

− 1

s− s2

)
.

Несложно показать, что тогда

G(x) =


1

s1−s2 (x−s1 − x−s2) , 0 < x < 1,

0,

[
x ≤ 0,
x ≥ 1.

2. Пусть s1 — корень кратности 2 многочлена P (1− s). Тогда

MG(x) =
1

(s− s1)2
.

Несложно показать, что тогда

G(x) =


x−s1 − x−s1 lnx, 0 < x < 1,

0,

[
x ≤ 0,
x ≥ 1.

В обоих случаях выполняются условия теоремы 1 и теоремы 2 соответственно
и уравнение (13) имеет единственное решение (6).

Пример 2. Рассмотрим на полуоси (0; +∞) неоднородное дифференциальное
уравнение порядка 5/2

δx
5
2

(
D

5
2
0+y
)

(x) + µx
3
2

(
D

3
2
0+y
)

(x) + λx
1
2

(
D

1
2
0+y
)

(x) = f(x), δ 6= 0.

Здесь корни s1 и s2 многочлена P (1− s) имеют вид

s1,2 =
4δ − µ±

√
D

2δ
, D = (4δ − µ)2 − δ(3δ − 6µ+ 4λ).

Частное решение задаётся как

y(x) =

∫ 1

0

G(t)f(xt)dt.

Если s1 6= s2 6= 1
2
− k для любого k ∈ N0, то

G(x) =
x−

1
2

δ
2Ψ3

[
(s1 − 1

2
, 1), (s2 − 1

2
, 1)

(1
2
,−1), (s1 + 1

2
, 1), (s2 + 1

2
, 1)
| −x

]
+

+
1√
D

[
Γ(s1 − 1

2
)

Γ(s1)
x−s1 −

Γ(s2 − 1
2
)

Γ(s2)
x−s2

]
=

=
x−

1
2

δ(s1 − 1
2
)(s2 − 1

2
)Γ(1

2
)

3F2

[
1
2
, s1 − 1

2
, s2 − 1

2

s1 + 1
2
, s2 + 1

2

| x
]

+

+
1√
D

[
Γ(s1 − 1

2
)

Γ(s1)
x−s1 −

Γ(s2 − 1
2
)

Γ(s2)
x−s2

]
.
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REPRESENTATION OF SOLUTIONS TO THE EULER TYPE
DIFFERENTIAL EQUATION OF FRACTIONAL ORDER
USING THE FRACTIONAL ANALOGUE OF THE GREEN’S FUNCTION

N.V. Zhukovskaya

Belgorod State National Research University, Belgorod, Russia
nataliazhukouskaya@gmail.com

A solution to the nonhomogeneous Euler-type differential equation with Riemann —
Liouville fractional derivatives on the half-axis (0; +∞) in the class Iα0+ (L1(0; +∞))

of functions represented by the fractional integral of the order of α with a density
from L1(0; +∞) in terms of the fractional analogue of the Green’s function is given
by using the direct and inverse Mellin transforms. Fractional analogues of the Green’s
function are constructed in the case when all roots of the characteristic polynomial
are different, and also in the case when there are multiple roots among the roots of
the characteristic polynomial. Theorems of solvability of the nonhomogeneous fractional
differential equations of Euler-type on the half-axis (0; +∞) are formulated and proved.
Special cases and examples are considered.

Keywords: fractional Riemann — Liouville integral, Riemann — Liouville fractional derivative,
direct and inverse Mellin transforms, fractional analogue of the Green’s function.
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