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1962 
И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 

МАТЕМАТИКА Ms 4 (29) 

В. И. Войлоков 

К ПРИБЛИЖЕННОМУ И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Ю НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ У Р А В Н Е Н И Й КОЛЕБАТЕЛЬНОГО 

ДВИЖЕНИЯ С О Д Н О Й С Т Е П Е Н Ь Ю С В О Б О Д Ы 

§ 1. Свободные колебания 

1°. Рассмотрим уравнение 

х -4- х -f- а / ( х , х) = 0, (1) 
где а — малый параметр, f (х, х)— аналитическая функция перемен­
ных х и х. Большей частью это полиномы небольшого числа чле­
нов вида a^xxj не ниже второй степен-и, т. е. i-\-j"^-2, с постоян­
ными коэффициентами а у . К уравнению (1) приводятся уравнения 
более общего вида х -}- т2х-j- а : ft (х, х) = 0, если принять т = ш^, 
•а = , / ( л , JC) за преобразованную функцию / , (л, л) и если за ИСКО-

с и 3 

мой функцией и её производными сохранить те же обозначения. 
Один из методов приближенного решения уравнений (1), удовлет­

воряющих начальным условиям х(0) = а и JC(0) = 0, заключается в 
том, что решение ищется в виде ряда x = x0-\-a.x1-\-a2x2

Jr... и для 
того, чтобы в решении не появлялись вековые члены t cos i, tsint, 
квадрат частоты или частоту (например, в [1] и [2]) также разла­
гают в ряд с неопределенными коэффициентами, которые затем 
определяются из условия периодичности последующих приближений. 

Найденное таким образом решение описывает колебания с час­
тотой, зависящей от начального отклонения системы, каким бы ма­
лым это отклонение ни было, и от малого параметра а. 

В других случаях уравнение (1) или „линеаризируют" различными 
приёмами (например, в [3] и [4]), или пренебрегают величиной 
а / (х, х) вследствие малости а и малых колебаний системы. В обоих 
случаях решение нелинейного уравнения приводится к решению ли­
нейного, причем при „линеаризации" в какой-то степени учитыва­
ются особенности нелинейного уравнения, а при другом методе пред­
полагается, что уравнение (1) для малых колебаний имеет решение 
периода 2я, которое получается из решения нелинейного, уравнения 
при а = 0. 

Однако, какой величины малости совершаются колебания периода 
2тг7 не указывается. Не дается также обоснование тому, что урав­
нения вида (1) имеют решение периода 2г. для малых значений па­
раметра (например, для |<х | < 1 ) . 
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В данной работе указывается метод отыскания приближенных 
периодических решений периода 2к для уравнений вида (1), рассма­
триваются условия существования этих решений, их количество и 
величины отклонений системы от положения равновесия. Устойчи­
вость получаемых решений можно рассматривать методом, указан­
ным в [2]. Полученные результаты затем используются для прибли­
женных решений нелинейных уравнений, описывающих вынужденные 
колебания. 

2°. Вместо (1) рассмотрим вспомогательное уравнение 

х+х+а/(х, х) - Н а п и = а я + Ъ с , (1.1) 

решение которого будем искать в виде ряда 

. X = XQ-^aXj^ + а 2 х 2 + . . . - f alXi-f ... (1.2) 

Подставляя ряд (1.2) в функцию f{x, х) и разлагая эту функцию в 
степенной ряд по возрастающим степеням а, получим 

fix, x)=f0{x0, х0)+~а df дх . df дх 
дх dz $'х да 

- \ - a f2(x0, Х0, Х1г Xj) - j ~ ••• - j - a f i (x0, X0, ... , Xi) 

a = 0 (1.3) 

Допустим, что функция fix, x) содержит хотя бы одно слагаемое 
а,цХ1х', в котором есть нечётное число. Тогда в уравнении (1.1) 
нужно положить я = 1 . Если во всех слагаемых функции f(x,x) 
сумма i •+у — чётное число, то величину п нужно брать равной 2 . 

Рассмотрим случай, когда (г-(-у) — нечётное число, т. е. я = 1 . 
Подставляя ряд (1.2) в уравнение (1.1),- располагая обе части этого 
уравнения по возрастающим степеням а с учётом (1.3) и уравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях а, получим 

х0 + х0 = 0, (1.4) 

Х1 ~\~ x i — ~ ~ / о ( Ло> -*о) — ^"*о. (1-5) 

— XXj + ^ o , (1.6) 

xi~\~Xi— fi—l(X0> Х 0 > ••• ' Xi~l) ^Xi~l ~Т~ Xi-2- (1-7) 

Чтобы ряд (1.2) имел период- 2ir, необходимо наличие того же 
периода в каждом из решений х0, xv х2,..., х-г Из (1.4) имеем 

х0 = а0 cos t-\- b0 sin t. (1.8) 

Разлагая левую часть в (1.5) в ряд Фурье и ограничиваясь его» 
конечным отрезкам, получим 

x i + x i = — [М 0 (а 0 , b0) + Ха0] cos t — [Д/0 (а0, b0)-\-U0] sin t — 
и 

~ S imk j cos kt -j— nk j sin kt), (1.9) 
k=2 

где /j — наибольшая кратность дуг косинусов и синусов. 
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Для того, чтобы хх было периодическим, необходимо и доста­
точно, чтобы 

М0(а0, £0) + А а 0 = 0 , 1 0 ) 

N0(a0, b0) + U0 = 0. 
Не останавливаясь пока на вопросе о разрешимости уравнений (1.10), 
допустим, что из них а 0 и Ь0 определены. Тогда из уравнения (1.9; 
имеем 

S m, , cos kt + , sin kt 
_fcJ ШЛ . (1.11) 

К2 — 1 

Подставляя x0, xx в уравнение (1.6), разлагая функции (~Л хх 

\ ОХ / С £ = 0 
df \ 

——•) х, в конечный ряд по косинусам и синусам кратных дуг 
дх / а = 0 

и группируя, получим 

х2 + х2 = [—Мх{а0, Ь0, ах, bx) - 1ах + а 0 ] cos t-\- [ - N x (а 0 > 60, о,, 6,)— 

— ^bx -j- sin *
 — S ( т й, 2 c o s ^ +

 nk, 2 s i n ^0- (1.12) 
ft=2 

Для периодичности х2 необходимо и достаточно, чтобы 
-Мх(а0, b0, ах, bx)-lax-±a0 = 0, 
- ^ ( а 0 , Ь0, аи Ьг)-Щ + Ь0 = 0. 1 ' ) 

В этих уравнениях величины ах и #j содержатся в первой степени. 
Если определитель этой системы не равен нулю, то ах и Ъх опреде­
лятся (см. п. 5°). При таком выборе ах и Ьх функция х2 будет 

, «Л т. „ cos kt 4- я, „ sin *« . ч 
x 2 = a 2 c o s ^ + & 2 s i n ^ + \Т^ГГ ( L 1 4 ) 

Произвольные постоянные a2 и h2 определятся из условия перио­
дичности х3 и выразятся через а0 и Ь0. 

Допустим, что функции х0, хх, х2,..., Xi_x найдены и оказались 
периодическими. Тогда хь определится из уравнения (1.7). Если 
х0, хх, х2,.,. подставить в функцию ft_x (х 0 , х0,..., xt_x) и разло­
жить ее в ряд Фурье, то уравнение (1.7) примет вид 

xi + •*, = [— (а 0, Ь0,..., а,_и *,_,) — Xa,_i + а,_2] cos * + 
+ [ - (а 0, £ 0 , . . . , a-L_x, bt_x) - Хй,._, + ft,_2] sin < -

(1.15) 
- Yi i C 0 S

 k t
 ~ Г Л * . / S I N ЭД> 

fc=2 

где ягА. t- и /гй> — коэффициенты Фурье в разложении функции 
fi-i (х0, х0,..., Х[_х) в ряд. Чтобы х( было периодическим, необходимо 
и достаточно выполнение следующих уравнений: 

- ^ - i K . & o . - , « н . У - Ц - 1 + а и = ° . (1.1 G) 
" ty-i (<h> h0,..., а ( ._„ •*,_,) - Щ_х + *,_2 = 0. 
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Если определитель этой системы не равен нулю, то а(_х и bt_t 

определятся. Тогда из (1.15) получим 

h 
, ти • c o s kt+ п. . sin kt 

jfi = a i c o s / + * / . s i n < + 2 J — — ~ (1-17) 
Подставляя значение x0, xv..., xt в ряд (1.2), решение уравнения 
(1.1) получим в виде 

/ , 
ти , cos kt + и sin £ Ь 

л )-ь х = а0 cos ^ + & 0 sin t + а ^ а , cos t -f- ^ sin t -f- T̂j 
£2 — l 

ft=2 

' a /я. • cos kt + n sin &f , • / , , , V4 m u о cos kt -+- я . „ sin Kt \ 

-r-.a 2(a 2cos/ + ^ s i n ^ + 2]-^ ^ — p ) - ( - . . . + 
.4=2 

, / , r i m. .cos'kt + n. .s'inkt \ 
+ a^aicost+biSint+^j^ ^ - A i ) + . . . 

fe=2 

Перегруппировав слагаемые, это решение можно записать так: 

i 1 h i j 

k=0 • k=0 ft=2 j=l 

+ 'SS^T" B " - ( U 8 > 

ft=2 y=l 

где некоторые коэффициенты и n k j равны нулю (например, 
#4+1,2 И й г а + 1 . 2 ) . 

В полученном решении содержатся две произвольные постоян­
ные: at и 6г. Эти величины определим из начальных условий. Чтобы 
(1.18) было решением порождающего уравнения, начальное отклоне­
ние системы должно совпадать с а0, т. е. х(0) = а = <20. 

а/т. 
Из (1.18) при ^ = 0 получим Я 0 = ^ a f eaA 4" ^ ^ j ^ - ^ - y • ДиффереНЦИ-

^ О k=2j=i 
руя ряд (1.18) (правомочность этого будет показана), при 2f = 0 по­
лучим 

Из последних двух уравнений определим alat и а'£г-. Будем иметь-
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Подставляя значения alat и <х'#; в (1.18), получим приближенное реше­
ние уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям, в виде 

х = ап cos t — cos t EE-
£ = 2 j=l 

aim 

• " "EE - ^ H -№— 1 

aim, . «-i aln. 

A = 2 / = l 

+EE , cos kt + У! V! ": ' sin kt. 
£ = 2 y = l h=2 j=l 

(1.19) 

3°. Рассмотрим вопрос о сходимости решения (1.19). Пусть про­
цесс приближения продолжен неограниченно. Это значит, что при 
г—>оо и /г—>оо, т. к. Тогда решение (1.19) примет вид 

со со 

х = а0 cos t — cos £ 
aJkn 

^ J ^ j A 2 — 1 
ft=2 ;'=1 

ZJ ZJ ^3 —1 

k=2 j=l 

+ Y Vr?4 COS М + УУ sin ft/. 
(1.20) 

ZJ ZJ k2 — 1 Z J Z J fea — 1 

й=2 ./=1 ft=2 7=1 

Покажем, что ряд (1.20) и ряды, получающиеся из него одно-и дву­
кратным дифференцированием, сходятся. Сначала выясним вид коэф­
фициентов mh,j и nkJ и дадим их оценку. Из (1.3) имеем 

f{x, x)=f0(х0, х 0 ) + о / а ( х 0 , х 0 , х1гх,) + а%(х0,...,х2)-f-...-f 

+'**/*(*<»•••.•**)» 
где 

_ J _ 
^ % ( Л 0 > Х0> ••• > ^ A - l ) ~Ь 

+ ( а/ \ ft!x. + ( - f ) 
\ дх /«=( 

ft!xb 
(1.21) 

/ а = 0 \ Ctt / « = 0 

ft = l , 2, 3 , . . . , а функция Fk(xo> хо>---> xk-i) содержит частные 
производные высшего порядка функции f(x, х) по х и х при а = 0. 

Допустим, что для достаточно большого значения k функции х0г 

X j , . . . , xk определены, оказались периодическими и ограниченными. 
Тогда для определения xk+1 будем иметь уравнение, аналогичное 
уравнению (1.7) при i = k-\-l 

xk+i + xk+i — ~fk (xo> xo> ••• > xk) ~ ^xk "b xk-v (1.22) 

Разлагая fk{x0, x0,..., xk) в ряд Фурье, получим 

fk(x0, х 0 , . . . , xk) = Mk(aQ, b0,..., ak, bk)cost-\-
'* 

+ Nk {a0, b0,..., ak, bh) sin t -f- £ cos ft/ + « f t sin kt), 
A = 2 

где 

/я* 
2TC 

0 

2K 

cos ktdt. 

sin ft/. 

(1.23) 
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Так как функция f(x, х) аналитическая, то все ее частные про­
изводные по х, х, содержащиеся в составе fk(x0,...,xk), при огра­
ниченных значениях х0, хи х2,..., х.к будут ограниченными периоди­
ческими функциями /. Более того, они будут непрерывными функ­
циями, т. к. являются тригонометрическими полиномами. Следова­
тельно, коэффициенты тк и пк из (1.23) определятся и будут иметь 
вид / » f t = ~ * - ; nk = —^-. Дифференциальное уравнение (1.22) примет 

вид 

xk+i-Jrxk+1 = [—Mk(a0, * „ , . . . , ak, bk)-kak + ak_Acost + 
- Н — Nk{a0, * „ , . . . , ak, Ьк) — Щ + b^jsint-

2 (mk cos kt - J - nk sin kt) — X ^ (/гг cos г/ + gt sin i/) - f - (1.24) 
k=2 1=2 

^(rjcos j't-\-Sj sin jt), 

где 

П. — = Ъ1 (Г : 
1 b ' ( i - l ) ! ( i » - l ) . < » - 1 ) ! 

^ £ j _^ £ / __ F'j ^ /у 
0 ( У - 2 ) ! ( / • - ! ) (У—2)! ' S y ( у - 2 ) ! С / * - ! ) ( y _ 2 j | ' 

причем Q , А- , Е) и F / — постоянные коэффициенты, аналогичные Ак 

и Д А . 

При условии периодичности x f e + 1 уравнение (1.24) примет вид 

' lJ 
xk+l + xk+l = — 2 Kmk + X ^ f e - Г й ) C O S ft/ + ( Л Л + ~kgk - 5 f t) S i n ft/] — 

— Yi KmkJT^nk)cos ^ + (nk 4- g ^ ) s i n ft/] — S ( O T A c o s ft^4- s i n ft/). 

Суммарные коэффициенты при c o s ft/ и s i n ft/ в правой части этого 
уравнения и являются теми коэффициентами mkj и nKj, которые со­
держатся в (1.20). 

Таким образом, имеем 

__ Ек 
' к ft! ( f e - 1 ) ! (/ 

1 
(ft - 2 ) 

xck 

ft! 1 

- 1 ) ' ft-1 

X D f e 

(1.25) 
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причем Ek = F k = 0 при ft > If, Ck = Dk = 0 при ft> ££и 1к>1\> lj. 
Аналогично (1.25) при переходе от к к fti-f-1 получим 

т 
1 

*+1 ;У ' 

n k + l J — 

( f t - 1 ) ! 

1 

ft+1 

ft(A + l ) 
ft+J 

(А—1)1 
ft+i ft+1 ' f̂t+i 

(1.26) 

Далее, из (1.25) и (1.26) будем иметь 

i m f e , y l < - — 

ft, У 

. / ft+1 

% 1 ( / 1 < 7 1 [ Г " ( f t - 1 ) ! 

3<?ft+l 
( f t - 2 ) ! ' , Л * + 1 ' у | < ( f t - 1 ) ! 

где Рк-~ модуль наибольшей из величин 

Q f t —модуль наибольшей из величин 

Pk+l — модуль наибольшей из величин 

xcfe 

ft(ft—1) ' ft — 1 
И £ ь 

ft(ft-l) ' ft —1 
и F, к' 

ft+i ft+i 
ft(ft+ 1) ' ft 

В л/) 
Qk+i ~ модуль наибольшей из величин •———, —k-^- и Fk+1. 

ft (ft + 1) ft 
Рассмотрим теперь сходимость ряда, получающегося из (1.20) 

после двукратного дифференцирования. Имеем х£= — а0 cos t - j -

ft=2 /'=1 fc=2 у'=1 ft=2 У=1 

й=2 У=1 

Наихудшую сходимость имеют два последних ряда. Рассмотрим 
со со 

один из них, именно > > 'ft; У , , cos kt. Так как коэффициенты 
Ami Ami 1 k ' 2 

ft=2 y = I 
mft.y- и nhj не зависят от у (у указывает принадлежность ж й у и nkjj 
к У)-, то будем иметь 

ftW/я СО 00 

ft=2 у = 1 

C O S ft/ < 
ft=2 

По признаку Даламбера, ряд у *ч,у 
ft=2 

сходится. Действитель­

но, с учетом оценки mkj и nkj имее м 
lim 

: lim • 

- l i m ^ ^ ' " W l 1 - * ' 
„ ^ > M | а я | ft^» ! 1 - (ft + 1) 2 | & I m f e . I 

( f t + l ) 2 3 | ^ + 1 | | l - f t 2 | ( f t - 2 ) ! — = lim •ft+i 
l l - ( f t + l ) 3 | ( f t - l ) ! 3 | p f e | f t 2 

= 0. 
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Значит 
со со 

\ ~ Ч k2m 

ft=2 j=l 

т. е. рассматриваемый ряд абсолютно сходится при любом t. По та­
ким же соображениям сходится и последний ряд из х. Так как рас­
смотренный ряд является мажорантным по отношению к первым 
двум рядам из х, то они также абсолютно сходятся. 

Таким образом, величина х будет ограниченной при любом t. 
Рассмотренный ряд будет мажорантным и для х и х. Значит, они 
также абсолютно сходятся. А это дает возможность определения 
alat и а'Ь; по начальным условиям. 

Из сходимости рассмотренных рядов вытекает, что функция (1.20) 
является решением уравнения (1.1), а значит и уравнения (1), т. к. 
при Х. = <х уравнение (1.1) переходит в уравнение (1). Функция (1.19) 
будет приближенным решением уравнения (1) с точностью до а1 

включительно, т. к. х + х-f-а/\х, x) = a.i+lfi(xQ, x0,...,xt, xt)-\-... 
4°. Рассмотрим вопрос о разрешимости уравнений (1.10) при Х- = а. 

Имеем 

NQ(a0, b0)-{-ab0 = 0. 
М0 (а0, b0) и М0 (а0, Ь0) — рациональные многочлены относительно а0 

и Ь0, поэтому для разрешимости уравнений (1.27) необходимо, чтобы 
результант многочленов <рх (aQ, Ь0) = Л10(а0, Ь0)-\-ш0 и <р2(ао> *о) = 

= N0(a0, b0)-\-ab0 [6] был равен нулю: 

Уравнение (1.28) является алгебраическим уравнением относительно 
а0 или Ь0 в степени, зависящей от вида функции f(x, х). 

Таким образом, система (1.27) будет иметь действительное ре­
шение, если действительные корни имеет уравнение (1.28). Отделе­
ние корней этого уравнения можно провести, например, методом 
Штурма. Так как функция f(x, х) не содержит слагаемых первой 
степени и свободного члена, то это же будет справедливо по от­
ношению к функциям M0(aQ, Ь0) и N0(a0, b0). Отсюда следует, что 
система (1.27) содержит тривиальное решение а0=Ь0 = 0, соответ­
ствующее положению равновесия. Далее, если из системы (1.27) 
исключить а, то 

b0M0(a0, b0)~a0N0(a0, &0) = 0, (1.29) 

т. е. на плоскости а0, Ь0 имеем, вообще говоря, уравнение некото­
рой кривой, проходящей через начало координат. 

г Может случиться, что оно распадётся на два или более уравне­
ний, если в составе M0(q0, Ь0) и N0(aQ, b0) имеются общие множи­
тели, т. е. 
b0M0(a0, b0)-a0N0(a0, b0) = h(a0, b0)[b,Ji1(a0, b0)-a0h2(a0, *„)] = 0 . 

(1.30) 
Если Л(0, 0 ) ^ 0 , то л(а 0 , Ь0) = 0 будет уравнением некоторой кри­
вой на плоскости а0, Ь0. 

Если для h (а0, Ь0) = 0 выполнены условия существования и не­
прерывности неявной функции [5], то а 0 будет непрерывной функ-
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цией Ь0, т. е. a0 = ty(b0). Значит, в области изменения Ь0 величина 
а0 будет принимать наибольшее и наименьшее значения, которые 
и определят границы существования периодического решения. Кроме 
того, из (1.30) при а0ф0 и Ь0 ф 0 может выполняться условие 
b0hx(a0, b0) — a0h2(a0, b0) = 0, которое может определить, вообще 
говоря, еще некоторые периодические решения периода 2тс. Если 
R(<?i> ? 2 ) = 0> т 0 0 0 " а уравнения системы (1.27) совпадают. Тогда 
одно из них будет устанавливать зависимость между а0 и Ь0. 

Например, для дифференциальных уравнений х - j- х-+-ах3 = 0 и 
.х-\-х — ах2 = 0 оба уравнения системы совпадают и соответственно 
имеют вид а о + bo = —- а и а\-\- b\ — — а, т. е. являются уравнения-

3 5 
ми окружностей с центром в начале координат и радиусами по­
рядка Va. 

Таким образом, определение а0 и Ь0 из системы (1.27) приводится 
к решению алгебраического уравнения (1.28) с действительными 
коэффициентами, которое, вообще говоря, может определить не­
сколько решений системы (1.27). Этим самым определится количе­
ство периодических решений исходного дифференциального уравне­
ния (1) в виде ряда (1.19), если величины аи Ьх, а2, Ь2,..., at_x, bt_x 

будут определены и окажутся конечными. 
5°. Выясним возможность определения ах, bx,..., at_x, bt_x из 

уравнений (1.13)—(1.16) при А = <х. Рассмотрим сначала систему урав­
нений (1.13) при Х = ; а , т. е. 

— М , ( а 0 > Ь0, ах, Ьх) - шх + а 0 = 0, 
— Nx(a0, Ь0, ах, bx)-abx + b0 = Q. 

Если учесть, что Мх (а0, Ь0, ах, Ьх) и Nx(a0, b0, ах, bx) являются коэф­
фициентами 'при косинусе и синусе аргумента t в разложении 
•функции (-^—) х,-\- (-^гЛ х, в ряд Фурье, то они имеют, вид 

\ дх Л = о V дх Л = о 

Мх(а0, Ь0, ах, Ьх) = -j[ax(c2- q2) + bx{p2^-d2)}-\-ри-\-р12, 

Nx (a„, Ь0, ах, Ьх) = ~ [ах {р2 + d2) + bx {q2 - с2)} - f qlx + q12. 

Подставляя эти выражения в систему уравнений (1.31), получим 

— ( * 2 — ? 2 + 2 a)«i — (p2 + d2)bx = —2a 0 + 2 ( р п + / ? 1 2 ) , ^ 

— (Р 2 + d2) ах — (q2 — с2 + 2а) йй = — 2Ь0 - j - 2 (<?п + ? , 2 ) , 

где 
2 п . 2 i c J _ Г 1Що^о)_ [ c o s 2 , + j ] d t d = J_ Г 0!_£oL s i n 

те J дх к J дх 
о о 

. 2 я . 2 я . 

1 Г df(XQ,X0) г „„ну : | п 1 Г <3/(* 0. * г > ) #., = i - f . ™ ^ L [ c o s 2 / + l ] ^ , < ? 2 = - f 
П J дх ъ J 

sin 2fcft, 

а величины рп, р12, qlx, qx2 не зависят от ах и Ьх, являются посто­
янными числами, выраженными через с 0 и Ь0. 
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Чтобы система (1.32) имела решение, необходимо и достаточно 
отличие её определителя от нуля. Подсчитаем величину этого опре­
делителя: 

- (с 2 - <72 + 2«) — (/»2+4г) = 

-( /Л + яУ - (?2 - С 2 + 2<*) 
= -[(^2-^2) 2-4« 2+(Р2 + ^Л • 

Значит, ^гф0 тогда, когда 4<х2 9^ (q2 — c2f -f- (/72 + d2)2. Легко „2 _/./•„ \̂2_, , „ п о т ^ пока­
зать, что определители линейных систем для вычисления а2, Ъ2,... 

аь Ьг совпадают с Д г Следовательно, для вычисления всех коэффи­
циентов at и bt необходимо и достаточно, чтобы Дх ф 0. 

Подводя итоги, можно сформулировать следующее предложение. 
Если система (1.10) при Х = а имеет хотя бы одно действительное 
(не тривиальное) решение и если определитель системы (1.13) при 
Х = а отличен от нуля, то дифференциальное уравнение (1) имеет 
периодическое решение периода 2гс. Приближенное выражение этого 
решения дается в виде функции (1.19). 

§ 2. Вынужденные колебания 

Рассмотрим уравнение 

x + x + af(x, *) = ?(*), (2) 

где <р (t) — некоторая периодическая функция, а — малый параметр и 
f(x, х) — аналитическая функция переменных х и х не ниже вто­
рой'степени, как и в § 1. Если <р(/) имеет период 2тс или соизмери­
мый с 2t, то при отыскании приближенного решения уравнения (2) 
появляются затруднения. 

Покажем, что с помощью предложенного в § 1 метода можно 
найти периодические решения уравнения (2) для любого вида ана­
литических функций fix, х), причем функция <? {£) может содержать 
главную гармонику в её ряде Фурье. Для определенности допустим, 
что функция f(x, х) содержит хотя бы одно слагаемое аих1х'', в 
котором i-f-j есть нечетное число, а функция ср(/) имеет вид 

со 

ср (0 = - ^ 2 — j - a (A cos t -f- В sin t) - j - Yi (mok c o s kt -f- nok Sin kt). 
2 ft=2 

При этих условиях уравнение (2) принимает вид 

х + х + af(x, х) = - -2 - + a (A cos t + В sin t) + 

со 

- f S ("%cos
 k t J r nQksinkt). (2.1) 

A=2 
Рассмотрим вспомогательное уравнение 

lxj-\- x-\-af (x, x) -f- aXx = a 2 x - j - -(-.a (Л C O S t -\- В sin /) - j -

со 

+ S ( m o k c o s kt-\-noksinkt). (2.2) 
ft=2 ' 
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При Х = <х оно переходит в уравнение (2.1). Соответственно реше­
ние (2.2) при Х = а будет решением (2.1), как в § 1. Будем искать 
решение уравнения (2.2) в виде ряда 

Х = Х0-\-ах1-\-а2х2-}-... (2.3) 
Подставляя ряд (2.3) в (2.2) и учитывая, что функция f{x, х) 

имеет вид (1.3) из § 1, после уравнивания коэффициентов при оди­
наковых степенях а получим 

Х0 + хо = + ^ (mok cos ft/ + nQk sin ft/), 
ft=2 

(2.4) 

xl-\-x1= — f0(x0, x 0 ) — X x 0 - f A c o s / + 5 s in/ , (2.5) 

x 2 + x 9 = - [ Y - J ^ x} + (-^A х Л - Х ^ + Х о , (2.6) 
l_\ OX / « = 0 4 OX / e = 0 J 

xi~\~X{— (xQ, x0, ..., ^ „ j ) X x ; _ j - j -л ; г - _ 2 . (2.7) 
Из (2.4) имеем 

. . . . • , . rr0 , \^ mat cos kt 4- я 0 * s i n kt / c Q4 

x 0 = a 0 co s / + й0 s in / + + > - S S у — ^ . (2.8) 
ft=2 

Подставляя x 0 в уравнение (2.5) и разлагая функцию f0(x0, х0) в ряд 
по косинусам и синусам кратных дуг, будем иметь 

х\ —j— х 2 = [—-/И0 (a 0, Ь0) — Ха 0 + Л] cos t-\-[—N0 (а 0, ft„) — Х60 - f - 5] sin / + 
со 

+ -~-1r^(mlk(:oskt-[-nlksmkt). (2.9) 
* = 2 

Для того, чтобы X j было периодической функцией, необходимо и 
достаточно, чтобы коэффициенты при cos / и s in / равнялись нулю, 
т . е. 

-М0(а0, й 0 ) - Х а 0 + Л = 0, 

-N0(a0, 6 0 ) - Х Ь 0 + В = 0. (2.10) 

Из уравнения (2.9) при выполнении условий (2.10) найдем 
со 

t-4-b s in / I щ 1 \m>kc°skt + nlksiakt (2.11) 
~ 1 ~ 2 ' ^ 1 - £ 2 

Подставляя значения х 0 и Xj в уравнение (2.6) и группируя, получим 

х 2 - f Хо = [—- Мj (а0, b0, ах, bx) — Xa 2 -f a 0] cos £ + 

+ [ - ^ ( а 0 , * 0, a,, i , 1 ) - X £ 1 + & 0 ] s i n * - r - - ^ - + 
(2.12) 

+ £ (%* cos kt + n 2 4 sin ft/). 

X , = «, cos, 



30 В. И . Войлоков 

Условие периодичности х2: 
• Mi (<V h, ах, bx) - lax + a0 = 0, ^ 

(2.15) 

(2.16) 

— N1(a0,b0,a1,b1) — Xb1-\-b0 = 0. 
Из уравнения (2.12) при выполнении условия (2.13) 

00 

х2 = а2 cos t + b2 sin / + — + S m,k C°S Ы + *2* si" kt . ,91ztv 
2 1 — ft2 

fe=2 

Допустим, что x 0 , X j , X 2 , ..., xt_x найдены и оказались периоди­
ческими функциями периода 2я. Подставляя их значения в уравне­
ние (2.7), разлагая функцию /{_х (х0,..., xt_x) в ряд по косинусам и 
синусам кратных дуг и группируя, получим 

•*/ + •*/ = [ — К » *<>>•••. а*-з> * / - i ) - 4 - 1 + a i - 2 ] c o s / + 
+ [ - (fl0, я г - _ 2 , . . . , b0, *,_!) — - f *,_ 2] sin ^ - f 

00 

+ - j - + 20»»cosft* + » t t s in to) . 
ft=2 

Условием периодичности xt является 
— М£_х (a0, bQ,..., at_x, bt_x) — 1щ_х + a,_2 = 0, 

Из уравнения (2.15) при выполнении условия (2.16) получаем 

^ с ^ + ^ в Ш ^ * ^ ™ » * * * * » . ( 2 Л 7 ) 

А = 2 

Подставляя значения х 0 , хх,... , xL в ряд (2.3), получим решение 
уравнения (2.2) с точностью до При Х = <х это решение перехо­
дит в решение уравнения (2.1), а значит, и уравнения (2), если а0 

и 6 0 определены из уравнений (2.10), ах, Ьх — ш уравнений (2.13),..., 
аг_х и t>i_x — из уравнений (2.16) при Х = а. 

Как и в § 1, все коэффициенты a,-t и bt выразятся через а0 и Ь0, 
которые определяются системой уравнений (2.10). Из её нелиней­
ности следует, что уравнение (2) будет иметь столько периодических 
решений, сколько действительных решений имеет эта система. Во­
прос об устойчивости этих решений здесь не рассматривается. 

Особенно просто найти решение уравнения (2), если вынуждаю­
щая сила содержит лишь основную гармонику с амплитудой порядка 
а. Пусть, например, <р(/) = a (A cos t-\- В sin t). Тогда рассматриваемое 
уравнение будет х-\- х -\-af(x, х) = a (A c o s / + 5 sin/). Взяв решение 
этого уравнения в виде (2.3), составив соответствующие уравнения 
(2.4), (2.5), (2.6), (2.7) для определения х0, хх,..., хг, заметим, что 
уравнения (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) сответственно совпадают с уравне­
ниями (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) из § 1. Значит, для определения при­
ближенного решения рассматриваемого уравнения можно взять ре­
шение уравнения (1), определив а 0 и Ь0 из уравнений (2.10) вместо 
(1.10). 

Наконец, если в уравнении (2) у всех слагаемых функции f(x, х) 
сумма есть чётное число, то вспомогательное уравнение нужно-
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брать в виде х - } - х - | - а / ( х , х) + а2Х.х — а 3 х -f-<р (/). Для того, чтобы 
это уравнение допускало решение периода 2я, функцию <р (/) пред­
ставим в виде 

со 

ср (/) = - j - а 2 (Л cos / + 5 sin 0 + S ( O T o* cos kt + /z o f t sin ft/). 

Весь ход дальнейших вычислений будет таким же, как и при 
равном нечетному числу, только а0 и Ь0 определятся из усло­

вия периодичности х2, а аг и Ьг — из условия периодичности х 4 и т. д. 

§ 3. Применение метода к задаче Дуффинга 

Для иллюстрации метода рассмотрим дифференциальное урав­
нение 

х + х — ах 3 = h sin /, (3) 
которое впервые изучил Дуффинг. Рассмотрение этого уравнения 
имеется, например, в [2]. Мы приводим этот пример для того, чтобы 
показать, что с помощью предложенного метода можно обнаружить 
дополнительные периодические решения уравнения (3). Допуская, 
что h = aA, составим вспомогательное уравнение 

X + X — ах 3 + = а 2 х -f-яА sin /. (3.1) 
Решение этого уравнения будем искать в виде ряда 

х = х 0 + axj + а 2 х 2 + (3.2) 
Подставляя ряд (3.2) в уравнение (3.1) и уравнивая коэффициенты 

при одинаковых степенях а, получим 

х 0 4 - х 0 = 0 , (3.3) 

X j - f - X j = хо — Х х 0 4 - Л s in/ , (3.4) 

х 2 - j - х2

 = = Зхо-£] — AXj —j— XQ, (3.5) 

Из уравнения (3.3) имеем x 0 = fl0cos t-\- & 0sin /. Подставляя х 0 в урав­
нение (3.4), разлагая правую часть этого уравнения в конечный ряд 
по косинусам и синусам кратных дуг и приравнивая коэффициенты 
при cos / и sin / нулю, получим 

ао ["f - ( a o + bl) — XJ==0, 
(3.6) 

Л = 0. 

Этим уравнениям можно удовлетворить, приняв а 0 = 0, а Ь0 опре-
3 з 

делив из кубичного уравнения — bo — ab0-\-A = 0, т. к. к = а. Кор­

нями этого уравнения будут абсциссы точек пересечения прямой 
3 з 

y = ab0 — А и кубической параболы у = — bo. В зависимости от a 
будем иметь одно, два или три значения &0. В соответствии с этим 
уравнение (3.1) будет иметь столько же решений периода 2тс. Так 
как уравнение (3.1) при Х = а переходит в уравнение (3), то найден­
ные решения уравнения (3.1) при Х = а будут решениями периода 2тс 
для уравнения (3). 
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Определив из уравнения (3.4) функцию хх при выполнении усло­
вий (3.6), подставив значения х0 и хг в уравнение (3.5) и составляя 
условие периодичности функции х2> без труда определим х2, а вместе 
с этим и появляющиеся неопределенные коэффициенты при cost и 
s'mt в решении предыдущего уравнения. Продолжая этот процесс, 
можно определить решение периода 2^ до любой степени точности 
относительно а. 

При рассмотрении задачи Дуффинга в [2] показывается, что ве­
личина амплитуды Ь0 зависит от так называемой расстройки. В дан­
ном случае расстройка равна нулю, т. к. и> = 1. Однако амплитуда 
Ь0 оказалась зависящей от а. Таким образом, уравнения вида (3) до­
пускают различные периодические решения периода 2я, зависящие 
как от расстройки, так и от коэффициента нелинейности а. В общем 
случае можно показать, что амплитуда колебания Ь0 зависит от 
одновременного изменения расстройки и коэффициента нелинейности 
« по такому же закону, как и при изменении одной из этих величин. 

Иркутский политехнический институт Поступило 
•8 VI 1959 
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В. Р . П Е Т У Х О В . О Б О Д Н О М Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О - Ф У Н К Ц И О Н А Л Ь Н О М 
У Р А В Н Е Н И И В Ч А С Т Н Ы Х П Р О И З В О Д Н Ы Х 

(аннотация статьи, принятой к печати) ,. 

Для уравнения 

да (t, х) , f ^ да (t, х) 

dt 

, / да (t, х) \ 

t : > О, X — вещественное число, х£ (— оо , + оо ) ставится задача Коши и (0, х) = ш (х). 
ди (г, х) 

Путем замены — — = v (t, х), <р' (х) = v0 (х) данная задача сводится к урав­

нению 

v (г, х) = v0 (х +• X J* v (т, v (г, х)) dr). (4) 

Доказывается теорема существования .и единственности решений уравнения (4) 
в классе ограниченных непрерывных функций, удовлетворяющих по второму аргу­
менту условию Липшица с некоторой константой. От уравнения (4) делается экви­
валентный переход к уравнению (1;. (Работа поступила в журнал .Математика" 
14. I X . 1961). 


