
УДК 514.76+512.54+512.55+612.57 
ГЛАДКИЕ КВАЗИГРУППЫ И ГЕОМЕТРИЯ 

П. О. Михеев, Л. В. Сабинин 

ВВЕДЕНИЕ 

Предлагаемый вниманию читателей обзор содержит ре­
зультаты 70-x-—80-х годов, полученные в новой области мате­
матических исследований на стыке алгебры и геометрии. В то 
время как методы ассоциативной алгебры (методы теории 
групп, линейной алгебры и т. д.) давно и прочно вошли в ар­
сенал современной дифференциальной геометрии, место и роль 
неассоциативной алгебры в ней до последних десятилетий 
оставались неясными. Самой старой областью дифференциаль­
ной геометрии, где эти методы применялись, была теория тка­
ней, восходящая к работам Бляшке, Бола, Черна и других 
(30-х годов). Последние'пятнадцать лет. показали однако по­
разительную эффективность неассоциативной алгебры (см. 
[42]) в дифференциальной геометрии аффинной связности, бо­
лее того, сама структура аффинной связности была осмыслена 
на языке гладких луп (лупускулярные и одулярные структу­
ры). Известные классы пространств (редуктивные, симметри­
ческие и т. д.) получили изящное истолкование на языке глад­
ких квазигрупп и луп. Полученные в результате алгебраиче­
ские системы имеют ценность и сами по себе, вне зависимости 
от геометрии, создавая возможность говорить, например, о ко­
нечных симметрических пространствах и т. д., что вводит нас 
в круг идей и понятий новой «нелинейной геометрической ал­
гебры». В то же время встречный поток исследований в алгебре, 
идущий от теории групп Ли через теорию гладких луп Муфанг 
к гладким лупам Бола и общей теории гладких луп, сомкнул­
ся с дифференциально-геометрическими изысканиями послед­
них лет. В результате мы имеем сегодня своеобразное новое 
научное направление, синтезирующее методы алгебры и гео­
метрии и весьма перспективное для дальнейших исследований. 
Изысканиями в этой области занимается уже довольно боль­
шое число математиков в разных странах мира, что, в част­
ности, нашло свое отражение в большой коллективной между­
народной монографии «Квазигруппы и их ириложения» 
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(Хельдерман—Верлаг. Западный Берлин. 1988 г.). Круг идей 
и методов этого нового направления наиболее естественно на­
зывать «геометрической алгеброй», включив сюда и классиче­
скую геометрическую алгебру (аффинные и проективные пло­
скости и т. д.) и новую нелинейную геометрическую алгебру, 
возникшую в последнее время. 

Читателю следует помнить, что время может сместить ак­
центы и точки зрения в этой новой, науке, так что наш обзор 
фиксирует лишь сегодняшнее положение вещей в «геометри­
ческой алгебре». Однако уже сегодня можно предвидеть,, что 
наряду с гладкими лупами , и квазигруппами здесь все более 
возрастающую роль будут играть гладкие алгебраические си­
стемы более сложной природы. 

Отметим также, что в силу ограниченности рамок обзора 
мы оставили в стороне некоторые вопросы теории такие, как 
дифференциальные уравнения гладких луп, теорию представ­
лений гладких луп и квазигрупп, вопросы приложений геомет­
рической алгебры в физике (теории относительности, теории 
калибровочных полей, теории дислокаций), гамильтоновой 
механике и других вопросах естествознания. Надеемся осве­
тить эти вопросы в последующих обзорах. 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И КОНСТРУКЦИИ 

О п р е д е л е н и е 1.1. Будем говорить, что (Q, X, \ , е )— 
л е в а я л о к а л ь н а я л у п а с двусторонней единицей, ес­
ли Q является топологическим пространством с фиксированным 
элементом е и для некоторой окрестности U элемента е оп­
ределены непрерывные отображения 

((a,b)^aXb), ((a,b)^a\b), 
удовлетворяющие условиям: 

1) если a6U, то еХа—аХе=а,~ 
2) если a, b, aXbQU, то a\(axb)=b, 
3) если а, Ь,, а\Ь, то аХ (а\Ь) =Ь. 
Если- Q—многообразие класса Ch (0<£-<ю) и отображе­

ния (а, &)•->-a X&, (a,b)>-+a\b также суть класса Ск," то 
{Q, X, \ , е) называется л е в о й л о к а л ь н о й л у п о й 
к л а с с а Ск. Если в качестве U ВЗЯТЬ все пространство Q, то 
(Q. X, \ , е) называется л е в о й ( г л о б а л ь н о й ) т о п о л о ­
г и ч е с к о й л у п о й или, соответственно, л е в о й (гло­
б а л ь н о й ) Ch-гладкой л у п о й . 

Пусть (Q, X, \ , е)—Сй-гладкая (-£_3-1) левая локальная 
лупа с двусторонней единицей. Отображение 

QXQ-+QXQ ((a,b)~{axb,b)) 
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определено в некоторой окрестности точки '(е,е) в QXQ и яв­
ляется локальным диффеоморфизмом класса Сп ( k ^ l ) , поэто­
му существует такое С--гладкое отображение . 

QXQ-+QXQ ((c,b)~(c/b,b)), 
что (c/b)Xb = c, (cXb)/b~c для любых 6, с из Q, достаточно 
близких к е. Таким образом, структуру С*-гладкой (k^l) ле­
вой локальной лупы (Q, X, \ , е) с двусторонней единицей 
можно пополнить О-гладким правым делением (/). 

Аналогичным образом [28] локальные С^-гладкие операции 
левого и правого деления можно ввести в произвольном Ch-
гладком (&3--1) г р у п п о и д е (Q, X, е) с двусторонней едини­
цей, так что (Q, X, \ , /, е) будет локальной двусторонней лу­
пой класса Ск. Таким образом, имеет смысл говорить о локаль­
ных О-гладких {k^i) лупах (Q, X, е), не выделяя их 
левосторонней или правосторонней специфики. 

З а м е ч а н и е 1.2. Следует отметить, что теория гладких 
локальных луп и теория гладких глобальных луп существенно 
различны- Можно указать примеры гладких локальных луп, 
которые не допускают продолжения до глобальных гладких 
луп (так, геодезическая лупа, связанная с произвольной точкой 
симметрического пространства SO(3)/SO (2), является локальной 
аналитической лупой, не допускающей глобального аналити­
ческого продолжения; см- также [18])- Отметим также, что с 
точки зрения приложений в дифференциальной геометрии и 
теории однородных пространств интерес представляют именно 
локальные гладкие лупы, они и составляют в настоящем обзоре 
основной предмет рассмотрений. • 

Понятно, что класс гладких локальных луп чрезвычайно 
широк: фактически задание на Q структуры гладкой локаль­
ной лупы сводится к заданию в точке (е, е) из QXQ ростка 
такой гладкой функции 

f:QXQ-+Q, 
что f(a,e)=f(e,a)=a для любых а из Q, достаточно близких к 
е. Поэтому интенсивному исследованию до настоящего времени 
были подвергнуты лишь некоторые специальные классы луп-
Активно исследуются классы гладких луп, связанные с тож­
дествами Муфанг и Бола, с условием изотопически инвариант­
ной моноассоциативности и другими условиями, выявленными 
в ходе развития неассоциативной алгебры (см. [Ю], [65]). 

Предостережем, ЧТО заимствование тематики из алгебраи­
ческой теории квазигрупп и луп должно быть критическим; 
опыт показывает, что теорию гладких квазигрупп не всегда 
следует трактовать по формуле «неассоциативная алгебра+ 
-^гладкость», что существенные результаты удается получить в 
тех случаях, когда рассматриваемые классы луп допускают 
некоторую содержательную геометрическую интерпретацию. 
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Именно поэтому мы здесь рассматриваем теорию гладких ква­
зигрупп и луп как теорию геометрическую и перспективы ее 
развития связываем с приложениями в традиционных разделах 
геометрии, в первую очередь — в дифференциальной геометрии 
и теории однородных пространствуем. §§ 3—6 ниже). 

1.1. Касательные бинарно-тернарные алгебры. Пусть 
(Q, X, е) —гладкая локальная лупа класса Ск (й^З). В про­
странстве q = Te(Q), касательном к многообразию Q в точке е, 
введем структуру бинарно-тернарной алгебры, положив 
У1, 11, £е<! 

6-Ч----§-Й-№(ОХа(*))\(«(ОХР(^]|<-о, (1-1) 

< Е. -1. S > = 

= 4 - & •> <?> х (Р (•) х ? (0)] \ К« (0 х р (t)) х v (<)] |^о, (1.2) 
где a(t), p(t), *((t) —гладкие кривые в Q, при t=0, проходя­
щие через точку е с касательными векторами | , r\, £, соответ­
ственно. 

П р е д л о ж е н и е 1.3 (М. А. Акивис p2J). Y%, ц, tfTe(Q) 
выполняются соотношения 

6-1 = 0, (1.3) 
6л-£+т|Е-6+Е1-л-=<1. л. 1>,+ <г\, £, 1>+ 

(1.4) 
+ <?, Е, TI>—<-. S, £>-<S, £, ri>~<?. л. 6>- ° 

Конструкция бинарно-тернарной касательной алгебры доста­
точно естественна (операции ее описывают главную линейную 
часть отклонения от коммутативности и ассоциативности), 
впервые она была опубликована М. A. Акивисом [2], [3] в свя­
зи с теорией многомерных три-тканей. Оказалось, что совокуп­
ность бинарно-тернарных алгебр, касательных к координатным 
лупам три-ткани, однозначно определяет ее строение, подобно 
тому, как поля тензоров кривизны и кручения однозначно оп­
ределяют структуру пространства аффинной связности. 

С другой стороны, построение инфинитезимального объекта, 
адекватным образом отражающего строение гладких локаль­
ных луп, является одной из основных проблем при изучении 
специальных классов луп. Отметим, что постановка задачи 
здесь отлична от случая три-тканей: гладкой локальной лупе 
ставится в соответствие только одна алгебра, оснащенная не­
которым набором полилинейных операций. Естественным огра­
ничением при этом является требование аналитичности 
рассматриваемых гладких луп. Оказалось, что для некоторых 
классов гладких луп (локальные аналитические лупы Муфанг 
и Бола, однородные лупы Ли и т. д.) подходящим инфините-
зимальным объектом является описанная выше (или ей экви-
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валентная) бинарно-тернарная касательная алгебра; такие 
случаи мы подробно обсуждаем ниже. Отметим также, что в 
последнее время в рассмотрении оказались классы гладких 
луп, которые требуют для своего описания три (см., например, 
[60]) или далее бесконечное число полилинейных операций 
(см. [51], [52]). Соответствующую инфинитезимальную конст­
рукцию мы рассмотрим в §§ 6, 7. 

1.2. Нормальные координаты в лупе. Одули. Пусть (Q, X, 
е)—локальная лупа класса С (k^2) с а с с о ц и а т и в н ы ­
ми с т е п е н я м и , т. е. локально " 

amXa-am+ft (1.5) 
для любых таких целых чисел т и k, что левая и правая ча­
сти соотношения имеют смысл, тогда для произвольного векто­
ра |6Te(Q) существует в Q такая однопараметрическая под­
группа f{t) с каноническим параметром tQ{—s,e)c:R, что 
Т(0)-=е' и'f(0)=l [26], [86], [87], (ИЗ]. Следовательно, для 
произвольной С-гладкой (/.^2) локальной лупы с ассоциатив­
ными степенями (Q, X, е) можно ввести в рассмотрение 
С^'-гладкое отображение Exp: Te(Q)-+Q, (|.->-f(1), где 
f(t) —-такая однопараметрическая подгруппа в Q, что "f(0) = 
•=1), определенное в некоторой окрестности нуля в векторном 
пространстве Te{Q), касательном к многообразию Q в точке е. 
В частности, в некоторой окрестности нейтрального элемента е 
в Q можно ввести нормальные к о о р д и н а т ы , связан­
ные преобразованиями класса Ch~l с исходными, и локальное 
умножение на скаляры t из R 

RXQ{to}Q ((-, a) .{to} tca—Exp(tExp^(a)))- (1-6) 
Соответствие (1.6) определено в некоторой окрестности точ­

ки (0. е) в RxQ, описывается С1-1-гладкими функциями и ло­
кально удовлетворяет соотношениям о д у л я р н о с т и 

{t-{-u)ea=(tea)X(uea), 
te(uea) =-- (tu) „a, (1.7) 

lea = a. 
Описанная алгебраическая структура (Q, X, е, {^}ieR ) назы­
вается С-'-гладким л о к а л ь н ы м одулем [41], [42]. 

З а м е ч а н и е 1.4. Т о ж д е с т в о м о н о а с с о ц и а т и в ­
ности (1.7) оказывается выполненным для многих классов 
гладких луп, активно исследуемых в настоящее время. Это объ­
ясняется существующими СВЯЗЯМИ с дифференциальной геомет­
рией (см..ниже). • • 

1.3. Геодезические лупы (одули) пространств аффинной 
СВЯЗНОСТИ. Геоодулярные пространства. Рассмотрим С'-гладкое 
( k ^ l ) пространство аффинной связности (M, V). В нормаль­
ной окрестности U произвольной точки е из М введем локаль-
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ный закон композиции 
а-6 = (Ехраот-оЕхр7')(&), (1.8) 

где -̂ —-параллельный перенос из е в а ВДОЛЬ геодезической 
дуги еа и Exp*:/j.(M){to}M—экспоненциальное отображение 
в точке х. В этом случае точка е является нейтральным эле­
ментом операции (•), соответственно (M, •, е) является локальной 

е е 
лупой класса Ck и называется г еодезической лупой про­
странства аффинной связности (M, V) в точке е [41], [42], [93]. 

Удобно дополнить структуру локальной геодезической лупы 
(M, •, ё) локальным умножением на скаляры / из R, положив 

е 

*,а=Ехрв(*Ехр--.(а.)), (1.9) 
тогда (М, ., е, {te}iQR) — локальный одуль класса Ск, он называет-

е 
ся геодезическим одулем пространства аффинной связ­
ности (М, V) в точке е [41], [42]. 

Геодезические одули в различных точках пространства аффин­
ной связности (М, V) связаны локальными соотношениями 
г е о о д у л я р и о с т и [41], [42] У а, ЬеМ, Vи, tGR, 

L*°te-= iu°L*. L/ц*-иа*—Lfas' (1 -10) 
где Lu:M{to}M (x*-*b-x). Произвольное многообразие М класса 

а 
Ck (k>0), с каждой точкой которого связан Сй-гладкий локаль­
ный одуль (М, X, a, {ta}i CR) так, что соотношения геоодуляр-
ности (1.10) выполнены, называется геоодулярным п р о с т ­
ранством класса Ck [41], [42], оно является частичной алгеб­
рой и обозначается (М, L, (at)tQR), где L(x, а, у) = х-у, 
<ut{a,b)=tab. 

Теорема 1.5 (Л. В. Сабинин [41], [42]). Произвольное гео-
одулярное пространство (Ж, L, (co.>gR) класса О (k > 3) можно 
наделить единственной С*~2-гладкой аффинной связностью V та­
кой, ЧТО локально в окрестности произвольной точки а из Ж 

Цх,а,у)=х-у, 
а 

где (•)—закон композиции в геодезическом одуле Щ, •, а, 
а а 

{*аЬ@д пространства аффинной связности (M, V). • 
Новый подход к геометрии пространств аффинной связно­

сти— теория геоодулярных пространств —- сложился в работах 
Л. В. Сабинина [41], [42] и др., относительно конструкции гео­
дезических луп см. также [93], [96]. В [44] исследован класс 
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гладких одулей, которые могут служить геодезическими одуля-
ми пространств аффинной связности. Доказана 

Т е о р е м а 1.6. Локальный одуль (АГ, X, е, {U.eR) клас­
са Сш может быть реализован как геодезический одуль в точке 
е относительно некоторой О-гладкой аффинной связности V 
.на М в том и ТОЛЬКО том случае, если он удовлетворяет у с л о ­
в и ю г е о м е т р и ч н о с т и , т. е. локально Vc, b&M и УШ 

la,b(teb) = telatb{b), (Til) 
где 

la,b = L^xboLaoLb, Ьау=аХУ- • 
Отметим, что удовлетворяющая условиям теоремы 1.6 аф­

финная связность V в общем случае не единственна. Тем не ме­
нее в целом ряде случаев оказывается возможным установить 
взаимно однозначное соответствие между лупами из некоторых 
специальных классов и пространствами аффинной связности, 
удовлетворяющими некоторым дополнительным условиям (ем. 
§§3—6). 

З а м е ч а н и е 1.7. Введение в геодезической лупе (М,-,,е), 
связанной с произвольной точкой е пространства аффинной 
связности (М, V) , дополнительной операции внешнего умно­
жения на скаляры {te}teR оправдано рядом обстоятельств. 
Во-первых, при доказательстве структурных теорем для глад­
ких луп (или групп), как правило, используются нормальные 
координаты, введение которых по существу эквивалентно зада­
нию дополнительного умножения на скаляры. Далее, наличие 
операции умножения на скаляры из R позволяет алгебраичес­
ки трактовать структуру геодезических пространства аффинной 
связности (М, V) , что уже интересно само по себе (см. § 4, а 
также [29]), а с другой стороны - просто необходимо, напри­
мер, при формулировке условий геоодулярности (1.10). • 

В [1] рассмотрены геоодулярные структуры многообразий с 
почти-комплексной и комплексной аффинной связностью. 

Согласно [3] операции бинарно-тернарной алгебры (1.1)-
0.2) геодезической лупы (М, -е, е) в произвольной точке е 
многообразия аффинной связности {М, V) имеют вид 

VI. ть £бГв(М) 
l-i\=-T{t,i\), 0.12) 

<1, л, £>= (*& л)£-(^г)(6; ть 5)). (1-13) 
где Т и R суть соответственно тензоры кручения и кривизны в 
точке е аффинной связности V. 

При изучении пространств аффинной связности, богатых 
симметриями (см. [35] — [37], [42], [58], [59], [96], [110]-[112]) 
естественным образом возникли понятия л у п у с к у л я р н о и 
с т р у к т у р ы и к а с а т е л ь н о й с в я з н о с т и л у п у -
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о к у л я р н о й с т р у к т у р ы , обобщающие конструкцию гео-
одулярных пространств (см. [43]). Говорят, что на гладком 
многообразии М задана лупускулярная структура класса Ch, 
если на некоторой окрестности каждой его точки а определена 
локальная Сй-гладкая лупа (лупускула) (ЛГ, х, а) с нейтраль­
ным элементом а. Касательная аффинная СВЯЗНОСТЬ V ВВОДИТ­
СЯ ПО тому же правилу, что и в случае геоодулярного простран­
ства: если X и У — векторные поля, заданные в некоторой ок­
рестности произвольной точки р из М, и -у(̂ ) —интегральная 
кривая векторного поля X, при t=Q, проходящая через точку 
е, то 

где LaC = aXc (см. [44], [45]). При этом геодезическая лупа 
ь 

(M, •, р), связанная с произвольной точкой р пространства аф-
финной связности (M, V), в общем случае будет отлична от 
гладкой локальной лупы (M, Х , р), тем не менее имеет место 

р 
определенное наследование свойств. Так, все лупы соответст­
вующего геоодулярного пространства оказываются левоспеци-
альным, если исходная лупускулярная структура обладала этим 
свойством, при этом пространство (М, V) оказывается локаль-
но-редуктивным [43]. 

1.4. Однородные пространства, связанные с лупами. Известно 
[38], [39], что произвольная (алгебраическая) левая лупа с 
двусторонней единицей (Q, Х, \ , е) допускает в л о ж e и и e в 
некоторую группу, т. е. существуют группа (G,A,e), подгруп­
па Н в G и вложение i: Q{to}# такие, что после отождествления 
i(Q) и Q имеем: Q является сечением левых классов смежности 
G mod Н (т. е. VgGG существуют е д и н с т в е н н ы е элемен­
ты qGQ и хбЯ такие, что g = qkx) и 

Ya,beQ aXb = nQ(aAb), 
где JIQ : G-*-Q^G/H— естественная проекция. 

В теории гладких локальных луп значение имеет следую­
щая конструкция. Пусть (G, А,е)—локальная группа Ли и 
Н — ее связная подгруппа (замкнутая), обозначим через g и Ь 
соответствующую им алгебру Ли и подалгебру. Введем в рас­
смотрение векторное подпространство <? в g, дополнительное к 
Ь, т. е. й-=<.+|, (прямая сумма векторных пространств). Пусть 
л : G{to}G/# — естественная проекция, i: Cf{to}g — вложение и 
г|) — ограничение на q композиции отображений я-ехр, тогда су­
ществует такая окрестность U точки 0 в q, что -ф отображает ее 
диффеоморфно на некоторую окрестность класса п(е) в G/Я. 

На точках локального сечения Q = exp U левых классов 
смежности Ginod# введем локальный закон композиции 
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я з 
I f 1---P 

S - j H - - — - 0 

аХЬ-Яр(аДЬ), (Г14>1 
где я<-.--.ехр-а|Г1-п: G{to}Q-~ локальная проекция на Q парал­
лельно Я. Тогда (Q, X, е)-локальная аналитическая лупа 
со свойством левой м о н о а л ь т е р н а т и в н о с т и , т. e. 
локально для любых целых, чисел k, т и любых элементов а Ь 
из Q 

ahX(alXb)=ah+lXb. (1.15) 
О локальных аналитических лупах (Q, X, е), допускающих. 
представление вида (Г14), будем говорить, что они допус­
к а ю т вложение в г р у п п ы Ли или что они ЯВЛЯЮТСЯ 
аналитическими лупами конечного типа (см. §§ 6, 7 об 
общей теории аналитических луп). 

Таким образом, в нашем распоряжении имеется по крайней 
мере четыре различных подхода для постановки и решения за­
дач о гладких локальных лупах: 

1. Исследовать класс гладких локальных луп, удовлетво­
ряющих определенным алгебраическим тождествам или усло­
виям. 

2. Изучить пространства аффинной связности, соответст­
вующие лупам указанного класса. 

3. Построить инфинитезимальный объект, адекватным обра­
зом соответствующий гладким локальным лупам данного вида. 

4. Описать однородные пространства, связанные с лупами 
данного вида. 

Связи неассоциативной алгебры с геометрией многообразны,. 
в настоящем обзоре мы опишем лишь некоторые из них. При 
этом вне рассмотрений мы оставим цикл работ по геомет­
р и и т к а н е й . Отметим, что проблематика теории гладких 
квазигрупп и луп и дифференциальной геометрии тканей свя­
заны друг с другом: развитый геометрический язык и аналити­
ческая техника теории тканей оказались эффективными при 
исследовании изотопически инвариантных свойств гладких 
квазигрупп и луп. Укажем достаточно полный обзор по теории 
тканей [4] *. 

Вне рамок настоящего обзора остались также работы по 
теории топологических луп, а также по теории неассо-
диативных алгебраических структур, связанных с топологи­
ч е с к и м и п р о е к т и в н ы м и плоскостями (см. [И]— 

*> См. также РЖМат, 1973, 2А602; 1988, 4А670-Примечание рецензента. 
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[13], [57], [63], [68], [77], [81], [82], [89] — [91], [137], [139], 
[140] и др.), отметим по этому поводу обзор [83]. 

В последнее время наметился разрыв между теорией топо­
логических луп и теорией гладких луп: в то время, как в теории 
гладких квазигрупп и луп в 70-х—80-х годах был получен це­
лый ряд содержательных результатов, теория топологических 
луп до сих пор пребывает в начальной стадии своего развития. 
•Отчасти это объясняется неудачным выбором объекта исследо­
ваний: до настоящего времени это были глобальные двусторон­
ние топологические лупы, с дополнительными топологическими 
условиями технического содержания. При этом исследованные 
классы топологических луп, как правило, бедны примерами и 
порой мало отличаются от класса топологических групп. Перс­
пективы развития теории, по нашему мнению, связаны с по­
строением теории локальных т о п о л о г и ч е с к и х л е ­
вых; л у п и приложениями к исследованиям С°-гладких про­
странств аффинной связности [6], топологических пространств 
с геодезическими [29], [71], топологических однородных прост­
ранств. 

В последующем под гладкими локальными лупами мы бу­
дем понимать, если не оговорено противное, См-гладкие локаль­
ные лупы. 

§ 2. ГЛАДКИЕ ЛУПЫ МУФАНГ И АЛГЕБРЫ МАЛЬЦЕВА 

Определение 2.1. Гладкая локальная лупа (Q, X, е) 
называется д и ассоциативной , если подлупа в Q, порож­
денная произвольной парой элементов из Q, является группой. 
Гладкая локальная лупа (Q, X, е) называется лупой Му-
ф а н г, если для любых а, Ь, с из Q, достаточно близких к е, 

•выполнено соотношение: 
(aXb)X(cXa) = (aX(bXc))Xa. (2.1) 

О п р е д е л е н и е 2.2. Конечномерная антикоммутативная 
алгебра Cf(-) над полем действительных чисел R называется 
б и н а р н о - л и е в о й , если любая пара ее элементов содер­
жится в некоторой лиевой подалгебре. 

Диассодиативные локальные аналитические лупы и соответ­
ствующие им бинарные касательные алгебры рассматривались 
А. И. Мальцевым [28]. Им была доказана 

Т е о р е м а 2.3. Касательная алгебра аналитической ло­
кальной диассоциативной лупы является бинарно-лиевой. Каж­
дая бинарно-лиева алгебра есть касательная алгебра одной и 
с точностью до локальных изоморфизмов только одной локаль­
ной диассоциативной лупы. • 

А. И. Мальцев рассматривал также подкласс в классе диас-
социативных локальных аналитических луп — локальные ана-
84 



логические лупы Муфанг, он показал, что касательная бинар-
ная алгебра <\~1€{Q) произвольной локальной аналитической,' 
лупы Муфанг Щ, х , е) является антикоммутативной и удов-
летворяет условию . 

^ • ^ - ( ^ • u i + ^ - D i + ^ . i - D n (2.2) 
или,что эквивалентно, 

ЦЪ, Л. £)•!-=/U, ц, %-1), (2.3) 
где ЧЪ, т]. C ) - ^ - t + t i t -H-U"n. Впоследствии такие алгебры 
были названы алгебрами Мальцева. 

Т е о р е м а 2.4 (Е. .Н. Кузьмин, [26], [113]). Касательная 
алгебра локальной аналитической лупы Муфанг является ал­
геброй Мальцева. Каждая конечномерная алгебра Мальцева: 
над полем действительных чисел есть касательная алгебра 
одной и с точностью до локальных изоморфизмов только одной 
локальной аналитической лупыМуфанг. О 

A. T. Гайнову [15] удалось охарактеризовать бинарно-ли­
евы алгебры q(-) как алгебры с антикоммутативной операцией 
(•), удовлетворяющие тождеству 

•/(1-.1. 1, ч)=0 (2.4) 
(см. также [129], Г1311). О современном СОСТОЯНИИ теории см. 
[17]. 

В [24]—[28], [127] —[129], [149], [150] была развита чрез­
вычайно полная структурная теория алгебр Мальцева, в де­
талях повторяющая теорию алгебр Ли. Исследования ориенти­
рованы на классы алгебр Мальцева над полями R и С, но ос­
новные результаты сформулированы для алгебр Мальцева над 
произвольным полем характеристики нуль. Наивысшим дости­
жением теории в настоящее время является аналог теоремы 
Леви о разложении произвольной алгебры Мальцева над по­
лем характеристики нуль в полупрямую сумму разрешимого 
радикала и полупростой подалгебры [16], [27]. Отметим один 
важный вопрос, который до сих пор не разрешен в теории ал­
гебр Мальцева: допускает ли произвольная алгебра Мальцева 
обертывающую альтернативную алгебру? 

В работах Ф. С. Кердмана [20]—[22] были рассмотрены 
вопросы теории аналитических луп Муфанг в целом: обоснова-. 
на возможность включения произвольной локальной аналити­
ческой лупы Муфанг в глобальную, доказан аналог теоремы 
Шрайера о продолжении локального гомоморфизма глобальных 
аналитических луп Муфанг, специально рассмотрены аналити­
ческие лупы Муфанг с разрешимыми касательными алгебра­
ми Мальцева. 

Теория аналитических луп Муфанг и соответствующих им 
алгебр Мальцева была построена в рамках алгебры. Парал-
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лельно сложились некоторые представления о той чрезвычайно 
интересной геометрии, которая стоит за этим классом луп. От­
метим в этой связи пионерскую работу Лооса [117]. В прост­
ранстве произвольной алгебры Мальцева q(.) над произволь­
ным полем характеристики нуль автор вводит структуру т р о й ­
н о й с и с т е м ы Л и (см. § 3 ниже), положив 

У| , т], £64 

(1, ть £ ) = 2 6 л - Б - л М - « - т 1 . (2-5) 
и показывает, что алгебра Мальцева -(•) разрешима (полу-
проста, проста) в том и только том случае, если соответствую­
щая тройная система обладает этим свойством, что радикалы 
алгебры Мальцева и соответствующей тройной системы совпа­
дают и т. д. В частности, он получает следующий классифика­
ционный результат (алгебраическими методами этот результат 
был получен Сейглом [126], [127], см. также [23]). 

Т е о р е м а 2.5. Простая нелиева конечномерная алгебра 
Мальцева над алгебраически замкнутым полем характеристи­
ки нуль изоморфна 7-мерной алгебре Кэли—Диксона. • 

Отметим, что предложенный Лоосом способ изложения тео­
рии алгебр Мальцева элегантен и чрезвычанйо экономичен (см. 
также [24], [123], [124]), что объясняется стоящим за ним и 
выявленным позже геометрическим содержанием. 

В [46] рассмотрен аналог конструкции Лооса в терминах 
операции лупы. Доказана 

T е о р е м а 2.6. На многообразии глобальной аналитичес­
кой лупы Муфанг (M, X, е) существует структура полного аф­
финного симметрического пространства, инвариантная относи­
тельно действия группы сдвигов, порожденной диффеомор­
физмами {La, Ra\aBM], которая действует на М транзитивно. • 

П. О. Михеев [31] охарактеризовал класс симметрических 
пространств, удовлетворяющих условиям теоремы 2.6. Оказа­
лось, что задача описания указанного класса пространств аф­
финной связности (пространства аффинной связности без кру­
чения, допускающие совместный абсолютный параллелизм 
[72]). имеет более чем полувековую историю [61], [72], [73], 
£143], полученные при этом результаты во многом аналогичны 
результатам из теории алгебр Мальцева. Так Вольфом [143] 
была решена задача об определении неприводимых (в смысле 
действия инфинитезимальной группы голономии) псевдорима-
новых пространств, допускающих совместный абсолютный па­
раллелизм векторов; он установил, что каждое такое простран­
ство локально изоморфно либо пространству простой группы 
Ли, оснащенному инвариантной симметрической связностью, 
либо одному из трех симметрических пространств: 

S^SO (8)/SO (7) , 
S3XR_SO(4,4)./SO(3,4), 
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S7XR—SO(8,C)/SO(7,C). 
Аналогичная задача в теории алгебр Мальцева — классифи­

кация нелиевых простых алгебр Мальцева над полем R — бы­
ла решена Е. Н. Кузьминым в 1968 г. Список нелиевых про­
стых алгебр Мальцева над полем R включает в себя две цент­
ральные простые алгебры Мальцева размерности 7 и одну 
нецентральную алгебру Мальцева размерности 14. Используя 
конструкцию Вольфа, можно предложить для них следующее 
описание. 

Пусть g = so(8), l)---so(7)—стандартно вложенная подалгеб­
ра в g, <r6Aut(g)—автоморфизм тройственности и m — ортого­
нальное дополнение к $ в метрике Киллинга. Введем на m би­
линейный закон композиции векторов (•) 

V | , цШ |;--Ti--=[|,Ti]m, 
где [|, г\] обозначает результат коммутирования векторов в g и 
[I, "ц]т—проекцию вектора [|, ц] на m параллельно о(&). 
Тогда ш(-) —7-мерная простая компактная алгебра Маль­
цева. . 

Аналогичная конструкция в случае g=so(4,4) и ^-=so(3,4) 
приводит к 7-мерной простой иекомпактной нелиевой алгебре 
Мальцева, а в случае g = so(8. С), 6=80(7, С) —к 14-мерной 
простой некомпактной нелиевой алгебре Мальцева (над полем 
действительных чисел R). 

Ямагути [147], [148] исследовал связи между алгебрами 
Мальцева и тр о йн ы ми а л г е б р а м и Ли (см. § 3 ниже). 
Можно показать, что антикоммутативная алгебра q(-) над по­
лем характеристики нуль является алгеброй MaflbneBa в том 
и только том случае, если 

VI, г\, £. кед . 
D(l, n) (£'•*) = (D(l, nK) -х.-НБ. (Ь(6, л)*) -

W.D(|,Ti)t=..|-n5—л-К'+бл.?, т- е- отображения D(t,ri) :.Ч-н. 
являются дифференцированиями билинейной операции (•). 
При этом векторное пространство q, оснащенное операциями 
•5"Т) и (|, ц, £).= £)(|, т))'£;, является тройной алгеброй Ли. 

i 

§ 3. АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ЛОКАЛЬНО РЕДУКТИВНЫХ 
И ЛОКАЛЬНО СИММЕТРИЧЕСКИХ ПРОСТРАНСТВ 

АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ 

Общеизвестно значение локально редуктивных и локально 
симметрических пространств в современной дифференциальной 
геометрии. Лоос [118] показал, что произвольное симметриче­
ское пространство можно рассматривать как гладкую квази­
группу с некоторыми тождествами (идемпотентную, леводист-
рйбутивную, с левым свойством обратимости). Завершенную 
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алгебраическую теорию локально редуктивных и локально сим­
метрических пространств разработал, используя работы Кикка-
вы, Л. В. Сабинин, осуществив следующую программу исследо­
ваний: 

1. Описать геоодулярные пространства, соответствующие ло­
кально редуктивным (локально симметрическим) простран­
ствам аффинной связности, т. е. описать связи между геодезиче­
скими лупами в различных точках пространств указанного 
вида. 

2. Получить условия, необходимые и достаточные для того, 
чтобы гладкая локальная лупа могла служить геодезической 
лупой локально редуктивного (локально симметрического) про­
странства. 

3. Построить инфинитезимальный объект, адекватным обра­
зом соответствующий гладким лупам указанных классов. 

Полученные результаты привносят новую идеологию в гео­
метрию, так как они позволяют, например, корректно опреде­
лить понятие С° и С-гладкого редуктивного (симметрического) 
пространства. Не вовлекая в рассмотрение дифференциальное 
исчисление и топологию, можно ограничиться изучением чисто 
алгебраических свойств редуктивных и симметрических прост­
ранств, например, с конечным числом элементов (при этом 
вместо поля скаляров R следует рассматривать некоторое ко­
нечное поле). Подобные конструкции, близкие по духу к Эр-
лангенской программе Клейна, несомненно привлекут внимание 
специалистов, интересующихся основаниями геометрии и гео­
метрической алгеброй-

Сформулируем основные результаты [42], [43], [94], [96], 
[971 

Т е о р е м а 3.1 (Л. В. Сабинин [42]). Гладкое многообра­
зие аффинной связности (M, V) локально редуктивно (т. е. 
VT—О, VR = 0) в том и только том случае, если левые сдвиги 
его естественной геоодулярной структуры (-М, L, (со()<ек ) яв­
ляются ее локальными изоморфизмами, т. е. локально Va, b, с, 
deM, VtZR 

Lb°Ld=Lra oL% (3.1) 
Lbd 

(первое тождество редуктивности) и 
L K = t га°Ц (3.2) 

(второе тождество редуктивности). • 
Пусть (Q, X, е)—гладкая локальная лупа, введем обозначе­

ние la,b=L^b°LaoLb, тогда имеет место 
Т е о р е м а 3.2 (Л. В. Сабинин [42]). Гладкая локальная 

лупа (Q, X, е) может служить геодезической лупой некоторой 
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локально редуктивной связности V на Q в том и только том 
случае, если локально Va, b, c&Q, yieR 

la,b°Lc-^Ll{aJ>)col(a,b) (3.3) 
(левое спепиальное свойство), 

Ltea°Luea=L{i+a)ea (3.4) 
(свойство левой моноальтернативности). П 

В условиях теоремы 3.2 локально редуктивная связность V 
(или, что эквивалентно, соответствующая геоодулярная струк­
тура) определяется однозначно. Действительно: из (3.1) имеем, 
что в этом случае 

Lb-=IaoL 1 oLa1. (3.5) 
•Са Ь 

Гладкие локальные лупы (Q, X, е), удовлетворяющие усло­
виям теоремы 3.2, допускают вложение в локальные группы Ли 
(в смысле конструкции (1.14)). Локальная аналитическая лупа 
(Q, X, е) на локальном сечении Q = expU пространства левых 
классов смежности Gmodff (где (G, Д, е) —локальная группа 
Ли, Я — ее связная (замкнутая) подгруппа, q — векторное под­
пространство в алгебре Ли fl, соответствующей группе G, до­
полнительное к подалгебре J), соответствующей подгруппе Н, и 
U — окрестность нуля в (\, см. формулу (1.14)) удовлетворяет 
условиям теоремы 3.2 в том и только том случае, если [39] 

Vx6tf xAQAx^czQ (3.6) 
(свойство редуктивности). 

Отметим, что условия гладкости в теоремах 3.1—3.2 можно 
существенным образом понизить, так как в условиях VT=0, 
VJ?=0 С'-гладкая (k^A) связность V является аналитиче­
ской в координатах, нормальных относительно произвольной 
точки е. 

Пусть (М, V)—многообразие локально редуктивной аф­
финной связности (V.R---0, V7—0); в пространстве Ts{M), ка­
сательном к многообразию М в точке е, введем структуру би­
нарно-тернарной алгебры, касательной к геодезической лупе 
(M, -, е), положив V|, T1, &e7\,(M) ' 

1-ц=—Т(1, л), 
(1, -п, »---«№. ч)С, <37) 

тогда V6, п. С,.«, -шбГ.С-М) 
1-S-o,-

(1,1. ч)=°. 
в{(1, ч.••£)+*--»-=о, . 
©{(I-.-1, £. *)}=°> (3-8) 



(I, ц, (%,%, ©))==((•=, Л, S) . к, •--)+' 
+ (£, (1, л, и) , ©) + (&, х. (£> ч. --)) . 

где 6 обозначает циклическую сумму no | , т,, £. 
Конечномерное векторное пространство q над полем R, на­

деленное билинейной и трилинейной операциями, удовлетворя­
ющими тождествам (3.8), называется тройной а л г е б р о й 
Л и. Имеет место взаимно однозначное (с ТОЧНОСТЬЮ до ло­
кальных изоморфизмов) соответствие между тройными алгебра­
ми Ли и геодезическими лупами локально редуктивных прост­
ранств. О связи тройных алгебр Ли и геодезических луп ло­
кально редуктивных пространств см. [9], [42], [96] — [109]; 
см. также работы [33], [34], представляющие исторический 
интерес. 

Имеется развитая алгебраическая теория тройных алгебр 
Ли, начала которой восходят к работам Джекобсона [92] и 
Яма гута [145], о современном состоянии теории см. [100], 
[102] —[105], [107], [108]. Причины интереса к теории тройных 
алгебр Ли ПОНЯТНЫ: исследование тройных алгебр Ли—-один 
из путей к классификации локально редуктивных пространств. 
Основополагающей при этом оказывается 

Т е о р е м а 3.3. Пусть q — конечномерная тройная алгебра 
Ли над полем R, тогда существует конечномерная алгебра Ли 
Й, подалгебра Ij в g и такое линейное вложение t:<j->-g, что пос­
ле отождествления l{q) с q 

Й==ч+1) (прямая сумма векторных пространств), 
П>. <.]с<г 

и П, п, Бен 
1-'П-=[Е.чЬ. 

где [1-,т]] обозначает результат коммутирования векторов g и ц 
в fi, [i> 11I17 — проекцию вектора [£, г|] на q параллельно 1) и 
[I, г]]^ — проекцию вектора [{xi}, т|] на 1) параллельно q. При этом 
элементы подалгебры Ь действует на (,-как дифференцирования 
тройной алгебры Ли q. • 

Целый ряд замечательных результатов о тройных алгебрах 
Ли получил Сейгл [128], [131]—-[136]. При этом рассмотре­
ние вопросов, связанных с б и н а р н о - т е р н а р н ы м и ал­
гебрами q, соответствующими алгебрами Ли g в редуктивном 
разложении 

8=-<тИ [М]с<Ь 
автор систематически сводит к исследованию собственно би­
нарных антикоммутативных алгебр <.(•) 

V.-, r\&q l"n=[t , т|]Й . 
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Так что рассмотрения автора оказываются, на наш взгляд, не- ' 
оправдано усложненными дополнительными условиями и огра­
ничениями технического характера. 

Сформулируем следующую теорему. 
Т е о р е м а 3A (Сейгл [128], [131]). Пусть q(.)—простая 

конечномерная антикоммутативная алгебра над произвольным 
полем К характеристики нуль, оснащенная дополнительной 
трилинейной операцией вида ' 

(1, Л. U=A|Ti-.; + Bri.;.5+A!-Tb где А, В, С&К, 
удовлетворяющей определяющим тождествам тройной алгеб­
ры Ли (см. (3.8)), тогда имеет место одна из следующих си­
туаций: 

1. <!(•) -простая алгебра Ли и В— С, A - В = 1 ; 
2. q(-)—простая алгебра Мальцева и A-—1, В=С—\; 
3. q(-)—простая алгебра, удовлетворяющая условию 

ПЬ Ч, t)n = J{%, 1, Ti.U+/(x, i\, Ш+-Ч>-, £, ..••-!) 

ил—ь-,в=с— .̂ 
Во всех трех случаях алгебра Der(q), состоящая из всех 

дифференцирований операции (•), оказывается порожденной 
дифференцированиями вида 

_fon):<M-q (^(1, ч, £)), 
и алгебра Der(q) действует на q вполне приводимым обра­
зом. • 

Представляется интересным также следующий вопрос: оп­
ределить эффективные условия на антикоммутативную били­
нейную операцию, необходимые и достаточные для того, чтобы 
ее можно было представить как билинейную операцию трой­
ной алгебры Ли. Отметим, что тождество Мальцева (2.2) яв-
ляется достаточным условием этого {,147], [148]. 

Обращаясь к случаю локально симметрических пространств 
аффинной связности и соответствующих геоодулярных про­
странств, сформулируем следующие теоремы ({42], см. также 
работу [19], имеющую исторический интерес). 

Т е о р е м а 3.5 (Л. В. Сабинин, [42]). Гладкое многообра­
зие аффинной связности {М, V) локально симметрично (т. е. 
7—0, Vft—0) в том и только том случае, если локальные диф­
феоморфизмы {S0}a6M 

S a x= ( — -)ax 
(геодезические симметрии) являются локальными изоморфизмами 
соответствующей геоодулярной структуры (M, U (a^gR). т. е. 
локально Va, b, с&М, VfgR 

Sa°Lc = = l-sae °Sat 

Sa°tb = tsab°Sai 
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при этом локально ?а, &6M 
Ls — */i \ °sa. П 

Т е о р е м а 3.6 (Л. В. Сабинин, [42]). Гладкая локальная 
лупа (Q, X, е) может служить геодезической лупой некоторой 
локально симметрической связности V на Q в том и только 
ТОМ случае, если локально Va, Ь, c&Q 

аХ(ЬХ (аХс)) ---'(aX (ЬХа)) Хс (3.9) 
(левое тождество Бола), 

(aXb)-1=,a-1X6-1 (3-Ю) 
(свойство автоморфной обратимости). • 

З а м е ч а н и е 3.7. Примечательно, что лупы, удовлетворя­
ющие условиям (3.9) и (3.10), известны в неассоциативной 
алгебре (вне связи с дифференциальной геометрией) под на­
званием луп Брака (см., например, [78], [124]). П 

Конструкция тройной алгебры Ли (см. (3.8)) в случае 
геодезической лупы (М, -г, е) в точке е локально симметриче­
ского пространства аффинной связности (М, V) вырождается 
в тройную систему Ли, т. е. 

VI, t], Ъ*Т.{М) 

6-Я---0, (1, Ц, l)=-R(t, i\)t 
при этом V|, т), 5, х, <аЪТе(М) 

(1,1,ч)=0, 

й, ц. Б)-Мл. t, i) + (t. i. л) ==о, 

(£> Ц, (£> X. Ю)) = ( ( ! , Г], $ ) , X, 0>) + 

+'(£> (1. 11. х) , ©) + (£;, %, (!, л, о)) . 

(3-Й) 

Конечномерное векторное (пространство q над полем R, на­
деленное трилинейной операцией, удовлетворяющей тожде­
ствам (3.11), называется тройной системой Ли. Имеет 
место взаимно однозначное (с точностью до локальных изо­
морфизмов) соответствие между тройными системами Ли и 
геодезическими лупами локально симметрических .пространств. 
О теории тройных систем Ли см. [75], [76], [92], [116], [123], 
[145]. В [53] получены явные аналитические выражения для 
законов -композиции геодезических луп пространств постоян­
ной кривизны. 
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§ 4. ГЛАДКИЕ ЛЕВОДИСТРИБУТИВНЫЕ КВАЗИГРУППЫ 
И ОБОБЩЕННЫЕ СИММЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА 

Симметрическое пространство, следуя.Лоосу [118], можно 
трактовать как гладкое многообразие М, оснащенное гладким 
законом композиции (*) :МХМ—»-Af со свойствами (VaeM): 

(4.1) a*a—tt (свойство идемпотентности); 
(4.2) a*(a*by=b (левое свойство ключей); 
(4.3) a*(b#c)i— {a*b)*(a*c) (свойство левой дистрибутив­

ности); 
(4.4) уравнение а*у=у имеет единственное решение в не­

которой окрестности произвольной точки аШ (см. также [19], 
[95], [124]). Конструкция оказывается чрезвычайно интерес­
ной в плане изучения обобщенных симметрических про­
странств (пространства с симметриями, s-многообразия, суб-
симметрические пространства и т. д., см. .[.14], [351—437], [42], 
[58], [59], [79], [80], [111], [112], £114], [115], [141], 
[142] и др.): теория квазигрупп и луп в этом случае предо­
ставляет исследователю не только удобный, адекватный рас­
сматриваемым задачам язык, но и эффективные приемы и ме­
тоды. Центральным при этом является 'понятие локальной 
s-структуры. 

О п р е д е л е н и е 4.1. Пусть (М, #, \)—гладкая локаль­
ная (глобальная) левая квазигруппа такая, что 

(4.1) а*а=а (свойство идемпотентности); 
(4.4) уравнение а*у=у имеет единственное решение в неко­

торой окрестности произвольной точки аШ. Будем называть 
такую алгебру локальной (глобальной) s - с т р у к ­
т у р о й на многообразии М. Введем обозначения Sa'-M1-*-
^М (b .{to} a*b), тогда для обозначения s-структуры на мно­
гообразии М естественно использовать запись (M,{sa}aBM:)-

О п р е д е л е н и е 4.2. Будем говорить о гладкой п р а ­
в и л ь н о й р е г у л я р н о й s-структуре (М, {яа}оек), если 

(4.5) уравнение у*а=Ь имеет решение для любых доста­
точно близких друг к другу точек а и >Ь, это решение един­
ственно и гладким образом зависит от а и Ъ; 

(4.3) Va, b, сВМ выполнено тождество левой дистрибутив­
ности: 

a*{b*c)=<{a*b)*{a*c). 
Имеют место следующие теоремы; _ 
Т е о о е м а 4.3 (А. С Феденко [58], Ковальский [ Ш Ь 

Л. В. Сбитнева [54], Л. В. Сабинин [42]) Гладкой лошьиш 
правильной регулярной s-структуре (М, {S^M) соответствует 
единственная (каноническая) аффинная редуктивная связность V 
/Г7Т — С\ -г7/?—.0̂  такая, что тензорное поле оа — ^а)^а 
(.V/ —и, s/K—v) *-- .̂н. ^ . * являются локальными 
КОВарИЙНТНО ПОСТОЯННО (VS = 0) И {Sa)a£M ЯВЛЯЮТСЯ 
изоморфизмами связности V . При этом симметрии sfl в различных 
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точках многообразия М связаны соотношением 
La

xosao[L%Tl~s„ 
где {Lfja.x^M—левые сдвиги соответствующей геоодулярной 
структуры.' • 

Теорема 4.4 (Л. В. Сбитнева [54]). Гладкий локальный 
модуль (Ж, х , е , {4}teR) c выделенным локальным автоморфиз­
мом s6AutM тогда и только тогда может быть реализован как 
геодезический одуль канонической аффинной связности V для 
некоторой гладкой локальной правильной регулярной s-струк-
туры (М, {sa}aeM). гДе s<i=s, если он удовлетворяет условиям 

(4.6) aX[.sa-1X{&X(s&-1Xc)>]-== 
= [aX(sa-lXb)]X]{saX(s2a^Xsb)}^X{saX(s2a-lXc)}] 

(s-тождество); 
(4.7) s(aX•-))==•-'-:-X•-'.-, (тождество s-автоморфности); 
(4.8) (tea)X>[(Uea)Xb]=Ht-lru)ea]Xb (тождество левой 

моноальтернативности); 
(4.9) (s„,—-id*,e) — обратимо. П 
О п р е д е л е н и е 4.S (Л. В. Сбитнева [54]). Гладкая локаль­

ная правильная регулярная ^-структура (M, {sa}aqM) называется 
совершенной, если ее э л е м е н т а р н ы е трансвекции 
sao$jl индуцируют параллельный перенос вдоль геодезических 
линий ее канонической локально редуктивной связности, т. е. 
va, ЬеМ 

L * a » = •- ' f l °S^ ,• 

Теорема 4.6 (Л. В. Сбитнева [54]). Гладкий локальный 
модуль (М, Х> -з, (4}ieR) с выделенным локальным автоморфиз­
мом s6AutM тогда и только тогда может быть реализован как 
геодезический одуль канонической аффинной связности V для 
некоторой гладкой совершенной s-структуры (М, {sa}aeM), где 
Sfi=s, если он удовлетворяет условиям: 

(4.10) aX{bX(sa~lXc))^(aX(bXsa-l))Xc (особое по-
луболово тождество); 

(4.7) s(aXby=saXsb; 
(4.8) (tea)X[(uea)Xb]=[(t+u)ea]Xb; 
(4.9) (s,,e—-id»,-)—обратимо. П 
Гладкие локальные лупы, удовлетворяющие условиям тео­

ремы (4.6)", допускают вложение в локальные группы Ли, а 
именно (Л. В. Сбитнева ![55]): для каждой такой лупы 
(М, X, е) существует такая локальная группа Ли (G, Д, е) и 
автоморфизм seAut G, что М можно отождествить с локальным 
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сечением t: M{to}G левых классов смежности Gmodtf, где 
#-{xGG|s(x)==-*}, причем (мы отождествляем i(M) и M) 

s\M-s не имеет неподвижных точек на М ОТЛИЧНЫХ ОТ е; 
V-x-бЯ хДМДлг-сМ (свойство редуктивности)-
Va,66M aAbAsa-^M; 
Va,b6M аХ-"-'ям(аАЬ). 
Аналогичная конструкция имеет место для соответству­

ющих тройных алгебр Ли (см. '[55], [56]). 
З а м е ч а н и е 4.7. В условиях теоремы 4.6 одуль 

(М, X, е, U-}IGR ) удовлетворяет левому т о ж д е с т в у Бол а 
aX(bX(aXc)T=(aX(6Xa))Xc 

(см. [55]). Относительно совершенных s-пространств см. так­
же [42], [54], [56]. D 

З а м е ч а н и е 4.8. Следует также отметить здесь достаточ­
но близкие по тематике работы [5], [29], [61], в которых кон­
струкция квазигруппы геодезических симметрии {М, *) на 
произвольном многообразии аффинной связности (Af,V) 

(») :МХМ-+М ((a, &)— ( _ i ) ^ ) 
используется для описания структуры его геодезических. D 

§ б. ГЛАДКИЕ ЛУПЫ БОЛА 

Интерес к теории гладких луп Бола был вызван приложе­
ниями в дифференциальной геометрии, в особенности, тем 
фактом, что геодезические лупы локально симметрических 
пространств удовлетворяют левому тождеству Бола [19], [42] 
(то же справедливо и для совершенных .s-шространств [55]). 
Замечательным представляется уже .просто наличие такой свя­
зи между «даосом локально симметрических пространств, ис­
следование которых составило, эпоху в развитии дифференци­
альной геометрии, и конструкцией луп Бола, составляющей 
одну из центральных глав современной теории квазигрупп и 
луп [10]. Применительно к гладким локальным лупам Бола 
удается развить теорию, аналогичную теории соответствия 
групп Ли и алгебр Ли. Конечно, случай гладких луп Бола 
сложнее: мы должны использовать в данном случае бинарно-
тернарные алгебры Бола вместо касательных алгебр Ли. 
О гладких лупах Бола и алгебрах Бола см. [30], [42], 
[46]-[49]. 

О п р е д е л е н и е 5.1 .Гладкой локальной лупой Бола мы 
называем локальную аналитическую лупу {В, X, е), удовлет-. 
воряющую правому тождеству Бол а 

((сХа)ХЬ)Ха-сХ(.(аХЬ)Ха). (5.1) 
О п р е д е л е н и е 5.2. Алгеброй Бола называется, конечно­

мерная бинарно-тернарная алгебра Ь над полем R, операции 
которой %• . и (1, гь £) удовлетворяют соотношениям: 
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VI, г), t %, юбЬ 
1-1=0, (5.2) 

(1, 1, ч )=0 , (5-3) 
(1, ч, Б) + (-1. 5, 1> Л) =0. (S-4) 

(1, л.-&)->«—(6, r|, « ) • £ + « , « . i - ^ - d ^ . e - t J + S T i - E x ^ , (5.5) 

(1 , T], '(£, X, C0)) = ( ( 1 , T\, t,), X, © ) + . 

+ (£, (1, T], x. ta)+U, x, (1. ч. и) ) - (5'6) 
З а м е ч а н и е 5.3. В силу соотношений (5.3), (5.4), (5.6) 

алгебра Бола Ь является тройной системой Ли относительно 
трилинейной операции (см. (3.11)). Так что алгеброй Бола 
можно называть тройную систему Ли, оснащенную дополни­
тельной кососимметрической билинейной операцией (•), отно­
сительно которой V|, t\& отображение 

D(l, n) :6{to}b (£м- (1, г], £)) 
является п с е в д о д и ф ф е р е н ц и р о в а н и е м с к о м ­
п а н ь о н о м 1.--, т. е. 

vc, «еь 
iDg.r1(C-x)--(D6,-10-fc + C-(DE,4n) + (e,«, |-»i)-Cx.g»i. П (5-7) 

Касательные бинарно-тернарные алгебры гладких луп Бо­
ла см. (1.1), (1.2)), оснащенные законами композиции 1.Т) и 
<'•!• ~1> £)> являются алгебрами Бола относительно операций 

i-ЛИ (1,т], 5 ) - - 2 < £ , б, т1> + | т К - (5.8) 
Гладкие локальные лупы Бола изоморфны в том и только том 
случае, если изоморфны 'касательные алгебры Бола. Произ­
вольная конечномерная алгебра Бола является касательной 
алгеброй некоторой гладкой локальной лупы Бола. Локальные 
подлупы гладкой лупы Бола и подалгебры касательной ал­
гебры Бола соответствуют друг другу взаимно однозначным 
образом [46],'[49]. 

Для гладких локальных луп Бола .получена дифференци­
ально-геометрическая характеризация, аналогичная той, кото­
рую Э, Картан предложил для групп Ли, в терминах про­
странств аффинной СВЯЗНОСТИ со свойствами: R=0, У Г = 0 [74]. 
Имеют место теоремы: 

Т е о р е м а 5.4 (Л. В. Сабинин, П. О. Михеев .[47]—{49]). 
Пусть 
(В, X, е) —гладкая локальная лупа Бола. В окрестности ней­
трального элемента е в В можно единственным образом вве­
сти структуру аффинной связности V нулевой кривизны 
(R — 0) такую, что закон композиции геодезического одуля в 
точке е совпадает с операцией (X). При этом кручение Т 
связности V удовлетворяет условию 

УГ(У/Т̂  + Т5Л = 0. • 
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Теорема 5.5. (Л. В. Сабинин, П: О. Михеев [47] — [49]). 
Локальная геодезическая лупа (М, •, е), связанная с произ­
вольной точкой е аналитического пространства аффинной связ­
ности (М, V), всюду удовлетворяющего условиям 

R U = 0, V r (V,r / f t +r^ , ) - - - -0 . (5.9) 
обладает правым свойством Бола. • 

З а м е ч а н и е 5.6. Аналогичную дифференциально-геометри­
ческую характеризацию для гладких локальных луп Муфанг 
(частный случай гладких луп Бола) можно получить в терми­
нах .пространств аффинной связности, удовлетворяющих усло­
виям (см. [49]) 

# U = 0 , У/Г^=1(Г^Т5* + ТуЛ + Т^Пу). • 
Говорят, что лупа (Б, X, е) обладает свойством и з о т о ­

п и и - и з о м о р ф и з м а , если произвольная лупа, изотопная 
(В, X, е) ей изоморфна (в [10] это называется G-свойством). 

Т е о р е м а 5.7 (П. О. Михеев [30]). Гладкая локальная 
лупа Бола (В, X, е) обладает свойством изотопии-изоморфиз-
>ма в том и только том случае, если каноническая связность V 
(ом. теорему 5.4) локально однородна. • 

Алгебры Бола D-=-Te(.B), соответствующие гладким локаль­
ным лупам Бола со свойством изотопии-изоморфизма, мы на­
зываем однородными, они выделяются тем свойством, что 
произвольный элемент % из Ь является компаньоном некоторо­
го псевдодифференцирования (ом. (5.7)). Примерами однород­
ных алгебр Бола могут служить алгебры.Мальцева и алгебры 
13ола, удовлетворяющие условию (см. [30]) . ' 

Т е о р е м а 5.8 (П. О. Михеев [30]). Алгебра Бола Ь одно­
родна в том и только том случае, если ее трилинейная опера­
ция представима в виде 

(1, п, ?)---?• а-т1)—№Ю-г1-1-(Шг1)+1ч-?> 
где билинейная операция ( • ) : ЬХ-б—УЬ удовлетворяет усло­
вию 

и- (I, у\, £) = ( * -1 , % S) + (1, «ач- Е) + (1. л, «at)', -
. З а м е ч а н и е 5.9. Задача о классификации однородных ал­

гебр Бола представляется чрезвычайно интересной, посколь­
ку алгебры Мальцева, например, однородны. • 

Гладкие локальные лупы Бола допускают вложение в ло­
кальные группы Ли (в смысле конструкции (1.14)). Локальная 
аналитическая лупа (Q, X, е) на локальном сечении Q=exp U 
пространства правых классов смежности GmodH (где 
(О, А, е) —локальная группа Ли, Я —ее связная подгруппа 
(замкнутая), q—векторное подпространство в алгебре Ли д, 
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соответствующей •группе G, дополнительное к -подалгебре I), 
соответствующей подгруппе Я, и U — окрестность нуля в (\) 
удовлетворяет- (правому) тождеству Бола в том и только том 
случае, если локально Va, b&Q 

. - . aAbAaGQ. (5-10) 
Сечение Q-=exp U (QWczq) удовлетворяет условию (5.10) в 
том и только том случае, если 

VI,-п, Ее<г'[1[лШ-<г (5Л1) 
(квадратные скобки обозначают закон композиции в алгебре 
Ли 8). 

З а м е ч а н и е 5.10. Подмногообразия в группах Ли, удов­
летворяющие условию (5.10), рассматривались Ноно [119] — 
[121] в связи с исследованием вполне геодезических подмно­
гообразий в группах Ли. • 

Аналогичное утверждение имеет место и для алгебр Бола. 
Теорема 5.11 (Л. В. Сабинин, П. О. Михеев [46], [49]). 

Пусть 6 — алгебра Бола, основные операции которой суть g •" 
и (S. Л, £)> тогда существует конечномерная алгебра Ли g над 
полем действительных чисел, подалгебра I) в g и такое линей­
ное вложение i: Ъ—vg, что (после отождествления i (Ь) с Ь) 

5= 5 + & (прямая сумма векторных пространств), 
[ [М],Ц-Ьи 

\ vs.п.ее* .i:.i-B,ti]-,• ал,£)---[[е,-1],Ч. (5-i2> 
где [I, ц] обозначает результат коммутирования векторов в g 
и [Е> -l]j— проекцию вектора [g, л] на Ь параллельно I). Q 

Теорема'5 .11 предлагает не только некоторое описание ал­
гебр Бола в терминах алгебр Ли, но и дает возможность по­
строить большое количество примеров: пусть (g, s) — симмет­
рическая алгебра Ли (s<5Auitg, s2==id), тогда 

д-=5+ь, 
где 

b={i6fl|si = |} 
и для любого автоморфизма <-6Autg, достаточно близкого к 
тождественному, подалгебра 5=<т(Ь) не пересекается с вектор-j 
ньш- подпространством Ь, так что алгебра Ли g в фиксирован-', 
ном разложении 

8-=-. + $ 
определяет некоторую алгебру Бола по правилу (5.12). Для 
большого класса тройных систем Ли именно таким образом 
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можно получить все билинейные операции, дополняющие их да 
алгебры Бола, т. е. удовлетворяющие тождеству (5.5) (см. 

§ 6. ГЛАДКИЕ ЛОКАЛЬНЫЕ ЛУПЫ СО СВОЙСТВОМ 
ПРАВОЙ МОНОАЛЬТЕРНАТИВНОСТИ И ПРОСТРАНСТВА 

АФФИННОЙ СВЯЗНОСТИ БЕЗ КРИВИЗНЫ 

Гладкие локальные лупы (Q, х , е) со свойством правой 
м о н о а л ь т е р н а т и в н о с т и 

VkjBZ, Ya,baQ 
(axbh)xbl=axbh« (6.1). 

представляют собой наиболее важный класс гладких локальных; 
луп из тех, которые в настоящее время активно изучаются. Мы 
обсуждаем здесь дифференциально-геометрический подход к 
теории гладких локальных правомоноальтернативных луп, ана­
логичный тому, который Э. Картан предложил для групп Ли [72]* 

Произвольная гладкая локальная правомоноальтернативнаа: 
лупа (Q, X , <з) обладает свойством ассоциативности степеней (1.5)„ 
поэтому структуру лупы (Q, х,е) можно дополнить СШ-умно­
же ни ем на скаляры .{j.-}..gR. совместным, .с операцией (Х)^ 
т. е. локально 

(tea)X(uea) = (t+a)ea, (6.2> 
так что (Q, X,e, {t-}.-̂ )—СШ-гладкий локальный одуль и соот­
ношение (6.1) эквивалентно следующему (см. § 1): 

(aX(teb))X{tt.by~axi(t + ii).b), (6.3> 
З а м е ч а н и е 6.1. Более того, в С°°-гладкой локальной лупе 

соотношение • . . . , . 
(aXb)Xb = aX(bXb) 

локально эквивалентно (6.1) и (6.3), см. [50L П 
Геометрическая трактовка гладких правомоноальтернатив­

ных луп основывается на следующей теореме. 
Т е о р е м а 6.2 (Л. В. Сабинин, П. О. Михеев [J47J — [49]). 
A. Локальный . геодезический модуль (Q,-e,e, {te}teR), связан­

ный с произвольной точкой • е - пространства • аффинной связ­
ности (Q, V) с нулевой кривизной (с абсолютным параллелиз­
мом), удовлетворяет тождеству правой моноальтернативности 
(6.3). „ 

Б. Пусть (Q, X, е, Ц.}№*) — гладкий локальный одуль со; 
свойством правой моноальтернативности (6.3). В окрестности: 
нейтрального элемента е в Q можно единственным образом 
ввести структуру СШ-гладюэй аффинной связности V с нулевок 
кривизной, так что локально 

7* 9 Й 



a-b=*aXb, 
e 

где (•) обозначает закон композиции геодезического одуля в точ-
е 

ке е, соответствующего связности V . При этом 
a-b=ax(c\t>), (6.4) 

•" 
так что геодезические лупы, связанные с различными точками 
из Q, изотопны. D 

Пусть (Q, X, е) — правомоноальтернативная локальная 
аналитическая лупа; используя структуру канонической аффин­
ной связности V (теорема 6.2), введем в касательном простран­
стве q=Te(Q) полилинейные законы композиции 

Vm=0, l , . . . , Vl i , . . . , |m, *1,'Се<г 
•• (6.6)' 

<h,-..,U; л. O-CV-^d i s«; л, £)• 
•Операции (6.5) удовлетворяют соотношениям 

Уда — 0 , 1 , ; . . , Vg,, . . . , | m , т], t *, (o{in}(| 
\ 61» • • •» Sr' *•> •-"» | - + Ь • • • ' ёт> ч ' £ / m+2~~~ 

— ( -Si»..-.» i r , «>) К, ir+1, • • - » imi Л, S ) m+2 + 

+ < < .31 > • . •• -S/-- «> <-- > г» £r+l> • • «' Im» Л» S > Ш-Г+1 + 
r 

+22 
й=1 a 

•Sr.fl» • • • ' lm> 11» £ > m-r+A+l = 0> (6.6) 

V r - 0 . 1, . . . . V g ! . . . . , £ . , , 1-, C, *6<f 
«ПСИ [ ( ll» • . .»lr» «; ч» £ ) r + l + ( ( 6b • • •» Sr5 4 . S ) r» « > 0 + 

+ 2 2 < £«i> • • •' Ц» <-£«*fi- • • •' b»r- -I- S > r~*. « > * =o» (6-7) 
ft=-l a J 

где внутреннее суммирование в формулах (6.6) и (6.7) ведется 
ПО совокупности всех таких взаимно однозначных отображений 
(тасующих подстановок) a : {1 , . . . ,r}{to}{l,... ,r}, что 

<о 1 <. . .<«- . , a J M < . . . < a f (k==1, . . . , r ) 
и вп£к обозначает циклическое суммирование по т], £, и. 

Замечание 6.3. Структурные константы s/i, . •. \/tmTjU(e) 
удовлетворяют также следующему условию сходимости: сущест­
вуют такие положительные числа А и В, что 

?т>0, Vi!, ...,lm i, j , k = l, , . . ,« . 
I V/, • • • V/mr^ (е)| < А-Я*. да! П (6"8) 
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Определение QA (Л. В. Сабинин, П. О. Михеев [51J,. 
•[52]). Конечномерное векторное пространство q над полем дей­
ствительных чисел R, оснащенное счетным набором полилиней­
ных операций <&,... , gm; г\, От, т = 0 , 1 , . . . , 

<11. •. •. • |т; Ц, 5>т-— <(|ь..., | т ; -S. ч>т> (6.9) 
удовлетворяющих (6.6) и (6.7), мы называем гипералгеб--
р о й. 

Имеет место взаимно однозначное (с точностью до локаль­
ных изоморфизмов) соответствие между гипералгебрами и: 
гладкими локальными правомоноальтернативными лупами: лу­
пы указанного класса изоморфны в том и только том случае,. 
если изоморфны касательные гипералгебры; произвольная ги-
пералгебра, структурные константы которой удовлетворяют 
условию сходимости (6.8)..является касательной гипералгеброй 
некоторой локальной аналитической лупы со свойством правой 
моноальтернативности; при этом локальным подлупам соответ--
ствуют подалгебры касательной гипералгебры, нормальным ло­
кальным подлупам— идеалы [51], {52]. 

Пусть (Q, X, е) — локальная аналитическая лупа со свойст­
вом правой моноальтернативности и q = Te(Q) —-касательная к 
ней гипералгебра. Введем в окрестности точки е в Q канони­
ческую аффинную связность V и отождествим q с множеством 
V-постоянных векторных полей на Q 

q=(X5 |X5(e)=l}. (-•ДО)-
Рассмотрим алгебру Ли g (в общем случае—бесконечномер­
ную), порожденную q, 

•3 = <ШВД}> (6.11) 
и подалгебру I) в Й 

5={Уей|У(е)=0}, (6.12) 
тогда I; не содержит нетривиальных идеалов алгебры Ли g к 

fl=q+I3. (6.13) 
Алгебру Ли g в фиксированном разложении (6.13) также 

можно рассматривать как инфинитезимальный объект, соответ­
ствующий (Q, Х, е). Действительно, введем на q полилинейные 
операции ( | ь . . . , |r)r, r=2, 3 , . . . , 

vix. • •... 5-еч (б14> 

где л„:з--х|—-проекция на q параллельно I). Операции (6.5) 
гипералгебры q связаны с операциями (6.14) рекуррентными соот­
ношениями: 

v-i, ee<l . еъ 9o+h»q«---0» <6Л5> 
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v ,>0 , П . , . . . , ir, n, ee<r • " • ; . ' 
< | 1 , . . . , gr; Ti, .£ > > + (gi, . . •> £-, Ц, 9r+2+ 

+ 2 2(i-.> •••••' S-v '< -.<W'-';' S«r»- li '£ ) ^ w = - 0 . (6-16) 

где внутреннее суммирование в формуле (6.16) ведется по со­
вокупности тасующих подстановок a («i< . . . <%, щ+1< . •. 
. . . < a r ) . 

Формулы (6.15) —(6.16) имеют смысл для произвольной 
гипералгебры с, (вне зависимости от условия сходимости (6.8)): 

Теорема 6.5 (Л. В. Сабинин, П. О. Михеев [52]). Пусть 
# —произвольная алгебра Ли над полем R, %~~ подалгебра в g 
конечной коразмерности и (, — векторное подпространство в g, 
дополнительное к $, т. е. д=с?+1), тогда формулы (6.15) —(6.16) 
единственным образом определяют на q структуру гипералгеб-
ры. П 

Теорема 6.6 (Л. В. Сабинин, П. О. Михеев [52]). Пусть 
<1 — произвольная гипералгебра над полем R, тогда существует 
алгебра Ли g, подалгебра Ь в g и линейный мономорфизм 
i: <j{to}g такие, что (мы отождествляем г'(<?) и q) g=<,+!) и соотно-
ягения (6.15) — (6.16) имеют место. • 

Замечание 6.7. Таким образом произвольнуюгипералгеб­
ру можно рассматривать как набор тензоров, из которых можно 
конструировать алгебры Ли g вида (6.13). При этом имеющиеся 
ограничения на структурные тензоры записываются в виде ал­
гебраических тождеств, т. е. гипералгебры образуют прими­
тивный класс (в терминологии теории универсальных ал­
гебр). Последнее обстоятельство ВЫГОДНЫМ образом отличает 
конструкцию от других подходов к проблеме описания беско­
нечномерных алгебр Ли векторных полей (см., например, [67], 
i[!69j, [70], [146]). • 

Произвольную пару (g, |>), удовлетворяющую условию теоре­
мы 6.6, мы называем об ертыв а ю щей парой г и п е р а л -
г е б р ы <у. Заметим, что произвольная обертывающая пара 
(g, ft) допускает естественную ф и л ь т р а ц и ю : 

положим б°=!>, 
v i - 0 , 1 , . . . д'+1=-{Гедг|[Г,д]С8'}, 

тогда д=д_1-эд°з... и [д-, д^сд'Ч 
см. [74], [|138] по поводу терминологии и информации на эту 
тему. 

Определение 6.8. Гипералгебра «.называется гиперал­
геброй кон ечн ого типа, если для нее существует обертыва­
ющая пара (д, Ь), в которой алгебра Ли д имеет конечную раз­
мерность. 

З а м е ч а н и е 6.9. Имеется несколько другая точка зрения, 
согласно которой в центре внимания оказываются такие систе-
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мы тождественных соотношений, что. закон композиции произ­
вольной локальной аналитической лупы, удовлетворяющей 
данной системе соотношений, определяется . некоторым фикси­
рованным конечным набором тензоров [В?], [89]. • 

З а м е ч а н и е 6.10. С ТОЧКИ зрения дифференциальной гео­
метрии по крайней мере два класса гипералгебр представляют 
специальный интерес: гипералгебры левомоноальтернативных 
специальных луп и гипералгебры луп Бола. Гипералгебры этих 
классов имеют конечный тип. Первые сводятся к тройным ал­
гебрам ЛИ (см. § 3), вторые—к алгебрам Бола (см. § 5). D 

Имеет место следующая важная 
Т е о р е м а 6.И. Структурные константы произвольной ги­

пералгебры конечного типа удовлетворяют условию сходимос­
ти (6.8). • 

В классе обертывающих пар данной гипералгебры q сущест­
вует и единственна (с точностью до изоморфизма) к а н о н и ­
ч е с к а я обертывающая п а р a (g, Ij), т. е. такая обер­
тывающая пара, что 

1) g порождается векторным подпространством <f, 
2) Ь не содержит нетривиальных идеалов алгебры Ли ; д. 

В частности, если (Q, X, е) — правомоноальтернативная глад­
кая локальная лупа и q = Te(Q) —касательная к ней гиперал-
гебра, то обертывающая пара (д, \), порожденная. У-постоян­
ными векторными полями на Q (см. (6Л0) — (6.13)), является 
канонической. 

§ 7. ГЛАДКИЕ ЛОКАЛЬНЫЕ ЛУПЫ ОБЩЕГО ВИДА 

Пусть (Q, • , е) — локальная аналитическая лупа общего 
вида. В окрестности нейтрального элемента е в Q введем струк­
туру аффинной связности V нулевой кривизны, полагая для 
a,b&Q, достаточно близких к е, 

. *№) = (1ь).Л(1<аГ%Л& (7-1) 
где хь

а: Та (0) ->• 7У(ОД— параллельный перенос из а в Ъ 
и LX:Q-+Q, ((/.-->-x[Jy)—левый сдвиг в (Q, • , е). Пусть 
(Q, X > ё) — геодезическая лупа в точке е (относительно связ­
ности v)> тогда (Q, X,••?)—локальная аналитическая лупа со 
свойством правой моноальтернативности и 

(Lx)*.e = (Ax)*,e, С7-2) 

где Ax'Q-+Q, (t/-->xXf/)—левый сдвиг в (Q, Х,е). или 
аПб-йХФД(й), (7.3) 

где СШ-гладкое отображение 
0>:QXQ-»-Q {(а,Ь)^ФаЬ) 

определено в окрестности точки (е, е) в QXQ и удовлетворяет 
' условиям •'•:.'•,•. ;." 
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ф - i d , (Ф0);1Й=-=1с1, ф.-(е)~=е. (7.4) 

В координатах, нормальных относительно точки е, 
со 

Фа(*)—* + 2 ф(а a\b,...,b)m,k, (7.5) 
А-2 

где полилинейные отображения (Ф-мультиоператоры) 
Ф(Ъи---Лт\г\и.-->Чи)т,>1, т = 1, 2,.t.,k=2, З , . . . , (7.6) 

определены в Te(Q), симметричны по каждой группе перемен­
ных и удовлетворяют очевидным условиям сходимости, 

О п р е д е л е н и е 7.1. Произвольную гипералгебру q, осна­
щенную набором Ф-мультиоператоров (7.6), мы называем ги­
пералгеброй с Ф-мультиоператорами. 

Гипералгебры с Ф-мультиоператорами представляют собой 
инфинитезимальный объект, адекватным образом соответст­
вующий гладким локальным лупам общего вида [51], [52J. 
О структурной теории луп см. также [|84]. О структурных урав­
нениях гладких луп см. [44], [66], эта часть теории так же, как 
и теория представлений квазигрупп и луп, в настоящее время 
находится в начале своего развития, О приложениях в теорети­
ческой физике см. [32], [64]. 
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