
С.А.Степанов 

РАВДОНАЛЬНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ СУММЫ 
ВДОЛЬ КРИВОЙ 

I. Пусть Ц -натуральное число и 

многочлены с целыми коэффициентами. Будем считать, что степени 
многочленов $(wwd, <р , ^(tnwi <j,) равны ж , й- соответ­
ственно, и что wit » 1 

Рассмотрим сумму 

^ ' З ' ? X.JfH (I) 

и назовем ее рациональной тригонометрической суммой вдоль "кри­
вой" 

(2) 

Пусть р - простое число и Кр- конечное поле из р -эле­
ментов. Обозначим многочлен с коэффициентами из Кр , 
полученный редукцией по mod р многочлена #(x,^)eZ Ex>jfH • 
Пусть 

разложение многочлена -f- на.абсолютно неприводимые множители 
в некотором конечном расширении поля Кр . Если многочлен 
"|"(Х,"̂ ) , полученный редукцией по mod р многочлена <jf(X,ip . 
удовлетворяет условию, что 

для каждого г = 1 Д , а и для каждой рациональной функции 
1 t ^ = ( х, tj.) , определенной над алгебраическим замыкани­
ем к"р поля Кр , то для суммы у, р) имеет место 

СО » Н оценка 
| $ U , j , p > - | * C b(w,»)p V* . 
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Пусть теперь fy- произвольное натуральное число и = 
= &0хп±а<1хп~<+.•. + Й ^ - многочлен с целыми коэффициентами. Ес­
ли ( а„, СЦ,.. ., й<и.-1 ) = 1 и б - произвольное положитель­
ное число, то для суммы 

справедлива [з] оценка 

которая в общем случае является неулучшенной. Заметим, что сум­
му S\<][, fy) можно трактовать как сумму 

а,х+€(ж<и£ ̂  
вдоль "прямой" | ^ М + 4 ( w k ty) . 

Обозначим 

старшую форму многочлена £(х, 1р 
Целью работы является доказательство следующего результата. 
ТЕОРЕМА. П у с т ь ?" (X , ty ) , J(X,y) - м н о г о ч л е ­

ны, п о л у ч е н н ы е р е д у к ц и е й п о п р о ­
с т о м у м о д у л ю р м н о г о ч л е н о в x,^J , 
g(x, у) и п у с т ь 

р а з л о ж е н и е м н о г о ч л е н а £ н а ' а б с о ­
л ю т н о н е п р и в о д и м ы е м н о ж и т е л и в 
н е к о т о р о м к о н е ч н о м р а с ш и р е н и и по­
л я Кр . П р е д п о л о ж и м , ч т о м н о г о ч л е ­
н ы # ( Х , ty) , J ( X , ^ ) у д о в л е т в о р я ю т у с ­
л о в и я м : 

1. Для каждого простого числа р | результанта-!^ ( X ) 
многочленов 5\ и ~|~ не постоянны на кривых fyx, ̂-J = 0 - , 

2. Результант ty*(X) многочленов f и P = ^ i - | | fx~Tty" 
отличен от нуля по twxity ; ^ 

3. Кривая J-(x,^)^0 ( wO'd р ) - неособая в поле 
Кр для каждого простого р | ; 
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4. Сравнение f w <х,гр= 1 (mod разрешимо. 
Т о г д а п р и л ю б о м 6 > 0 и м е е т м е с т о о ц е н к а 

, _̂ + е 

где N ^ W C W + H - l ) - максимальная кратность пересечения 
в поле кр кривых f-(x^)=0(wdip) и |P(x,#)=0(mod-p) 
для всех простых р | <}• 

2. Доказательству теоремы предпошлем ряд лещ. 
ЛЕММА I. Пусть 6 - число различных простых делителей чис­

ла и АЩ)- число всех его положительных делителей. Тог­
да справедливы неравенства 

где £ - произвольное положительное число. 
Доказательство леммы см. в монографии [з] (лемма 1.2,стр.7). 
ЛЕММА 2. Если (fc , f y ) = H , % и£(0„0)== 

5= (|(0,0)э=0(ию<Ц) , то 

Доказательство. Положим 
х = х<^ + M l 

Тогда, если х,,, и1 и хь, ̂  пробегают полные системы вычетов 
по wodty,, и •mod ̂  соответственно, то X и ^ пробегают 
полные системы вычетов по wod ^ ^я, . Имеем 

е г ^ ^ - = e » » ^ е » » < ^ } 

и, в таком случае, 
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= £ t - е ш ^ ~ ^ e w £ = 

Но сравнение 

эквивалентно системе сравнений 

*<ЭДч» M i > = О(тоЛ^) 
и тогда 

Лемма доказана. 1 

Лемма 3. Пусть J- , ^ - многочлены, полученные из $• , 
редукцией по простому модулю р и пусть $ ь - аб­

солютно неприводимые делители многочлена $ над некоторым ко­
нечным расширением поля Кр . Если Т-*К- К x^oiu) 
для каждого 4 и для каждой рациональной функции 

— 'H.jCX, ̂ ) , определенной над алгебраическим замыканием 
"К~„ поля К р , то 

f(x,y)=0(itiwl р) 
КпИчЗ'Жп -Зт) Tfp" -t- ntA 

Данная лемма является частным случаем теоремы 6 работы 
Е.Бомбъери JT] . 
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Лемма 4. Пусть р - простое число, ^ (х , ^ ) - старшая 
форма многочлена $(х,ц) и пусть многочлены f , ^ ,Ti}..,, 
.., $ь определены как в предыдущей лемме. Если сравнение iW(x>#>ss/L(mo^ V разрешимо и результанты l^(xj многочле­
нов \ и ^ не постоянны на кривых ^ (х, ^) = О , 1 $ \ , а ь , 
то 

р 

f (x ,^0(mwip) 

1 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если <? р , то тривиальная оценка при­
водит к неравенству 

р 
2 е 

х,1̂ =и 
j^jssOOmwlp) 

и в этом случае утверждение леммы справедливо. 
Предположим теперь, что mtv •< р . Пусть (j3, <Г) - ре­

шение сравнения ̂  (X,ty) = •( (wad р) . Выберем целые 
ос- , у таким образом; чтобы выполнялось условие 

f f I *Ф 0 (medp) (let 

и положим 
х — *s + Л 
^ = П + £Я • 

Такая невырожденная по ж#(1 р замена переменных переводит 
многочлен у; в многочлен 

и в дальнейшем без уменьшения общности будем считать, что мно­
гочлен £(х,у) имеет вид 

Пусть 
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Е с л и Ых )> • • v ( X) ~ K°P™ Уравнения ̂  (x, ц) = 0 

Ui(X) — П f (X , V i D ( X ) ) ' 

и если предооложить, что 

то отсюда будет следовать, что <J.(x, Цу (X)) = c o n s t 
для всех т) = 4,%,..., mj, , а тогда 

1^1 ( Х ) & c o a s t ( ж о - d / J j j . 
Но это противоречит условию леммы й, значит, многочлен 1£(х,ц) 
не постоянен на каждой кривой £j, (х, у.) = О , 1 ̂  i ̂  й 

Предположим, что для некоторого i=1,fr,.,.,i имеет место 
равенство 

-cj(x,-u)̂ 1tj - It. (woit7*} 

с непостоянной функцией |ц,е~Кр (Х,1|-.) .Мы имеем 

1 s= &Щ § (X,ty> « И < р 

и тогда fy=f= \i — h .В таком случае многочлен гР-'З — 
йеприводим над полем Кр (х,р и, еоли!|=1^--_Ц(1ИО<1 ^ ) 
то он имеет корень itj, в поле функций "kp [x,^]/(^(X,^)J _ 
кривой 7ф(х,̂ ) = 0 -Но поле разложения многочлена Ч?- %- § 
нормально над TpW,f) и тогда все i~& р корни многочлена 
гр-2-|"(же<1? )̂ будут лежать в поле Кр[х,^.]/(^ (х, .̂)) 
Отсюда следует, что 

[ кр C M l / C ^ a , * ) ) : ? р < х ) ] > р . 

С другой стороны 

[крU^ВД<х,у)•' КР(X)]—dety7i(Х,у) = W ^ w < p 
и мы приходим к противоречию. Следовательно, 

'У<*>¥> ^\~\ ( w 4 7 i ) 
для всех i==1,2,,.. ,6 и тогда по лемме 3 
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S(x^)sO(rnodp) 
Лемма 4 доказана. 

ЛВММА 5. Пусть 'Р~ простое число, it - натуральное число 
и - неособый по mod р многочлен со старшей формой 
^ ( Х , ^ ; . Предположим, что сравнение 

£ w (х,у) = i (medp) 
разрешимо. Тогда для каждого решения (§, 1 )̂ сравнения 

; f ( X , ^ ) звз 0 ('Hv&d р) 
удовлетворяющего условию 

*«М) ^ O(mod-p) 
и для каждого целого числа X . "f̂ t ̂  р^-1 . существует 
единственное решение у сравнения 

f U + pt, у) = 0(mcdp a), 

такое, что (mod р)' . 
ЛЕММА. 6. В предположениях предвдущей леммы для каждого ре­

шения (| ̂ ) сравнения f(x,#)«0 (wad р) с условием 

^ ' - ^ 1 ^ O(modP) 
существует такой многочлен 

v - f 

•v-o 
с целыми cty = oCv (I, \) , что 

и ^(t)= % (mod p) • 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. С помощью невырожденной по n-Ĥ tp* 

линейной замены переменных можно привести многочлен £( х, fy) 
к виду 

#(х,^) = •yw+ftlu)yM'~1-t-... + <Ц»(х) 
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и тогда утверждение лемм 5 и 6 следует из лемм 2 и 4 работы ав­
тора Щ . 

Следующая лемма представляет собой вариант теоремы Хуа-
Ло-гена (см. [з] , теорема I , стр.7). 

ЛЕММА 7. Пусть р - простое число, 

j=o 7 1 

многочлен с целыми коэффициентами, такими, что ((ЦДо^,... , 
..,(K-H)«,KvI, р) = 1 • Тогда для суммы 

справедлива оценка 

| 2(Ptt>,p*)[ * с о о р ^ " ^ ., 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Докажем лемму индукцией по { . Если 1=\ 
то по теореме А.Вейля 

| ftPct),p)| *S к р , Л Ч кр'~"*^ 
и в этом случае утверждение леммы справедливо. 

Пусть теперь I •»% и пусть \v...,tj , 0 « / < К -кор­
ни сравнения 

p'(t) a s 0 (mod, р ) . 

Положим 
t =-U,-hP*~V , 

где ̂ <и« р* - 1 , 1«ir*> р . Тогда 
]?(U+ р м 1Г) н= + J?^) р* - 1 1Г (wed р *) 

и, следовательно, 

Если u не сравнимо по mod р ни с одним из корней t 4 , 
'lit,6 Р , то £CPCt),p*) = 0 и, стало быть, 
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3 p U о-»-:, - P < t ^ p X ) 

Пусть 

2<t a + P x ) — 2 < t 4 > + E 4 ^ p M 
разложение многочлена P ( t j + p X ) по степеням величины.рх 
Мы имеем 

и, если КЛ - кратность корня "tj i то к4^ (с и 

( К 4 + 1) о (mod р) . 
Пусть р^- наивысшая степень числа р , делящая все коэффициен­
ты многочлена 

Р*сх) = 2 ( t } + px) - Р ф . 

Тогда 
Д =s к 4 + 1 « K+i 

и, если 

то 

dx « i—К»** 

причем 

Д . ^ О (wodp) 

хотя бы для одного | = ,̂Jb,.... , IC4 + 1 • Следовательно, 
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<j> щах pJ 

х=1 

P*-«** „_. 2? (X) p v .P (X) I 

Если теперь "fĉ  ,.. ., t 4 ( r - корни сравнения 

то ff-^ K s , и по индуктивному предположению 

Х = 1 

Значит 

и лемма тем самым доказана. 

3. Перейдем к доказательству теоремы. Обозначим (£, &) 
-решение сравнения ^ ( Х , tyj—lowwlcp и выберем целые числа 

0, , .о таким образом, чтобы определитель 

был взаимно прост с (j, . Тогда линейная замена переменных 
х=а-х'+ Ъцг 

-у = сх/' + if 

переводит многочлен $(X,f) в многочлен Т(,\г,у,г) = 
==^ / *+^(xOy H H + " ' +Й^(Х^ и в дальнейшем будем считать, что 
£ ( * ? и м е е т вид 
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Кроме того без уменьшения общности будем считать, что $(х,у) 
неприводим над полем (Q 

Если сравнение £(х,^;== Q(moify) не разрешимо, то 
,!)(#•,<j.,ty) = 0 , и в этом случае утверждение теоремы справед­
ливо. 

Пусть сравнение Л hty— 0 (Ш0"<Ц,) разрешимой (<*^) -
его решение. Замена 

X = х Ч « 

переводит £(х, ty) в многочлен 

удовлетворяющий условию 
£*(0,0) в 0 (ию4 . 

Поэтому без потери общности мы можем считать, что исходный мно­
гочлен £(x,ty) обладает свойством, что 

£(0,0) = 0 O W <И . 
Далее, не нарушая общности можно предполагать, что ̂ .(0,0) з = 

==з 0Сте<Ц) . Пусть q=± pi \.. рг* - каноническое разложение 
числа (J, на простые множители. Тогда го лемме 2 имеем 

и, стало быть, если мы докажем, что ^ 

| Р*>| ^ c c w ^ j p ^ " ^ ,. (з) 

то получим 

^ c(w,»>V~ • 
Но по лемме I 

и, следовательно, 

|t},^)|^c(w, ̂ 6 ) ^ 1 _ i w + £ . 

242 



Таким образом, для доказательства теоремы достаточно установить 
справедливость оценки (3). 

Пусть р^-наивысшая степень простого числа р , делящая 
коэффициенты многочлена 

П Х > Ф - Ц Зх U Ц ' 
и пусть 0 

V(*,y) = р Рсх,-у,> . 
Если ^(Х),..., Чуц,(Х) корни многочлена $%Ч) в поле 
функций ID [х,у}/(КХ,у)) кривой ^ ( д^)=0 } и $(Х)-резуль-
тант многочленов £(x,ty) и в-(х,̂ ; , то ' 

w 
U(x) = П %Ш) 

И * _ 
Ъ(Х) = = П 1 L . ( X ) . 

По условию теоремы все многочлены "R/j,(X) не постоянны на кривых 
fy(X,vj.)=0 и тогда из последнего соотношения следует, что мно­
гочлен "R(X) не есть константа по wad р . В частности, ес­
ли 

то мы имеем 

Далее, / 

и так как , 
( J f j M i L , , ) - , , 

то все коэффициенты многочлена 

должны делиться на р^ .В таком случае 
р Т| (шнО,, (тя-1) ^ , . . . , c w w - f ) 

243 



и, следовательно, 
р с =< -m-и, . 

При выводе оценки (3) рассмотрим два случая. Предположим 
сначала, что ч < ) ' .Если Т = 0 , то , и 
тогда по лемме 4 

Если же { , то t« %V+/[ =s 34 , и тогда тривиальным 
образом 

| ̂ ^^р г)| <р^р 6^(шЛс(т,н;р г^^ ) . 
Тем самым при %<-%{V+\) неравенство (3) доказано. 

Рассмотрим теперь случай %1%(V+-\) . Пусть -' 
решение сравнения 

Д Х , ^ ) = э О ( WOli р). 

с условием ^0(vno<ip) . Тогда по лемме 5 сущест­
вует единственное решение б„ сравнения 

такое, что 
6 =з 1J ( жо-d р ) . 

Далее, из леммы 6 следует, что существует такой многочлен 

с целыми рациональными а 1 } . . . , <*^,-л , что 

Положим 

*(£,lM)<»iodp) 
*(($Л>ФО0ио4р) 

Р 
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Аналогичным образом, если (̂ ,\) — решение сравнения 

£(x,^)==Q (wo-dp) 
с условием flffi'^ ) —^ о (mod Р) и 

такой многочлен, что f (cd-f-хф, Ц-t pt) s= 

=£ 0 ( ̂ d р* ) , ТО ПОЛОЖИМ 

Р*>-Я S e b V - . 

• ^ ( 5 , ^ 0 (wodp) 
^(|,p=0(Wp) . • • 

Так как кривая f(x,ty)=0(VHO<l p) неособая, то для каждой точки 
(%,%) этой кривой либо ^OCHiod р) . либо 

(If̂ Sl1?) ̂  Q Quod р) и. следовательно, 

^ * , ^ р Ъ — ^ ( Л ^ р ^ + ^ с л ^ р Ъ . 
Оценим сумму р 1) (сумма ^рЪ 

оценивается аналогичным образом). Положим 

0 C = S + pjW, — 0 + <̂j«) 

где 1 ё р , и 
t = y v + p^U + p 1Г, 

где 1^tt«p''" W .'f^-V«p T +' 1 • Пусть ̂ ct)== pqKt) 

Мы имеем 

^ ( t ) = ^ + p V p v ^ — у с/и-р**)+q>'(ju,+pV) p v M r(mod p 1) 
и, следовательно, 

^ | + p t , Q + ^ ( t ) ) = 9 ( o ( + p T + 4 + p ^ % ^ + p ^ w ) + q i ^ + p \ ) p ^ v ) ^ 
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где 

Далее, 

*(*+р*\ ; + р ^ ? а и ) = 0 W р™ ) 
и, в таком случае, 

ц = 0 ( т с и / и ) 

Значит 

*'(x,ij) (tnedpr+<) 
х=<х+р'сИ1* 

и, стало быть, 

pt,,в+^Л»-щ fu+p^tt-, jB+p^fcw) + 

где 

х=* + р̂ *'1 и. 
» - / + р г , и ? . с ш 

(mod p w ) 

Если P(«,̂ >^0(mo<l р*+1 ) , то 

B(*,jJ,tt) (mod p**1) 
и тогда 

^ U , J, р г) == 
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= 2 2? 2 — ^ ^ — 

Следовательно, 

2 £ £ * ш п 
*(i,if)=0<w«lp) ^«.р^ОСмм^р^'') 

Пусть - множество решений системы сравнений 

Р(*,_р)зв 0 ( ^ ы к Ь р т и ) 

в элементах £ ,Y = M » - - ' > P и<х= | + р у « , . 
где JU,=H, J , . , , , р 7 . Число М решений этой системы равно 
величине Й р^ , где М - число решений системы сравнений 

f <|,^) = = 0(W<HI pj 

Fcfc,?) — Ocwott p) • 

Из (4) следует, что 

M ̂  ш М 
и тогда 
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=S WH M mux 2 *' ' V* 
t=1 

Оценим величину M и сумму 

Для оценки величины М рассмотрим результант Т?*(|) много-
членов «$,,,, и F(§,4> = ff- . Если 
••>^m('I ) - корни многочлена в поле функций 

Ш л ] / ( 4 4 1 , 4 » кривой Нj,-)}) = 0 , то 

т>*,^__ТТ / a W b > 3ft<S.V 

Мы имеем 

\ 
и тогда 

ТЛ|) = Я(£) П 1 \ % , п { ) , (6) 

где 
УЛ, 

S ( i ) = П £ < S,v 
суть дискриминант многочлена #(|,^) .Число М решений сис­
темы (5) равно числу решений сравнения 

\ \ \ ) 0 (modр) 

и, стало быть, не превосходит степени т{пи-ъ-%) многочлена 
И*(|) . Таким образом 
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и, следовательно, 

Положим, для краткости 
j ( л + p T + ' t , / + р т И V<tj) - f = £*<й 

и оценим сумму 

Пусть 

разложение многочлена (w по степеням величины p j, . 
Тогда 

d*ftw,jj) 
причем производные — , 8 , — вычисляются с учетом со-' 

А л 
отношения 

Пусть к - кратность нуля | алгебраической функции 
Р* ^ ( [ | , , ? ) ( W Q ^ ' л е ж а щ е Ё в п о л е ФУНКЦИйКрЙ,12]/(^(|,^;) 
кривой Т^(^,^) = 0 . Тогда среди значений 

хотя бы одно не сравнимо с нулем по mod р и, значит, хотя 
бы одно из значений 

не сравнимо с нулем по mod pVi'i 

Пусть р1"*- наивысшая степень простого числа р , деля­
щая все коэффициенты многочлена . Тогда 
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и 

где-

И 
^ ( < * , Я ^fe 0(m&ip) -

хотя бы для одного |=И,&,.., , )с+1 • .Мы имеем 

Ф=1 

и так как 

то 

Учитывая теперь неравенство (4), получаем 

I•J&($,W>|«*»P' k + l ) | Д е р ^ 
и, стало быть, 

Оценим кратность к корня 5 . Положим p~v <fo($.'W __ 
== и будем считать, что % = % А .Из равенства (6) 
мы имеем 

jr -JET:—тг dS' H ( S ' ' } ' ' 
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и,так как 

у- ч* 
для всех } = 0 , 1 , . . . , к-1 , то | ̂  является по меньшей мере 

К -кратным корнем многочлена R (|) (wod р) . Следова-
тельно.^число к не превосходит степени w ( « i t м н о г о ­
члена В * ф и, если N - наибольшее из чисел к для всех 
| и для всех р | <J, , то 

1« к < N w (m+ч-Ц) . 
Таким образом, 

1 * w,*,f>*m 1 

и,так как по лемме 7 

t=1 
« 0(Ю р 

то 

Следовательно, ^ 

и тем самым теорема доказана. 
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