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Алгебра и логика, 24, J* 2 ( 1 9 8 5 ) , 2 2 6 - 2 3 9 

УДК 5 1 9 . 4 8 

ШПЕХТОВОСТЬ МНОГООБРАЗИЯ РАЗРЕШИМЫХ 

АЛЬТЕРНАТИВНЫХ АЛГЕБР 

У. У. УМИРБАЕВ 

Вопрос о шпехтовости многообразия разрешимых альтернативных алгебр 

сфермулировал А. М. Слинько £ l ; 1. 129, 2. 92^j . Шпехтовость многообра­

зия разрешимых индекса 2 альтернативных алгебр следует из результатов ра­

боты Ю. А . Медведева Он же £чГ| построил пример разрешимой альтер­

нативной алгебры (с тождествами QjU,^(x"tl3 К = ^B^'^'t^G = Q ) " « ^ 
полем характеристике 2, не имеющей конечного базиса тождеств, В настоя­

щей работе доказывается следующая 

ТЕОРЕМА. М н о г о о б р а з и е р а з р е ш и м ы х а л ь т е р 

н а т и в н ы х а л г е б р н а д п о л е м х а р а к т е р и с т и к и 

^ 2,3 ш п е х т о в о . 

Пусть и Ot - соответственно многообразия альтернативных ал -

гебр класса нильпотентности не выше К и алгебр с нулевым умножением, 

С. В. Пчелинцев ^5^ доказал, что всякая разрешимая альтернативная алгебра 

А над полем характеристики ф 2,3 принадлежит многообразию Ifŷ Cl А 

Л 'tb.Wi , т. е. (А ) ™ (А ") = 0 Для некоторых К, РП- • эавн— 

сящих только от индекса разрешимости алгебры л • Поэтому для доказа­

тельства теоремы достаточно показать шпехтовость многообразия 'KL̂ Cl' Л 
A IfL. Tb ' В такой формулировке теорема является аналогом результатов 3 ^ 

Брайнта, Воон-Ли ^Г\, Г. В. Шейной Q>3-
§ 1 посвяшен предварительному изучению некоторых эндоморфизмов сво-

0 Ижстжтут M I СО АН-СССР. I M S 
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бедных разрешимых индекса 2 альтернативных алгебр. В § 2 завершается до­

казательство теоремы. 

В работе всюду предполагается, что F - произвольное поле характе­

ристики 2,,3. 

§ 1. Некоторые эндоморфизмы разрешимой 

индекса 2 альтернативной алгебры 

Здесь А означает свободную разрешимую индекса 2 альтернативную ал ­

гебру над полем р со свободными порождающими ф . . . , • • • 

Приведем некоторые обозначения: 

£• | : — ®j + (^jfi - Myi); 

^ : = Eft ̂ >*1 + Ef Л*1 + *' pi 
В любой альтернативной алгебре выполняются следующие тождества ^ 2 , 

\л.т бра Д удовлетворяет тождеству 

4 ) 
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Перечислим некоторые тождества алгебры А , попутно выводя их дока­

зательства: 

Из последнего тождества следует, что 

В силу тождества ( 7 ) получаем, что 

Далее в силу теоремы Артина £iQ в алгебре А любое слово длины 

^ 4 от £, , равно нулю. Линеаризуя тождество L ^ i ^ i ^ ^ O = ^ ' 

получаем, что 

Берна следующая ^ 

ЛЕММА 1. В с я к и й э л е м е н т и з _ А п р е д с т а в л я ­

е т с я к а к л и н е й н а я к о м б и н а ц и я а л е м е н т о в 

в и д а : 
А 

(£.'£.V » е , ( 1 2 ) 
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D&. ,я, L , da) 

г д е t £ 2. и < L < . . . < Ц ; 

« * i , . * l . « j J . * V « i , . - . V 4 ' | 1 4 ! 

г д е и L < . . . < i + , 

( З д е с ь & о з н а ч а е т , ч т о м о ж е т и о т с у т ­

с т в о в а т ь . ) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Произведение любых двух элементов алгебры А 

можно заменить йордановым произведением и коммутатором этих двух эле­

ментов. В силу тождеств ( 8 ) , ( 9 ) можно считать, что коммутаторы ветре 

чаются во всех словах длины ^ 4. Если в записи элемента и) где~ни -

будь встречается коммутатор, то в сипу тождеств ( 1 ) и ( 5 ) \j) можно 

представить как линейную комбинацию слов вида 

Ввиду тождеств. ( 8 ) , (9) можно считать, что . Далее, легко 

понять, что всякий элемент из А представляется как линейная комбина­

ция слов вида ( 1 2 ) , ( 1 3 ) и слов вида 

Для слов такого вида неравенства, указанные в лемме, легко достигаются 

с ломошью ( 1 1 ) . 

Лемма доказана. 

Положим Т ~ R —L. • r f l * , 1и - операторы правого и левого 
Z Л , * . * ' » , . 

умножений. Если J •= \ i \j <. < . i, V - конечное подмножество 

натуральных чисел N , то положим 

Пусть 0~|"t^"t ^ t ^ t \ С М , Тогда эндоморфизм 9 
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•пгебры А определяем на порождающих формулой 

для всех U € N • _ 

ЛЕММА 2. 1) Е с л и Ц, - с л о в о в и д а ( 1 3 ) , т о ЦЬ0 = 

= Lb + 2.U/T "VLU , г д е л и н е й н а я к о м б и н а -
0 

и и я с л о в в и д а ( 1 4 ) . 2) Е с л и Ц, - с л о в о в и д а 

( 1 4 ) , т о 

U/0 = и +• ы>Т 
У 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Несколько раз применяя тождество ( 7 ) , получаем, 

что 

- - Ц ^ т ^ Ц л . , ^ . ^ } , \ \ \ ] + 

- t [ t , i ] T + с, 
где ~ линейная комбинация слов вида ( 1 4 ) . 

Из этого равенства, в силу тождества ( 5 ) , для слов вида ( 1 3 ) следует. 

что 

а б = и + л + 

с» 
где U/ - линейная комбинация слов вида ( 1 4 ) . 

Теперь с помощью тождеств ( 7 ) - ( 9 ) легко доказывается первая часть 

леммы. 
Далее, с помощью ( 7 ) , ( 1 0 ) , ( 1 1 ) аналогично доказывается равенстьс 
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Отсюда легко вывести и второе утверждение леммы. 

Лемма доказана. 

В 2. Доказательство теоремы 

В этом параграфе А означает свободную алгебру из многообразия 

альтернативных алгебр над полем F со свобод¬ 

ными порождающими JĈ  , , . . . , Л » ^ , . . . • Далее мы будем использо­

вать некоторые обозначения из ^ 6 j . 

Пусть 5 - множество всех неассоциативных слов $ — S(S,S ,...,5"), 
полученных всевозможными расстановками скобок от ассоциативного слова 

S. . , . . Через M(R*) обозначим F -модуль, порожденный множеством 

R с А . для s е S и ъ^гъ ( г к б N , ^ 1% положим, что 

Заметим, что 

( А * Г - 2 F'a.2. « . 
&е S 

Легке показать, что каждое F (Г \ , TL , , , , ("V является Т -

Далее зафиксируем S& 5 и вместо F (f\, ( ГЬ . . . ft ^ будем 

писать F ( n v r b r — . д л я p , < ^ 4 N * t e p * f y * K 
положим, что. 
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Справедлива следующая 

ЛЕММА 3. R СП , П/_, . . . , Г О к а к F - м о д у л ь п о ¬ 

р о ж д а е т с я э л е м е н т а м и в и д а 

V-'U4T< "М* ( 1 5 ) 

г д е 1^. - с л о в а в и д а ( 1 2 Ы 1 4 ) , CttU/O = П-. п р и i f p^ ; 
( f o u ^ - r i ^ - H п р и U — р,«V*• ^ • f t i * ^ - * ^ ) ' 

/3 — Т, п р и ч е м е с л и U/. - с л о в о 
J •* 2. v i 

в и д а ( 1 2 ) , т о «" Р . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Qu 

"Ь̂  4 . В любой правоальтернативной алгебре выполняется тождество 

(см. [р]) 

u>u),ipi = (яц^и) + л с ц | , « - (л,u>, D p i ) . 

Отсюда получаем, что 

Используя это сравнение как свойство дифференцирования, имеем 

S l U v . . ' . , i y > ( l ^ ц,^ f 

^ « v - > P V M f " " , U ^ " 
e &Cu, < t..., u, p u, j «^CiuodQ p i ( V \ da) 

где d U U ^ > 2 . 
В алгебре А выполнено также тождество 

S C ^ , ^ , . . . > K ^ = - S C U ^ . ^ U y t y * , ( 1 7 ) 

где cUbU ^ 2. 
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Теперь, рассматривая слово вида S(,U/ И/^, . . . , • г д е 

CtClU4) $ 2 , можно считать, что являются словами вида ( 1 2 ) -

( 1 4 ) , так как в силу леммы 1 элементы U,^ представляются как линейная 

комбинация элементов вида ( 1 2 ) - ( 1 4 ) по модулю . Далее, в си­

лу ( 6 ) , ( 6 ) и ( 9 ) , можно считать, что подслово U/p слова SCU/^U^,,.. 
. , . , имеет вид 

Ч \ \ • • • Ч • 
где 1А/р - слово вида ( 1 2 ) - ( 1 4 ) длины Ц,р, ^р"Ь ^ » "С ~ ч е т н о е 

число. С помошью ( 1 6 ) переносим JJ, ( \ g j, < , на другие множи¬ 

тели и в силу ( 1 7 ) получаем элементы вида ( 1 5 ) . 

Лемма доказана. 

Для слов вида ( 1 5 ) определим понятие веса. Пусть П^, , , . , Ft^, 

I t ; ^ 2. , фиксированы, - слово вида ( 1 5 ) . Тогда положим 

где Н - множество натуральных чисел с нулем, DtUjJ- кортеж длины 

ft. "Ь 3 , определенный следующим образом: 

(ХШ̂  — ( t, 0 , • • . , 0 ) . если |Д^- слово вида ( 1 2 ) ; 

б(1И =* (.0 . . . , 1 , t ,0 ) , если UL - слово вида (13;; 

OtW^) = C0. .0 ,U, i , l r L z , . . {/ ,И • еспи Ц ^ - слово вида ( 1 4 ) . 

В определении ОССЦ) вместо символов, отсутствующих в ( 1 2 ) - ( 1 4 ) , 

ставим, 0 

Если ^ С Н - конечное подмножество натуральных чисел, то 

, если X £ Л , и 

<t(t1 - о I если t • 

Для слова (X вида ( 1 5 ) лоло**м 

где 

Назовем TCCLb̂  весом элемента Ц> . Пусть г - множество весов всех 

слов вида ( 1 5 ) . Множество р вполне упорядочено относительно лексико­

графического порядка £s 
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ЗАМЕЧАНИЕ 1. Если % Р , то слово Uv вида ( 1 5 ) , для ко­

торого 'TtidO = = " ^ • определяется однозначно. 

Для ft = ( С , Х , J)}, I t ? ' J b ' ) £ Р положим 

*ТС * 'ТС' , если существует N ~~* N , Ц'Ш") = 0 - инъективное 

отображение, сохраняющее обычный порядок на N , такое, что 

Множество P частично вполне упорядочено относительно < *^ (см. 

Теперь покажем, что R. - удовлетворяет условию максимальности 

для Т -идеалов. Всякий элемент \ \ из R записывается в виде 

суммы A ft, + A CL "т" . . . "Ь Л 0/ , г Д е 3" - элементы вида 
1 <У1 III ' fVJrV Jl/ , 

( 1 5 ) . _Можно считать, что > ТС(̂ ) > . . , >1С^^ и A ^ D , 

Тогца (х = ^ назовем старшим членом \ъ . _ 

ЛЕММА 4. П у с т ь h, - э л е м е н т Rp ^ и ^ П / ' 

г д е ' Т С ^ Г . Т о г д а с у щ е с т в у е т 

^h/GTOO т а ­
к о е , ч т о Tt(rV'^ = ft'. _ _ _ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ffi(M= ((5, <к ,jJ "), 4Ъ' — ((?', jb' 
Существует (^ '. N — * N , определяющее 1u(hJ) ^ ^ 'ТС , Тогда, 

рассматривая вместо К элемент Ц*(_К/̂  , где Ц1 - эндоморфизм алгебры 

А , определенный по правилу \0 ', Х- —* •.> можно считать, что 

'1C(,[V)< ^ определяется с помощью тождественного отображения. С л е ­

довательно, можно считать, что (о = G"l eL Q JL, и |dL I —l̂ i — 

= 4t, t € N ' . Пусть { t ^ t i < , . . < t t } " b / ^ Ji • Тогда, 

как и в TJeQ, пользуясь тождеством ( 1 7 ) , можно показать, что 

Поэтому далее будем считать, что 'TD'(K̂  = (iJ^JL, Jb ^f 

1c'-(e,d7, J \ IdL'l-ldLl = Aft, t€N ' 
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Если "Ь — 0 , то = и ТС(.(0 = ТС . Если "t 1 , то, про­

водя индукцию по "t, , для доказательства леммы достаточно найти такой 

элемент 

где 0 = { t - : " b ' i - " t ' : : ' t ( ( ^ « ^ ' v ^ ' • Эндоморфизм 0 ал¬ 

гебры А определяется, как и в § 1. 

...мир . t v = ? ( = s < V - ' . V " N T * u ^ R , . 
Рассмотрим несколько случаев: 

1. Пусть - слово вида ( 1 2 ) . Тогда = 0 по определению слова 

вида ( 1 5 ) . В сипу замечания 1, = ф . Следовательно, 

2. Пусть U, и [L слова вида ( 1 2 ) и ( 1 3 ) соответственно. Тог-
Р <v 

U/б = ik + Сиn(mocL(A) ), 
р Р Р 

где Ц / . - линейная комбинация слов вида ( 1 3 ) , ( 1 4 ) . Воспользовавшись 

леммой 2, получаем, что 

где - линейная комбинация слов вида ( 1 5 ) , причем легко заметить, что 

$Ш 6 . Следовательно, ТС({^$ — ft ^ = ТС? 
Рассмотрим ^ при [, 4 • Если ^ ^ [ ^ = ^ ' т о ' в С И Л У заме­

чания 1, р , 0^ - е компоненты элемента являются такими же, как и 

у элемента . Тогда аналогично доказывается, что 

Если З ( ^ ) * в. то легко понять, что (э(.(^б — ̂  ^ ^ S 
Отсюда следует, что Т[ЛН,9 — W) — ТС" 

3. Пусть 11/ - слово вида ( 1 2 ) , [L. - слово вида ( 1 4 ) . Этот слу-
Р о °1 чай рассматривается аналогично случаю 2 . 

4 . Пусть Ц/ , Ц/ - слова вида ( 1 3 ) . Тогда, ввиду леммы 2, по¬ 

Р 
лучаем, что 
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$ - % - * 1 щ у 9 . • • - ^ . . . , о ( ^ + 

+ ^.....^тд,...,^^] f 

+ 4s(^, . . ,u , p T e , . . . ,^TJ e ^ R / J , 
где - линейная комбинация слов вида ( 1 5 ) и (э(й^) б" 

В силу (6), ( 1 6 ) , ( 1 7 ) получаем, что 

^ ">тв "Ч'Ч ^ R j»~ 

- « V - V - - % T i T « 

- *Ц "> чтЛЧ- • • • -"ОRА*ч ~ 
- *Ц ^ V A V • • RAA^ 
s ^ V» У Л - - А ^ = 

Следовательно, 

"̂бЦ v--%v» "Л V 
+ пЦьЦ у . . . , ^ i O R , R e -

- ЬЧ->Р VAS-•' R A V 
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Далее, 

откуда легко вывести, что 

Как и в случае 2, рассматривая элементы С', при \/ ф { , можно 

показать, что для элемента [5, = (h,0 ~~ hyl ~ 9̂ Кф ~ 

выполняется равенство 

Остается рассмотреть 3 случая: 

5. - слово вида ( 1 3 ) , tl/a - вида ( 1 4 ) ; 
г т 

6. Ц/р - слово вида ( 1 4 ) , ^CJ,~ В И д а ^ 1 3 ^ ' 

7« U/ f l. 1Л/_ - слова вида ( 14 ) . 

В этих случаях элемент ц, строится так же, как и в случае 4 . 

Таким образом, элемент \\, можно найти при любых Ц/р, U / ^ , 

Лемма доказана. 

ЛЕММА 5. Д л я " ! " * и д е а л о в , л е ж а щ и х в R в а , 
г' у 

в ы п о л н я е т с я у с л о в и е м а к с и м а л ь н о с т и . 

Лемма 5 доказывается стандартным методом с помощью леммы 4. 

Теперь доказательство теоремы проводится так же, как и в £б^. Мы 

приведем это доказательство ради полноты изложения. 

Многообразие ЭД/^ЭД/ шпехтово ^3^. Проводя индукцию по 1 , 

предположим, что шпехтово. Докажем шпехтовость 

К j их 

многообразия % Д % 
Алгебра А / {AM лежит в fL tyl/ Л flft , следователь-г\4 i к 3 га 

но, удовлетворяет условию максимальности для Т - и д е а п о в > 
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Как от;.'ече;го оанее, 

и кажаоо F (2,2,, . • • , 2.̂  является | -идеалом. Поэтому достаточно 

доказать условие максимальности для Т - и Д е а п о в > лежащих в F (2 . ( 2, ( i , 

. , . , — F (2-1 i< , • • • Д п я фиксированного S € 5 

Лемма 5 позволяет доказать условие максимальности в 

для любы.ч ОЦ^ , flU) • таких, что 

!1спол1«зуем этот переход от i \TV^ , Ги^^. , . 5 ( V ^ j к 

S Q p ^ p ^ ^ j i • ' • i ^ несколько раз, начиная от 

Р . . . , 1") , причем р((р 1 будем выбирать наибольшими 

. Тогда 3 максимальных индекса (т. е. на-
1 г. к (1) ф ел 

"больших 3 числа из ft-' . fl»" ft'? ) в любом слагаемом после мно-

'•очиатного перехода будут отличаться не более чем на единицу. Действитель-

в F(2», i , . , .,2,^ э т о так. Предположим, что после Yb переходов 

трояко максимальных индексов имеет один из следующих видов: % "fc ~fc \ 

t."b 0 "t* 4 ,"t,"t+"(1"t"t" ̂  д л я некоторого "t . Разбирая в отдельности 

каждый из трех случаев, легко видеть, что тройки максимальных индексов 

Оулут в различных слагаемых следующими: "t-,"b ,"t \ "t,"fc "t" i -, ~t, "t "I" \ , 
. Теперь заметим, что при каждом переходе 

Ги т П/̂  "i" . It̂ , увеличивается на единицу. Следовательно, после 

•••i-огочратного перехода мы можем добиться того, чго тройка максимальных 

•ijOKCOB "t "t "С будет удовлетвооять условию ^ . ИХ для ^ в 

Теорема доказана. 

Автор благодарит своего научного руководителя И. П. Шестакова за 

постоянное внимание к работе и полезные советы. 
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