
Math-Net.Ru
All Russian mathematical portal

B. M. Gurevich, On an addition theorem for the
Weierstrass P-function,
Vestnik Moskov. Univ. Ser. 1. Mat. Mekh., 1987,
Number 3, 73–75

https://www.mathnet.ru/eng/vmumm3094

Use of the all-Russian mathematical portal Math-Net.Ru implies that

you have read and agreed to these terms of use

https://www.mathnet.ru/eng/agreement

Download details:

IP: 18.97.9.173

June 13, 2025, 23:31:45

https://www.mathnet.ru/eng/vmumm3094
https://www.mathnet.ru/eng/vmumm3094


липтшеским оператором с потерей б=&/(&+1) производных тогда и 
только тогда, когда выполнено условие (М—W). 

В доказательстве теоремы 3 используются результаты работы [4]. 
С л е д с т в и е . Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда опера­

тор Р является гипоэллиптическим в обычном смысле. 
Т е о р е м а 4. Пусть P^OPSMm(Q) — дифференциальный оператор 

М-главного типа. Р является М-субэллиптическим тогда и только тогда, 
когда k\ (х, £) принимает четные значения, не превосходящие некоторо­
го целого числа k. В этом случае 6=&/(&+1). Если функция k\(x, |) 
принимает в некоторой точке (x0f 1°) нечетное значение, то оценка (1) 
не может выполняться ни на каком компакте К, содержащем точку х0> 

ни при каком 6 e R . 
В заключение автор выражает благодарность Ю. В. Егорову за по-» 

становку задачи и внимание к работе. 
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Б. М. Гуревич 

О ТЕОРЕМЕ СЛОЖЕНИЯ ДЛЯ -ФУНКЦИИ ВЕЙЕРШТРАССА 

Эллиптическая ^-функция Вейерштрасса удовлетворяет, как из­
вестно [1], функционально-дифференциальному уравнению 

П * ) [ / ( У ) - / ( * + У ) ^ (1? 
которое называется теоремой сложения. То же уравнение возникает в 
задаче об аддитивных интегралах движения частиц с попарным взаи­
модействием как условие на потенциал U(qu <72)=/(l<7i—flbl), необхо* 
димое для существования аддитивных интегралов, отличных от линей^ 
ных комбинаций классических [2]. Учитывая это, естественно интересов 
ваться множеством всех решений уравнения (1) в классе функций, за­
данных лишь на (0, + о о ) и удовлетворяющих менее жестким, чем ана­
литичность, условиям регулярности. В этой заметке доказывается сле­
дующая 

Т е о р е м а . Всякое комплекснозначное решение класса С ! (0, 6 ) , 
0<6<со, уравнения (1) (в котором 0<х, у, х+у<8) является ограни­
чением на (0, б) функции вида Yi^H-^, уи Y2=const. 

З а м е ч а н и е 1. Здесь и ниже не делается различия между 
^-функцией в собственном смысле слова и ее вырожденными случая* 
ми (см. [1]). 
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З а м е ч а н и е 2. Аналогичный результат при гораздо более силь­
ных ограничениях на / (мероморфность) получен в [3]. Другое функ* 
ционально-дифференциальное уравнение, приводящее к ^-функции, ис­
следовано в [4, 5]. 

Доказательство теоремы начнем с нескольких вспомогательных 
предложений, в которых под / понимается любое решение класса 
С 1 (0, б) уравнения (1). 

Л е м м а 1. Если f^const , го 

*) lim = оо, б) lim \yff (у)\ = о о . (2) 

Не приводя доказательства этой леммы, заметим лишь, что снача­
ла доказывается от противного первое из соотношений (2), а затем с 
его помощью — второе. 

Л е м м а 2. /<=С 3(0, б). 
Н а б р о с о к д о к а з а т е л ь с т в а . Достаточно рассмотреть слу­

чай \Фconst. Заменив в (1) у на 2х+у и устремив у к нулю, нетруд­
но доказать существование и непрерывность /" в окрестности любой 
точки х^(0у 6/2), для которой f (2x)¥=f(x)y а затем — существование и 
•непрерывность f" в окрестности любой точки х е ( 0 , 6/4), для которой 
f(x)¥=f(2x)¥=f(4x). Из леммы 1 вытекает, что множество точек х с по­
следним из указанных свойств непусто на (0, е) при любом е>0 . С по­
мощью леммы 1 и уравнения (1) (которое следует разрешить 
относительно f'{x+y)) утверждение о существовании и непрерывности 

распространяется на (е, б). Так как е сколь угодно мало, лемма до-
казана. 

Л е м м а 3. Если f щк const, то lim [2 +yf (y)[f(y)] = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью формулы Тейлора, примененной 
к / и f (с учетом леммы 2), можно привести уравнение (1) при хе± 
е (0, б) и достаточно малом у к виду 

2/' (х) f (y)-2f (х) f ( * ) - [ / ' (x)fу+Г (х)уГ (У) + 

+ ^ Г W W <*> * \ Г (х) уГ (У) + Г (х) yf (У) + 

+ YГ"WУ21 (У)-Г(х)f(x)y + r(ху у) = 0У (3) 

где r(x, у)/у2^0 при у-+0. После деления на f'(x)f(y), пользуясь равен­
ством а) из (2), получаем при У(х)Ф0 

УГ(У) , У2Г(У) ( Г М ' , Г My \ ] _ о 
f(y) f(y) { 2f'(x) 6f(x) ) \ 

что в силу равенства б), из (2) дает нужный результат. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Согласно лемме 3 при / # c o n s t 

УГ(У)1ПУ)=-2+Ч>(У), (4) 
где ф(у)->0 при у->0. Фиксировав произвольное х=х0^(0у б), для ко­
торого f'(xo)¥*09 подставим (4) в (3) и результат разделим на 
f'(xo)yf(y) при достаточно малом у (таком, что f(y)^0). Имеем 

- 2 / (x0)/yf (у)-Г (x0)/f (у) + Ф (у)/у + 

+ Г (*0) Ф ШГ (xQ) + Г (Хо) yW (*>)-
-/" (*0) / (х0)/Г (*о) f (У) + гг (х0, у) = 0, (5) 
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где ri (лг0, у)1у-+0 при у-+0. В силу равенства а) из (2) найдется такое 
* i e ( 0 , б), что f'(xi)=^0, 1(хг)Ф1 {х0). Подставив хх вместо х0 в (5), выч­
тем из (5) полученное равенство: 

о / - / К ) , Г (*)-/'<*)_ + 

yf(y) f(y) 

2 f ( X o ) f{Xl) J 6 v L fib) f (* i ) J 
f(y) L / to.) f (*o) J 

Из (6) видно, что l/yf(y)-+0 при y-*0. Возвращаясь с учетом этого к 
( 5 ) , заключаем, что и <р(*/)/у->0 при у-*0. Теперь из (6) и (2) вытека­

ет, что существует конечный предел lim[y2f(у)]~1 = А. Но тогда в 

силу (5) 
lim Ф (y)ly* = 2Af (х0)-Г (хЖ (х0). 

Левая часть этого равенства не зависит от хо (при условии, что f (яо) 5^ 
^ 0 ) . Обозначив ее через В, получим уравнение 

Г (х)/6 +Bf (х)-2АГ (x)f(x) = 0, 

которое выполняется на множестве, где }'(х)Ф0, и, тем самым, всюду 
на (0, б). Перепишем его в виде f"'+Cif'f+c2f=Qy с и c 2 =const, с\Ф0, 
затем (после интегрирования) — в виде f"+Cif2/2+C2f+C3=0y C3=const, 
и, наконец (после умножения на / ' ) , — в виде ( / ' ) 2 = P ( f ) f где Р — мн0" 
гочлен 3-й степени. Линейной заменой неизвестной функции последнее 
уравнение приводится к стандартной форме 

(г|/)2 = щъ—а^—Ь, a, b = const. (7) 

Нетрудно показать, что всякое решение класса С2 уравнения (7), удов­
летворяющее условию lim \ty(x)\ =«> , есть ^-функция (для решений 

класса С 1 это уже не так). Теорема доказана. 
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