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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И Й 
1977 МАТЕМАТИКА М 5 (180) 

УДК 513.838 

А. К. Цих 

ДВУМЕРНЫЕ ГОМОЛОГИИ ДОПОЛНЕНИЯ АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ 
КРИВОЙ В СР2 

1°. Пусть V — произвольная алгебраическая кривая в СР2. Изу­
чается двумерная группа гомологии H2{CP2\V), знание которой 
необходимо в теории вычетов рациональных функций (см. [1], [2]). 

Т е о р е м а 1. Справедливо соотношение Н2 (СР2\V)£^H1(V). 
Эта теорема является аналогом следующего результата [1]: 

Н2(С2\Т)^Н1(Т) (где Т—алгебраическое множество в С2), а Г — 
его замыкание в сферической компактификации С2), вытекающего 
из двойственности Александера — Понтрягина. С другой стороны, 
теорема 1 является обобщением на произвольные алгебраические 
множества для п=2 одного результата из [2]: в четномерном простран­
стве СРп группы H„(CPn\V) и Hn_x(V), где V— алгебраическое 
подмногообразие в СРп, изоморфны. 

Т е о р е м а 2. Пусть V={{zQ, zu z2):^(z0,zl,z2) = 0}, где 
(zQ, zu z2) — однородные координаты, в СР2, <0*=<£P\'...-<£Fm—раз­
ложение однородного полинома <^ на неприводимые. Если ру- — род 
римановой поверхности алгебраической функции, определяемой 
уравнением ^}(\, zu z 2 )=0, k —число точек самопересечения 
кривой V, a.t — число элементов кривой V, пересекающихся в 1-й 
точке самопересечения, то 

т k 
rang Н2 {СР2 \ V) = £ 2р,- + £ (а, - 1) - (т - 1). (1) 

j - \ i-i 

В заключение (п. 3°) приводится конструкция базы гомологии 
группы H2(CP2\V). 

2°. Рассмотрим доказательство теоремы 2. Обозначим через 
V — {аи ..., а,} множество особых точек кривой V (в этих точках V 
не является подмногообразием многообразия СР2). Тогда для пары 
(W, V) = {СР2 \ V, V\V) справедлива точная тройка Лере 
(см. [4] : 

Hz(W\V)^Hz(W)^Hl(V)^H2(W\V)-^H2(W)^HU(V). (2) 
Из (2) вытекает точность следующей последовательности: 

О — HAW)^H1{V)XH2(CP2\V)^0 (3) 
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Действительно, нетрудно проверить, что W\ V = CP2\ V яв­
ляется двумерным многообразием Штейна, поэтому (см. [5]) 
H3(W\V)c*0. Далее, заметим, что удаление конечного числа 
точек из СР2 не меняет его двумерную группу гомологии, т. е. 
H2(CP2,^H2(CP2\V') = H2(W)^Z. Образующей в H2(W) слу­
жит класс гомологии {П} замкнутой комплексной аналитической 
прямой П, лежащей в W. Так как K()V=£0 (в СР2 любые две 
алгебраические кривые пересекаются), то по определению гомомор­
физма (в, (см. [4]) ker {ш, :H2(W)—>Я0(У;} — 0 и точность последо­
вательности (3) доказана. 

В (3) все группы свободны, поэтому 

rangН2 (СР2 \ V) = r a n g # , ( ? ) - rang Я3 (W). (4) 

Очевидно, V гомеоморфно топологической сумме римановых 
поверхностей, определяемых полиномами ^ r , , . . . , s^m, причем 

i 

в этой сумме выколото в общей сложности ^ а/ точек (здесь не-
которые O.J могут равняться единице, т. к. суммирование ведется 
не только по точкам самопересечения кривой V, а по всем особым 
ее точкам). Отсюда 

т I 

rang Я, (V) = 2 2ру + Е «* - ю- (5) 

Из компактности СР2 заключаем, что rangH3{W) = 1-Х, 
поэтому из (4) и (5) получается (1). 

Теперь рассмотрим доказательство теоремы 1. В [3] показано, 
что ранг группы Я, (V) равен правой части формулы (1). Поскольку 
группы Я 2 (СР 2 \ V) и Hl(V) свободны, то совпадение размер­
ностей влечет их изоморфизм. 

3 . Опишем базу группы H2(CP2\V). Обозначим q-ю неприво­
димую компоненту кривой Vчерез Vq={(z0,z1, г2):^д(гй, zuz2)-=0}, 
q=\,..., т, а ду-й элемент кривой, содержащей точку а ; £ V, через 
Lj9j> Qj~ 1> ••• > ау> У = 1» - - - > /• 

Из доказательства теоремы 2 видно, что система элементов 

. ( К > > 'v = l,..., 2pv; v = l , . . . , m\ 
\ttjq}* <Jj=l,..., 4ji 7 = 1 /, 

где a^cz V— одномерный цикл, соответствующий каноническому 
циклу (параллели или меридиану сферы с ручками) римановой 
поверхности, определяемой полиномом <^, а ту? =Sj[\Ljq. (5; — 
сфера малого радиуса с центром в а}) является системой образую­
щих группы HX(V). Поскольку в (3) 8, — эпиморфизм, то система 
\(А) порождает группу H2(CP2\V), причем для элементов из 
8, (А) выполняются следующие соотношения: 

8*-
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а) I 8. {Т*,.>= О, 7 = 1 , . . . , Л 
"Г1 ' 

б) S 8ЛТ;?.) = °- А = 1 , - , т. 

Соотношения а) следуют из точности (3) и из того, что 
"/ 
£ К big.) = 8 * (<*>• {£>•})• Справедливость б) вытекает из соотноше-

ний 2J (Ty^J^O» которые, в свою очередь, следуют из того, 

что сумма определенным образом ориентированных циклов, окру­
жающих все выколотые точки сферы с ручками, гомологична нулю. 

Предположим, что TJa,czVm, если a^Vm, чего всегда можно 
добиться перенумерацией элементов кривой V, пересекающихся 
в точке ctjCzV'. Обозначим через (т;-}> / = 1 , . . . , т—1, такие эле­
менты из А, что 7 , с Vj, причем элемент кривой V,-, содержащий 
цикл fy, пересекается с Vm по некоторой точке из V. Такие циклы 
также можно выбрать, т. к. V;[\Vm=h <2>, / = 1 , . . . , т — 1. 

Рассмотрим следующую систему элементов группы Н2(СР2\ V): 
B = K(A)\{\UUi},..., 8.{T,e/}, 8.{Tl},.. . , 8.{T/B_,}}. 

Используя соотношения а) и б), легко показать, что система В 
порождает систему \(А), а следовательно, и группу Н2(СР2\ V). 
Так как число элементов системы В равно рангу группы Н2(СР2\ V), 
то В является базой гомологии этой группы. 

Автор выражает глубокую благодарность А. П. Южакову за 
постановку задачи и внимание к работе. 
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Т. А. Тарасова. Об одном итерационном методе решения задачи выпуклого 
программирования с бесконечной системой ограничений 

{аннотация статьи, принятой к печати) 

Для решения задачи выпуклого программирования с бесконечной системой 
ограничений — неравенств предлагается итерационный метод, использующий фейе-
ровские операторы. Доказывается сходимость этого метода. (Работа поступила 
в журнал „Математика" 6 XII 1976.) 


