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ОБНОВЛЯЮЩИЕ ПРОЦЕССЫ И ПРОБЛЕМА 
ФАКТОРИЗАЦИИ 

Ю. А. Розанов 

B статье систематически излагаются некоторые новые 
вопросы общей теории случайных процессов второго порядка 
( в частности, бесконечномерных стационарных в широком 
смысле процессов), связанные с характеризацией их «обнов­
ления» с течением времени (например, рассматриваются об­
щ и е условия чистой .недетерминированности, регулярности и 
д р . ) . Как оказалось, эти вопросы (и особенно теоремы срав­
н е н и я «обновляющих» процессов) тесно связаны с теоремами 
о факторизации операторов в гильбертовом пространстве от­
носительно заданного семейства расширяющихся подпро­
странств, и в силу этого обстоятельства в статье дается так-
ж е подробное доказательство некоторых, сравнительно 
ы-едавних, результатов в этой области функционального ана-
л и з а . 

Глава I 

ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ И НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕРЫ 

§ 1. ОСНОВНАЯ ПРОБЛЕМА ТЕОРИИ 
ОБНОВЛЯЮЩИХ ПРОЦЕССОВ 

При рассмотрении той или иной совокупности случайных 
процессов со скалярными значениями {l(t), х) на вре­
менном интервале t0<t<T (х —параметр соответствующего 
процесса, пробегающий некоторое множество R) в линейных 
з а д а ч а х оценивания, прогнозирования и фильтрации имеют 
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дело с величинами п из замкнутой в среднеквадратичном ли­
нейной оболочки #(1) величин* 

.#(f),x), XER, t0<t<T 
(предполагается, что существуют вторые моменты 
— | {-=(0. xl |2< °°)- Если, как это обычно делается, ввести 
гильбертово пространство случайных величин т], £|т]|2<оо, 
•определив скалярное произведение элементов --1 и т]2 формулой 

( i l i .^ )—E^r^ . 
то Н (I) будет замкнутым подпространством, порожденным 
всевозможными значениями {%{t),x}. Обозначим Ht(£) замк-
нутое подпространство в H(k), порожденное значениями 

{Hs),x}, xeR, t0<s<:t. 
Считается, что ЯД;-) есть совокупность «данных», которыми 
располагает «наблюдатель» к моменту времени t для оцени­
вания той,или иной неизвестной величины т., E|-y,|-<oo; 
при этом за наилучшую оценку величины ч\ принимают ее 
проекцию Ptt\ на подпространство Ht(Z) — здесь и далее Pt 
•означает оператор ортогонального проектирования на соот­
ветствующее подпространство Ht{%), tQ<,t<T. 

Основной вопрое, который нас будет интересовать, заклю­
чается в следующем. Как охарактеризовать эволюцию под­
пространств 

Ht(\)=PtH(%)t t0<t<T, 
как описать характер их обновления с течением времени t? 

При рассмотрении этого вопроса будем предполагать, что 
основное пространство #(£) является сепарабельным, а 
семейство подпространств Н((\) — непрерывным слева: 

lim #,(-) = U #-(•;) — # , ($). (1.1) 
-г-*/—о .-< t 

Кроме того, для простоты изложения ограничимся случаем 
(нулевых средних: 

Е {Щ, x}.=-0. 
Условимся говорить в дальнейшем о случайном процессе 

U0-={-(/),xbe*. -о<-<-". 
с компонентами {% (t), л] на (конечном или бесконечном) 
интервале i0<t<C.T. 

Вопрос об эволюции подпространств #.•(!;), t0<t<T, для 
произвольного случайного процесса %(t)={i (t), х}х^ц, ^0< 
< t < 7 , можно было бы считать решенным, если бы удалось 

*> Уточним, что х 6 R есть просто индекс соответствующего (дейст­
вительного или комплексного) случайного процесса, который обозначается 
нами как {|(0, х), t0<t<T. 
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найти ортогональные между собой процессы с ортогональ­
ными приращениями 

X,{t)-X,{s), t0<s, t<T (y = l, . . . ,M), 
такие, что подпространства Ht(X), порождаемые величинами 

Xj(s2)-Xl(s{), t0<su s2<t (; = l M), 
•совпадают с соответствующими подпространствами Ht (•;): 

Ht{X) = Ht®, t0<t<T. (1.2) 
Тогда всякую величину 7]g#(E;) можно было бы представить 
а виде стохастического интеграла 

т м 
i—SS^WX/CO. (1-3) 

' о . 7 - 1 

где векторная функция с (t) = {су- (t)}y=1-— удовлетворяет 
условию 

т м 
^\cl(t)\>dFl(t)=E\>tf<oo, (1.4) 

в котором dE/(^) = E|dX/(^)|2, точнее 
Ft(t)-Fi(s)^E\X](t)-Xj(s)\^ t0<s, t<T, 

и в силу равенства (1.2) 
t м 

Pt^[^1cl(s)dX1(s), t0<t<T, (1.5) 

где, напомним, Pt есть оператор проектирования на подпро­
странство Н((ъ), tQ<t<lT. Таким образом, если ввести 
гильбертово пространство С всех векторных функций c(t) — 
~ {с/ (%= —I- t0<s£t<T, Удовлетворяющих условию (1.4), 
•определив скалярное произведение элементов с', с"6.С как 

т л 
•S3 (^оЦЗ'ИО^^/Р). 

то равенство (1.3) даст нам изометричное соответствие между 
величинами ч\£Н (i) и функциями с (s), t 0 < s < ' A из прост­
ранства С, при котором каждому подпространству Ht (Щ 
будет соответствовать подпространство С, всех функций 
•c(s), ^ 0<.-<7, удовлетворяющих условию 

c(s)-=0 при s > t . (1.6) 
Случайный процесс с ортогональными приращениями 

X(0-X(s)-={X/0-^(5)b=.i7M, t0<t<T, 
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удовлетворяющий условию (1.2), называют обновляющим 
процессом для -.(г.), t0<.t<T. 

Обновляющий процесс и отвечающее ему так называе­
мое каноническое представление 

t м 
mt),x} = [^Cj(t,s,x)dXj(s), i0<t<T, (1.7) 

V-1 

служат основой для решения упомянутой выше задачи оце­
нивания той или иной величины г, £ |т , | 2 <оо (для нахож­
дения проекции Р{г\ на соответствующее подпространство 
#,(•,)) no данным {l(s),x)\ x£R, t0<s<t.* 

Очевидно, обновляющий процесс всегда существует. Его 
можно построить, например, следующим образом. Выберем 
какой-либо элемент ^Н{I) и определим процессе ортого­
нальными приращениями X}(t) = Ptriu t0<_t<_T. Если 
Н (Х-[) ф Н (£;), то выберем затем какой-либо элемент 'q2&H(i), 
ортогональный подпространству Н(Х\), и определим процесс 
с ортогональными приращениями X^) = PtV2' / о < ^ < Т . 
Поскольку подпространство Н (X,) и его ортогональное до­
полнение инвариантны относительно проекционного семей­
ства Pt, .?-</< 7\ процесс X2(0> t0<t<T, будет ортого­
нален процессу Xx{t), t0<t<T. Если H(X0 ©#(X2) ф Н (Е).. 
то выберем следующий элемент щ, ортогональный подпрост­
ранству Н (Хг)® Н (Х2), и определим процесс с ортогональ­
ными приращениями X3(t) = Р{%, t0<t<.T, который будет 
ортогонален Xx{t) и X2(t), i0<.t<_T. Аналогичным образом 
выбирая последующие элементы ^бЯ^) , 

мы в конце концов исчерпаем все пространство Н(1), полу­
чив ортогональные между собой процессы. 

-ВД=Л> h<t<T u=\, ...,M), (l.8> 
с ортогональными приращениями. Очевидно, X(t) = 
=i{X!(t)}j^M, t0<t<.T, является обновляющим процессом. 
для i(t), t0<t<T. • 

Хорошо известно**, что можно выбрать «циклические 
элементы» ^j, ...,I\MQH-(^) таким образом, чтобы соответ­
ствующие «спектральные типы» dFj(t), где 

E J . (0-E^)- - | l (P / — P,)7]/||2 — £ | ^ ( / ) — X/(.S)]2, 

* Впервые каноническое представление такого типа было введено. 
Вольдом (Н- Wold) для стапиоиарных процессов с дискретным временем. 
С применениями этого представления .в случае общих стациоиар'ных про­
цессов можно познакомиться, например, по книге Ю. А. Розанова [il9]-
См. также [32]. 

** См., например, [14], а также [39] и [27]. 
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t0<s, t < T , 

удовлетворяли условию 
dF1(t)^...^d.FM(t) (1.9) 

(здесь и в дальнейшем соотношение dF(t)=^dQ(t) означает 
абсолютную непрерывность меры dF (t) относительно меры 
dQ(t), а соотношение dF (t)~dO{t) — их взаимную абсолют­
ную непрерывность). Более того, при условии (1.9) «спект­
ральные типы» dFj(t), j — \ , ...,M, определены однозначно; 
точнее, если I (t) = {Ik(t)}k=Tjv, t0<t<T, —какой-либо 
обновляющий процесс для i(t), t0<t<T, со структурными 
функциями 

Oft(t)-0*(.5)-=£|/»(t)-/ft(s)|8, 
определяющими «спектральные типы» 

dGl(t)^...^dGN(t), 
то 

dGk{t)~dFk{t); k = \,..., М. (\Л0) 
Соответствующее число М обычно называют кратностью или 
рангом случайного процесса b(t), г.0</<7\ Оно равно мини­
мальному числу ортогональных «циклических подпространств» 
Н (X;), / .= 1,2,..., таких что %®Н (Xy) = H (i.) 

1 , . 
Таким образом, совокупность «спектральных типов» dFj(t), 

./== 1, . . . , М, удовлетворяющих условию (1.9), однозначно-
определяет тип обновляющего процесса для \ (t), tQ<Zt<.T, 
а также тип соответствующего семейства подпространств Сг, 
to<Lt<T, в описанном выше функциональном пространстве СГ 
изометричного семейству Ht(k), t0<t<T (см. (1.6) и выше). 

Уточним поставленный нами вопрос о характере обновле­
ния подпространств ЯД..), t0<t<T, связанных со случайным 
процессом !• (/) = {•; (О, x}X£R, tQ<t<_T. 

Отметим, что вместо исходной совокупности случайных 
процессов {k (0, x}> to<t<T {x£R) мы можем рассматривать их 
линейные комбинации 

2 М - ( 0 . хк], t0<t<T, 
к 

поскольку это не изменит соответствующих подпространств 
#<(.;). Таким образом, не ограничивая общности, можно счи­
тать, что параметрическое множество R является линей­
ным. Б ряде важных случаев (скажем, для стационарно свя­
занных компонент) МОЖНО также считать R сепарабельным 
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гильбертовым пространством, что мы и будем предполагать в 
дальнейшем, используя скалярное произведение 

{x, у}; х, у6%-
Пусть нам задана корреляционная функция В (s, t) случай­

ного процесса %(t) = {4(t), xbg.-.. t0<t<T, —операторная 
функция в гильбертовом пространстве R, такая, что 

E{t(s),x){l(t), y) = {B(s,t)x, у], (1.11) 
х, yeR, i0<s, t<T. 

Чтобы были выполнены наши требования в отношении семей­
ства Ht(l), t0<t<T, — см. (1.1), предположим, что B(s, t), 
t0<s, t<T, является слабо непрерывной (слева) функци­
ей в R. 

Основная проблема заключается в следующем: как по 
корреляционной функции В (s, t) определить тип обновляю­
щего процесса для -!(/), ta<t<T? 

Особый интерес к этой проблеме возник после предложен-
ного Г. Крамером [22] примера, показавшего, что одномерный 
процесс Е (t), / 0 < t < Т, даже при условии любой его гладкости 
(как функции в гильбертовом пространстве //(£)) может 
иметь обновляющий процесс произвольного типа кратности 
Мл включая УИ-=оо. Именно, отправляясь от заданного 
обновляющего процесса X(t) = {Xl(t)}j=iTj,[, t 0 < t < r , произ­
вольного типа (со структурными функциями Fj (t)=Е \Хt (t)\2; 
./=— 1» . •. > Щ соответствующий процесс !• (t)., /0 < t < Т, может 
•быть построен следующим образом. Пусть Д,, / = 1, . . . , М, — 
непересекающиеся между собой измеримые множества. на 

м 
интервале (t0, T), _|J hj = (t0, Т), обладающие тем свойством, 
что пересечение каждого из них с любым интервалом 
•(a, b)c.(t0, T) имеет положительную меру. Определим интег­
рируемый процесс i{t),tu<t<T, положив 

HO-o/WX/W. ^А/, 
где строго положительные, непрерывные слева функции a,(i) 
выбраны так, чтобы 

\ 
м 1/2 

d t < 00. 
J - l 

Рассмотрим непрерывный процесс 
t 

4-) = S-(s)ds. t0<t<T. (1.12) 
Очевидно, Hti£) = Ht{X) при всех t, поскольку при почти 
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всех ...дД- существует производная V (t) = \ {t)^Ht (£), и в силу 
того, что множества Д- всюду плотны в интервале (t0, 7), а 
компоненты X] (t) непрерывны слева, получаем, что X s (i)QHt(h) 
при всех t, t0<.t<T(j = l,...,M). Интегрируя нужное 
число раз функцию .,(£), t 0 < t < r , мы получим гладкий 
(одномерный) процесс, для которого заданный процесс X(t) = 
=f{Xj{t)}j=Yj/L, t0<t < Г , будет обновляющим. 

Для ПОЛНОЙ ЯСНОСТИ приведем пример непересекающихся 
множеств Д1, Д2) . . . , в сумме дающих весь интервал 1— О-о- T) 
и имеющих с каждым внутренним интервалом (а, 6)с/ пере­
сечение положительной (лебеговой) меры: •j,(A/n(s, t))yO. 

Пусть /С —канторово множество интервала / , получаю­
щееся последовательным выбрасыванием «смежных» интер­
валов /i /2; /i/4, /3/4; /1/8, -/3/8, /5/8, /7/s; ••-. которые 

выбираются так, чтобы мера |л(/С)=м. (/) — 2 Iх (^сс)==пг, где 
а 

т > 0 —заданное число. На каждом смежном интервале / а . 
«первого класса» возьмем свое канторово множество /СК1 
меры ma,, которое получается выбрасыванием из fai смеж­
ных интервалов /а ,и . (а2 пробегает двоично-рациональную 
последовательность 1/2; 1/4, 3/4; . . . ) . Положим К<-1]— \jKar 
Далее, на каждом смежном интервале /a.a2 «второго класса» 
возьмем снова канторово множество Ка1аг меры ma-a2. полу­
чающееся выбрасыванием из /a,a- смежных интервалов 
/a.-4-o-v ПОЛОЖИМ /С(2)-= U Ка,^- Продолжая эту процедуру 

« 1 , 0 . , 

последовательно для всех смежных интервалов /•,,„.., и 
полагая К<-п) = U Ка%...а > мы получим последовательность 
непересекающихся множеств К{0), /С-1-1, /С<2),..., Р ' 1 , . , . . 

СО 

Подберем их так, чтобы объединение U К^ имело полную 
- -=0 

меру: 
со 

rt=-0 

(выбрав надлежащим образом меры mai...a > 0 отдельных 
канторовских компонент ./<"«,...« )• Канторово множество 
/C«j...a, нигде не плотно в Ia,...alt и всякий интервал --С/а,,,.Я)1 
имеет непустое пересечение с некоторым смежным интер­
валом следующего класса lai...anan+l- Возьмем любой интервал 
(a, b)c.f и рассмотрим меньший интервал (a', br); скажем 
£•/--= а + е, br = b — z. Как было отмечено, интервал (a', br) 
имеет непустое пересечение с некоторым смежным интерва­
лом / а , ; положим 81 = (a', b'){\Iai. Интервал 8jC:/a. имеет 
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непустое пересечение с некоторым, смежным интервалом 
/«.о,; положим 82 = S , n W Интервал 82 имеет непустое пере­
сечение с некоторым смежным интервалом Jaiasas- Уже ясно, 
что интервал (#', Ь') при любом п имеет непустое пересече­
ние с некоторым смежным интервалом /«,.„«,. Но р. (/«... .{alpha}.,)->0 
при /г-^оо и при достаточно больших и (для которых 
^ (•/-.,...а )< е) соответствующий интервал /-„, .- . , пересекаю­
щийся с интервалом (а + в, b — в), целиком входит в перво­
начальный интервал (а, Ь). Итак, всякий интервал (a, b)c.I 
для всех достаточно больших п содержит некоторый смежный 
интервал ш-го класса» /«...,а.,, а следовательно, содержит и 
множество ЛГ(л)с/а1...а/1 положительной меры р.(/-С<"))-=-яг<п). 
Разобьем теперь последовательность целых положительных 
чисел /г = 0,1, . . . на счетное число непересекающихся под­
последовательностей п.\=п,\и й121 • • •> n2 = ii2i, /г22, . . . ; . . . и 
положим 

се 
д = U /С<ям); p—1,2 

Очевидно, всякий интервал (a, b)c.I содержит при достаточно 
больших q множества К^ПРЧ) положительной меры mCW, так 
что р.{(а, b)f] kp} >0 для всех р—\,2, 

§2. РЕГУЛЯРНЫЕ ПРОЦЕССЫ И ПРОБЛЕМЫ ФАКТОРИЗАЦИИ 

При исследовании типа обновляющего процесса естест­
венно попытаться сравнить его с тем или иным «стандар­
том». 

Такая задача сравнения непосредственно возникает, на­
пример, при рассмотрении преобразования 

А: Ш,х)-+$У),х), (2.1) 
где т.(/) = {т?(t), X}XQR, t0<.t<.T, — некоторый случайный про­
цесс известного типа и А — некоторый линейный оператор из 
гильбертова пространства //(т,) в гильбертово пространство 
Н{\). Именно, возникает вопрос, будет ли обновляющий про­
цесс для &(*)=-{* (О.-хЬе*. t0<t<T, того же типа, что и 
обновляющий процесс для 7,(0, i0<t<T1 Если принять за 
определенный «стандарт» семейство подпространств U(t) = 
==H< ("'?)- •-<>'< t < Т» то в отношении соответствующего се­
мейства Ht = Hti$), /?-</< Г, вопрос можно поставить сле­
дующим образом: при каких условиях семейства 

U, и Ht=MJt, t0<t<T, 
будут одного и того же типа, точнее, будут изометричными» 
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т . е . существует унитарный оператор X, такой, что 
Ht==XUt, t0<t<n 

(Напомним, что совпадение типов обновляющих процессов ДЛЯ 
•1(0 и -г. (О, t0<t<T, означает изометричность каждого из 
семейств Ht (I) и Ht (-,-), t0 < t < T, одному и тому же семей­
с т в у С.-, t0<.t<T, в соответствующем функциональном про­
странстве С). 

Поставленный выше вопрос об изометрии возникает и в 
б о л е е общей обстановке. 

Пусть (£, и), uQU°, — обобщенный случайный процесс (ли­
нейный в широком смысле функционал) на некотором линей­
н о м подпространстве U0 в гильбертовом пространстве U с 
корреляционным оператором В: 

E($,,v)(t, <v) = (,Bu,v)\ u,v£(J°. (2.2) 
Б у д е м считать, что U0 плотно в U. Представьте себе, что 
ic моменту времени t «наблюдатель» располагает всеми вели­
чинами из подпространства Ht(i), — замыкания линеала всех 
значений (5,«), uQU°, г д е -У? —некоторые расширяющиеся 
подпространства в £/°. Как видно из соотношения (2.2), для 
-любого оператора А в гильбертовом пространстве U, такого, 
ч т о 

А*А = В, (2.3) 
отображение (i;, и)<-> Aw, uQU0, будет изометрией, и, следо­
вательно, семейства 

H/00 и Н^Щ t0<t<T, 
б у д у т изометричньши (можно ВЗЯТЬ, например, в качестве 
оператора А квадратный корень Л = В1/2 из положитель­
н о г о оператора В). Спрашивается, при каких условиях на 
оператор В будут изометричньши семейства подпространств 

U( = 17° и Ht = W% t0<t<T? (2.4) 
Остановимся на некоторых важных примерах, в которых 

естественным образом возникает предложенная выше схема 
обобщенного случайного процесса (i и), UQ(J°, c заданным 
семейством подпространств U°r tQ<,t<T. 

Скажем, в упомянутой выше задаче сравнения случайных 
процессов l{t.)= {i(t),x}X£R и -j (t) = [f\(t), X}XQR) t0<t<T, 
можно ввести обобщенный процесс (5, и) == Аи, «6U> на гиль­
бертовом пространстве U = H(y\) с корреляционным операто­
р о м В = А*А, где оператор А определяется из соотношений 
(2 .1 ) , положив Ut = Ht(vi), t0<t<T. 

Другой пример. Пусть 
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6(0-{&(-),.*Ьб.*. t0<t<T, 
— случайный процесс с корреляционной функцией B(S,1)B 
параметрическом гильбертовом пространстве R, удовлетво­
ряющей условию 

т т 
J ^\\B(s, t)fdsdt< со 

(напомним, что B(s, t) есть слабо непрерывная слева опера­
торная функция в R, такая, что 

E{£(s), x}{W)7y} = {B(s, t)x, у} 
при всех х, yeR и ^0< s- *<Т). Пусть U=D- (R) есть гиль­
бертово пространство всех измеримых функций*) u(t), .?0< 

<г?<7\ в R удовлетворяющих условию \ ||a(t)||2dt< оо, в 
-о 

котором скалярное произведение определено как 
т 

(и, ч)) = ^{а(£), v(t)}dt; a, v£U. 
и 

Пусть Ut = L?t (R)~-подпространства в U, образованные 
теми функциями u(s), ^ 0 < s < r , для которых 

«(s)---=0 при s > t . 
(Семейство Ut, t0<t<T, может быть принято за определен­
ный «стандарт»). Если обратиться к линеалу L/° всех функ­
ций вида 

- Я (0---.£<.-,(t).*A, t0<t<T, 
ll 

где скалярные функции ck{t) интегрируемы в квадрате, а 
л-, — элементы гильбертова пространства R, и ввести обоб­
щенный процесс 

г т 
(е, й) = 5 {£(*), в (t)}dt~J 2 •?*(-){*('). xddi, и&\ 

tc t„ ft 

то окажется, что подпространства Ht (.,), порождаемые всеми 
значениями {Цз), х}\ x£R, i0<s<T, совпадают с замыка­
нием линеала всех величин вида (и, -;), «6U°, где -UJ —под­
пространства в U°, образованные соответствующими функ­
циями uGUt, t0<ct<T. При этом корреляционный оператора 
обобщенного процесса (-,, и), uQU°, задается ядром В (s, t), 
а именно, 

*» По поводу функций со зваиениями в гильбертовом • пространстве 
см., например, [4]. 
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Btt(0 = 5.5(s, t)u{s)ds, t0<t<T. 

Еще один пример. Рассмотрим стационарный случайный 
процесс \ {£) ---= {5 (/), J C } ^ , — оо < t < оо, со спектральной 
плотностью f%, — оо < X < оо, — измеримой операторной функ­
цией в гильбертовом пространстве R, такой, что 

-о 

{ £ ( . 5 , O x , y ) = $ б '* . - - ' ) {/{lambda}.*, y}dX (2 .5) 
— CO 

при всех x, yeR и —{infty}<s, *?<{infty}. Здесь корреляционная 
функция зависит лишь от разности аргументов: 

B(s, t)=*B(s — t), — {infty}<s, t<oo , 
иначе говоря, скалярные компоненты {£(/), x}, xg/?, ЯВЛЯЮТ­
СЯ стационарно связанными в обычном смысле процессами. 
Пусть и=1?\К) есть гильбертово пространство ^-значных 
функций и(к), —•ОО<Х<ОО, со скалярным произведением 

СО 

(и, -г,)— $ {и(к), v(k))d\. 

Пусть Ut — подпространства, образованные всеми функциями 
«6U> Для которых 

00 

jj e~asu{X)d\ = 0 при s>i; 

иначе говоря, Ut есть подпространство всех функций вида 
t 

w(X)= ^ elux(s)ds, —{infty}<X<{infty}, 
—cx> 

являющихся преобразованием Фурье функций х($), — со < 
< s < оо, из соответствующего подпространства L](R); 

x(s) = 0 при s > t . 
Пусть U° — линеал всех функций вида 

к(Х)-= 2 ТА М •*•/.•> — {infty}<X<oo, 

причем 

со 

- с о ft,/ 
где скалярные функции <?к(1) интегрируемы в квадрате, а-
хк — элементы гильбертова пространства R. Если на U0, 



определить обобщенный процесс 
00 

(!,«)--= J 2c4(t)« (-),.**}-« 
—со k 

то окажется, что подпространства Ht (I), порожденные всеми 
значениями {l(s),x}; XQR, s < t , совпадают с замыканием 
линеала всех величин (I, и), u£U], где U? есть подпростран­
ство в U0, образованное всеми функциями u£Ut, — {infty} < ^< оо. 
При этом корреляционный оператор В обобщенного процесса 
(£,и), «6U°, будет «оператором умножения» на операторную 
функцию Д, точнее, 

£к(Х) — Дв(Х), — О О < Х < О О . (2.6) 
Обратимся к произвольному обобщенному процессу (5, и), 

iiQU°, С некоторым семейством растущих подпространств 
U?i tu<.t<T. Как и прежде, обозначим Ht(£) замыкание 
линеала всех величин (•;, и), кб<-Л. Назовем обобщенный слу­
чайный процессу (-,,«), M6U0, регулярным, если семейства 
//<(•;) и U — (7?, t0<£.t<T, являются изометричными: 

Ht{l)=*XUt,.t0<t<T, (2.7) 
для некоторого унитарного оператора X. 

Отметим, что в случае, когда мы располагаем ЭТИМ опе­
ратором X и проекторами Qt на подпространства U,, мы 
фактически располагаем и проекторами Pt на подпространст­
ва #,(£), поскольку 

Pt = XQtX-\ t0<t<T. (2.8) 
Пусть В — корреляционный оператор обобщенного процес-' 

ca (t,,u), «3U°, в гильбертозом пространстве U = U°. Будем 
говорить, что оператор В допускает собственную фактори­
зацию (относительно семейства U(, t0<i(<^T), если он пред­
ставим в виде 

В*=С«С, (2.9) 
где С —некоторый линейный оператор в гильбертовом про­
странстве U, такой', что 

а7? = [/,,. ta<t<T. (2.10) 
"1 Теорема. Процесс ($, и), uQU°, язляется регулярным 
тогда и только тогда, когда его корреляционный оператор В 
допускает собственную факторизацию. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Как уже отмечалось, семейство 
H.(-)> ^o< *<Т, изометрично любому семейству подпространств 
вида AU°t, / 0 < ^ < Т , где A —линейный оператор, удовлетво­
ряющий условию (2.3): А*А=В. Поэтому, если процесс (•;, и), 
uQU°, регулярен, то семейство подпространств At/?, t0<t<T, 
где А = .91/2 — положительный квадратный корень из корре­
ляционного оператора В, изометрично семейству Ut==U°t, 
to<t<T, т. е. существует унитарный оператор X из U=U° 
в AU°, такой, что AU°t = XUt, t0<t<T. Очевидно, оператор 
С = Х~1А удовлетворяет условиям (2.9), (2.10). С другой сто­
роны, если корреляционный оператор В допускает фактори­
зацию, т. е. существует некоторый оператор С, удовлетво­
ряющий условиям (2.9) и (2Л0), то подпространства AU? 
при А = С просто совпадают с подпространствами Ut, а как 
только что было указано, регулярность равносильна изо-
метричности семейств AU° и £/', t0<C.t<_T (для какого-либо 
оператора A, А*А —В). Следовательно, если корреляционный 
оператор В допускает факторизацию, то процесс (I, и), UQ.U0, 
является регулярным, что и требовалось доказать. 

Отметим, что в вопросе о регулярности (факторизации) 
речь идет, по существу, об однотипности проекционных 
семейств Pt и Qt, t0<t<iT, точнее, о совпадении их спек­
тральных типов*) (здесь Р( и Qt— проекторы на подпростран-. 
ства Ht=JZJ] и U,=-U?, t0<t<T). 

Приведем несколько примеров, показывающих, что спек­
тральный тип может меняться самым неожиданным образом 
при переходе от семейства Qt, t0<t<.T, к семейству Pt, 
tu<t<T, даже для простейших «преобразующих операто­
ров» A (скажем, для операторов проектирования или опера, 
торов типа Гильберта — Шмидта). 

Примеры. Пусть U=L2{Rl)-~гильбертово пространство 
интегрируемых в квадрате скалярных функций u(t), t0<.i<.T-
и Ut=U(Rl), t0<t<T. Семейство Ut, i0<t<T, имеет 
«однократный лебеговский спектр». 

Пусть В (s,() — корреляционная функция непрерывного 
случайного процесса вида (1.12): 

t 

i.(0 = SE(s)ds, t0<t<T, 
имеющего обновляющий процесс произвольного наперед 
заданного типа. Пусть В — ядерный оператор с ядром B(s,t)\ 
to<$> t<T, в пространстве U=L2(Rl) и A--~-.fi1/2. Семейство 

*-*См. [14], [27]. 
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Ht—AUt, /0<z.<7\ будет иметь тот же тип, что и семей­
ство #<(•--.), ^ 0 < / < 7 \ т. е. может быть произвольной крат­
ности М и с произвольными «спектральными типами» 
dFx(t)> . . . >dFM(t). 

Ситуация почти не изменится, если ограничиться классом 
вольтерровых операторов А:«спектральиые типы» 
dF1(t)> . . . >dFM.(t) могут быть произвольными на любом 
интервале (/0 + е,Т), где s > 0 может быть заранее выбрано 
сколь угодно малым. Действительно, если использованном 

м 
выше процессе b{t) = 2^<3j(t)Xj(t) в качестве исходных ком-

;=-. . 
понент Xj{t), tQ<.t<T, взять процессы со значениями 
Xj (ОбЯ/.+в^ (*0)вН(,+а. (71), Где е = е- > в1 > . . . > вм >О 
а т](t), tQ<t<T, —«стандартный» винеровский процесс, и рас­
смотреть 

О при t < t0 + е, 
/-с 
^ i(s)ds при t > t 0 + e, 
' о 

то окажется, что %(t)QHt(ri) и, следовательно, 

-(О — SA(^,s)^ (5), t0<t<T, 
и 

где A (£,s) —некоторое вольтеррово ядро. Соответствующее 
семейство подпространств Ht—A~Ut t0<.t<,T, будет изо-
метрично семейству Ht(h), t0<i<T< которое может быть 
произвольного наперед заданного типа (на интервале /0 + е< 
< t < Т). 

To же самое имеет место, если рассмотреть класс про­
екционных операторов А. Именно, для любых спектральных 
типов dF1(t)> ...> dFM(t) существует проекционный опера­
тор А, такой, что семейство подпространств Ht = A~Ut, t0< 
< ^ < 7 \ имеет заданный тип кратности М. Действительно,, 
если взять процесс вида 

t 
ij(t) = ^(s).4s + l*"(i), t0<t<T, 

К 
t 

где %(t) = u (s)ds — уже известный нам процесс, a W (t)— 
h 

процесс броуновского движения, не зависимый от \ (t), t0 < 
< t < r , то процесс ~r\{t) будет эквивалентен процессу W(t), 
t0<t<.T, и согласно теореме 1 (§1, гл. Ш) семейство 
FJ((•/]), 2f0<z.<r, будет из'ометрично семейству U,, tQ<.t < 7% 
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в то время как семейство Ht(l) = AHt (-/,), ^ в < / < Г , где А — 
проектор на подпространство //(-:), может быть произволь­
ного типа. 

Еще один более простой пример. Пусть 

разложение по собственным функциям процесса броуновско­
го движения, где 

г 
'%=U(i)n(t)dt, £ = 1,2,..., 

•v 
' о 

•—ортогональный базис в пространстве N (т.). Пусть Л—-опера­
тор проектирования на подпространство //, порожденное ве­
личинами 7]-, ..., 7)ДЬ И 

i;(0=A^(0=2w*(0; t,<t<T. 

При любом ^> / 0 найдутся tu..., ^ДГ<А для которых матри­
ца {<pft(̂ .)} будет невырожденной. Из уравнений 

ж 
2-.»<Р*(-у)-=6(^); /==1,...,M, 
A=J 

получаем, что 
м 

и, следовательно, 
H(=H=H(t),-tQ<t<T. 

Таким образом, семейство подпространств Ht(t)=AHt(?\), 
tQ<t<,T, имеет одноточечный М-кратный тип, тогда как 
семейство Ht('r\), t0<t<CT, изометрично семейству Ut, 
to<t<.T, однократного лебеговского типа [8]. 

Приведенные выше примеры показывают, в частности, что 
далеко не каждый оператор (даже такого типа, как опера­
тор проектирования ИЛИ оператор Гильберта;—Шмидта) до­
пускает собственную факторизацию. 

По поводу факторизации следует сделать несколько до­
полнительных замечаний. 

Предположим, что положительный оператор В в гильбер­
товом пространстве c/-==U0, определенный на линеале U0,. 
представим в виде В — С*С. Такое представление, конечно, 
не единственно —например, имеем также В = С\Сг для С, — 
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—ХС, где X—произвольный унитарный оператор в U. 
С другой стороны, если для каких-либо С и C. выполняется 
условие В — С*С=С\СЬ то оператор X, определенный на 
подпространстве CU0 равенством ХСа=С1и, «6U°, будет 
изометрическим: 

(ХСа, XCv) = (Сги, Civ) = (ВДи. v) = 
==(C*CK,«) = (C«,C"J); «.•oeU0. 

При условии же, когда CUu
t — CxU°t — Ut для всех if —см. 

(2.10),—имеем CU°—C1U° = U и, следовательно, оператор X 
однозначно продолжается до унитарного оператора на всем 
пространстве U. Кроме того, поскольку для любого tiaU( 
найдется последовательность и„б£/°, /г—1,2,..., такая, что 
и==11шСи„, то 

Xu=\imXCull=limC1unc:Ut. 
Таким образом, факторизующий оператор С в соотношении 
(2.9) определен однозначно с точностью до унитарного мно­
жителя X, удовлетворяющего условию 

. XUt = Ut, t0<t<T. (2.11) 
Чтобы описать унитарные операторы X, удовлетворяющие 

условию (2.11), удобно воспользоваться следующей функцио­
нальной моделью. Именно, в случае заданного; семейства 
Ut = QtU, t0<t<.T, со спектральными типами dFi(t)>... 
.. .>dFN(t) можно считать, что U есть пространство век­
торных функций u-(t) = {uk(t)}t!_Tj?, t0<i<T,c компонентами 

«*(0---° при dFk(t)/dFx(t)*=0, k = l,...,N, 
в котором скалярное произведение элементов a(t) = 
= {% (0}ft=uv И ^(0—l^)}/.= -.v определено формулой 

Т Г N 

и Ls-i 
dF1 (/); 

семейство Ut, t0<t<T, в функциональном пространстве U 
реализуется как семейство подпространств, образованных 
функциями и (s)=0 при s>2f. Обозначим RNN-uepm& век­
торное пространство с обычным скалярным произведением 
N 

2 Л^*; ''•*•—{**}*л--7. У—{yftl̂ T-vGR .̂ Пусть i?j—подпро-
Й-Л 
странство в RN; образованное векторами x-={.#-.},.—.-- с ком-

ми 
x- —0 при dFh{t)ldFx{t)=Q. 
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Если X—унитарный оператор в U, удовлетворяющий усло­
вию (2.11), то для всех t 

t N 

и ft-=-
t N 

— $ 2 « * (s)-vlt(s)dF1 (s), и, vQU, 

и для почти всех s 

2 (Xa), (s) • ЩШ = 2 4 (s) -^M. 
k=i ft-i 

Видно, что при фиксированном s отображение 

определенное для почти всех 5, является унитарным в под­
пространстве R^CR^. Отсюда уже легко придти к следую­
щему результату. 

Теорема. ВСЯКИЙ унитарный оператор X в функцио­
нальном пространстве U, удовлетворяющий условию (2.11), 
имеет вид 

Xu{t)=Xta{t), t0<t<T, (2.12) 
где Xt, t0<t<T, — операторная функция B J ? " , такая, что 
значения Xt являются унитарными операторами в соответст­
вующих подпространствах R?, t0 < t < Т. . 

Глава II 

РЕГУЛЯРНЫЕ СТАЦИОНАРНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

§ 1. СТРУКТУРНЫЙ ТИП 
РЕГУЛЯРНОГО СТАЦИОНАРНОГО ПРОЦЕССА 

Обратимся к описанной ранее модели стационарного про-, 
цесса t(t), — oo<''t<oo, со стационарно связанными компо­
нентами ik(t), х}, x$R, каждая из которых соответствует 
некоторому xQR, где R—-сепарабельное гильбертово прост­
ранство со скалярным произведением {х, у}; х, yQR- Будем 
считать, что существует спектральная плотность Д, — сю < 
< Х< оо, —измеримая операторная функция в гильбертовом 
пространстве R (при фиксированном X представляющая собой 
положительный оператор в R), такая, что 
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£{,(-). x}{Hs), y}= jj в 'Ч'- 'ЧЛ*, y)d\= 
—00 

_ J giw--*){Д/-.Х., / fy}dx, x, ye/?, (l.i) 
—oo 

где Д/2 обозначает «квадратный корень» из fv точнее, /J/2, 
— oo < X < oo, — операторная функция, удовлетворяющая 
условию (/V-)-----/-,. 

Введем гильбертово пространство -й?2 (.•-?) интегрируемых в 
квадрате функций со значениями в R, определив скалярное 
произведение в ,g?-(R) как 

ОО 

(х. У)= \ [х(1), y(X)}dX; x, ye^(R). 
— СО 

Формула (1.1) показывает, что отображение 
{i=(0, x}^eiMffx 

(X£R, -oo<t<oo) ^ 
является изометрией из Н (t) в SS2(R). Поэтому, рассматри­
вая такие вопросы, как, например, вопрос о структуре семей­
ства подпространств Н( (I), — oo</<{infty} (-%(-.) есть замк­
нутая линейная оболочка значений { (̂s), x], x£R, при s < 0 
аможно вместо самого стационарного процесса 

#(t), х], XQR, — оо<г.<оо, 
использовать изометричную ему функциональную модель 

{еш/у2х, — {infty}<X<{infty}}, x&R, — о о < / < о о , 
ов гильбертовом пространстве за2 (R). Скажем, семейство 
Ht (I), — {infty} < t < {infty}, имеет ту же структуру, что и семей­
ство подпространств 

Я — V е1^Ы2Д, - оо < t < oo (1.3) 

•(Я, есть замкнутая линейная оболочка указанных подпро­
странств e^f^Rc.^R), s< / ) и т. п. Положим 

/ -_ v e^/f/?. (1.4) 
"-00<£<-О 

Обозначим Pt оператор проектирования в пространстве 
Н на подпространство Ht и Et — унитарный оператор умно­
жения на функцию еш от X, - о о < - 1 < о о . 

Очевидно, 
EuHt=\/e^s+u)fmR = Hua (1>5) 
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при всех и, L Поскольку оператор Еи унитарный, также 
имеем EnHj- = H-L_u (где Hj- = HQ Ht обозначает ортого­
нальное дополнение к подпространству Я^). Таким образом, 
для любого элемента xQHt+u имеем Е_ихвН(, 

а для xeHj-+u 

E_ux6Hf, P,E_Kx = 0, EuPtE_ax=0, 
откуда видно, что произведение EWP(E_U совпадает с проек­
тором Pi+U. Учитывая, что Е_а = Е-1, получаем следующее 
равенство 

Р1+и~ЕиР(Е-\ -oo<t<oo. (1.6) 
Оно, по существу, равносильно условию (1.5), поскольку 
при всех t, и 

Ptw{EaHj.)=Ett{PtH}.)=0 
и 

ЕаЩ с Я1+й, Н± = Е_и[ЕйЩ) с Е_,Д±+а> 

откуда (заменив параметры t, и. на t + u, —и) получаем 
также, что Я-1-Ьцс£цЯ-1-, и следовательно, 

EuH± = Hj-+u, EaHt = Ht+u. 
Соотношение (1.6) показывает, что семейства Ht и Я,+ы,, 

— оо</!<оо, изометричны при любом и, — oo<M<{infty} 
(см. § 2 главы I). 

Ясно, что если F, (/)bF20-)K • -^J7
M(0 — упорядоченная 

система структурных функций для семейства проекторов Pt, 
— oQ<t<oo, то Fi{t — u)b^F2(t — u)^...^FM{t — а) будет 
аналогичной системой для семейства Pt.hU, — o o < / < o o , Е 
поскольку семейства Ht и Я / + а , •—оо < / < оо, изометричны, 
•структурные функции Fj(t) и F j(t — ti) должны быть одного 
и того же типа: 

dFj(t)~dFj(t — u); 7 = 1 , . . . , М, (1Л) 
при всех и, — оо < и < оо. 

Свойство (1.7) о Зычно назыв ают квазиинвариантностью 
относительно СДЗИГОЗ. Е;ли рассматривать наши меры dF }(t) 
лишь на прямой — oo<z.<oo (без точки t0— — оо), то, как 
известно, при условии квазиинвариантности должно быть 

dPj{t)~dt (1.8) 
'отметим, что значение E- (t0) •= lim F} (t) может быть поло-
житель ным). 
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Для удобства читателя приведем здесь простое доказа­
тельство ТОГО, что всякая квазиинвариантная мера (* эквива­
лентна лебеговой мере. Если взять свертку ограниченной 
квазиинвариантной меры |х с гауссовским распределением Я, 
имеющим плотность p{t)~ -—=-е~/2;2, то окажется, что 

[j-*P(A)--=N)[J-(A — t)p(t)dt=ti тогда и только тогда, когда 
р.(Д) = 0, т. е. что [i*P~\>.. Но свертка р*Р имеет преобразо­
вание Фурье вида ср(Х)е""^/2, где у (к) — преобразование 
Фурье ограниченной меры jj., а следовательно, \i*P имеет 
гладкую плотность, которая совпадает с обратным преобра­
зованием Фурье функции 9(X)е-^2, — о о < Х < {infty}. Посколь­
ку мера \к*Р является также квазиинвариантной, то ее 
(гладкая) плотность не может тождественно обращаться в О 
ни на каком интервале, откуда следует, что эта плотность 
положительна почти всюду. 

Напомним, что в свое время мы приняли за стандарт струк­
турный тип семейства подпространств Ut=&]{ЯМ), — со </.<оо, 
в функциональном пространстве U=SS2 (RM), где RM — некото­
рое гильбертово пространство размерности М (&2

t(R) есть 
подпространство всех функций a(s), — o o < s < o o из ^{R^)> 
обращающихся в 0 при s>^ ) . 

Остановимся подробнее на структурном типе семейства 
подпространств Ut = %*t (RM)> — {infty} < t < oo. Обозначим Qt. 
проекторы на Ut.. Функция n (s), — o o < s < oo, как элемент 
гильбертова пространства U = &2i(RM), имеет своей структур-

t 

ной функцией F (t) = J || и (s) ||2ds, — {infty}<t<oo. Таким об-

разом, всякий элемент w6U> такой что u(s)-/-0 почти всюду, 
имеет максимальный лебеговый тип: dF(t)~dt. Очевидно, 
элементы 

Uj (S) = С (S) Xj, — OO < S < OO , 

/ = 1 , . . . , M 
(где числовая функция c(s), — o o < s < o o , интегрируема в 
квадрате и почти всюду отлична от 0, а хи ...,хм — орто-
нормированный базис в гильбертовом пространстве ^ ж ) обра­
зуют максимальную систему в &*(RM) c максимальным 

структурным типом —ем. [14]. В частности, соответствующая 
кратность М совпадает с размерностью пространства RM. 

В силу соотношения (1.8), семейство Ht, — oo<;f<{infty}, 
имеет тот же структурный тип, что и семейство Ut = ^(Rj^}> 
— oo<af<{infty}, тогда и только тогда, когда 
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n H ^ - n l V e ' ^ / ^ l - O (1.9> 
t t s<t 

(что равносильно условию Fj(t0)=*0 в точке t0—— °° Для 
всех у = 1, . . . ,M). 

Обратимся теперь-к самому стационарному процессу £;(t), 
- с о < / < о о . Следуя ранее предложенному определению 
регулярности, назовем процесс Ч (г.), — o o < i < o o , регуляр­
ным, если семейство ЯД.;), — oo<^<{infty}, изометрично 
«стандартному» семейству Ut=3%(RM), — {infty}<f<oo. Выше 
ыы получили фактически следующий результат. 

Теорема . Стационарный процесс Е (г!), — оо < t < со,. 
регулярен тогда и только тогда, когда выполняется условие 

ПЯД!)—0. (1.10> 

Отметим, что условие (1.10) было положено в основу хо­
рошо известного понятия регулярности, введенного A. H. Кол­
могоровым при. рассмотрении одномерных стационарных 
процессов (dimR=l) с дискретным временем [9] 

§ 2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВОЛЬДА 
И ФАКТОРИЗАЦИЯ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ 

1. Группы унитарных операторов, связанных со стацио­
нарным процессом. Стационарный процесс \{t), —oo<t<oo, 
можно представить себе следующим образом: в гильбертовом 
пространстве #(£) задана группа унитарных операторов Я*, 
•—oo<t<oo, и. некоторое подпространство Я0, «сдвиги» ко­
торого Н*—ЕгН° порождают все #(1); совокупность стацио­
нарно связанных процессов, определенных как {l(t),x} = 
=Etx, —oo<t<oo, где х^Н°, будет стационарным процессом 
рассматриваемого ранее вида. 

С другой стороны, если заданы стационарно связанные 
компоненты {|(f),x}, —{infty}<f<oo (где параметр XQ R, а 
гильбертово пространство R может быть произвольным), т< 
соотношение 

Et{t(s),x} = tt(s + t),x}; - o o < s < c o , xeR, (2.1; 
определяет в Н(k) унитарные .операторы Et, — oo<f<oo , 
которые образуют (непрерывную) группу: 

EsEt = Es+t. (2.2> 
Взяв за Я0 замыкание подпространства величин {.;(0),л}, 
xQR, мы получим пару (ЕРН°) описанного выше типа. (Ра­
нее в § 1 мы шактически-использовали функциональную мо­
дель стационарного процесса как пары (Et,H^, рассматри­
вая подпространство Я — f£R в функциональном простран-
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стве В2 (R) и группу унитарных операторов E, —операторов 
умножения на еш). 

Предположим, что стационарный процесс 5 (t), — {infty}<zf< 
< оо, удовлетворяет условию (1.10) (или, что то же, его 
спектральная плотность удовлетворяет условию (-.9)). 
Как мы знаем, в этом случае семейство подпространств 
Ht(l), — о о < ^ < о о , изометрично семейству (Jt=3?t(RM), 
— оо<г .<оо , где / ? ж —гильбертово пространство раз. 
мерности М (M—кратность обновляющего процесса для 
Ц(), — oo</<{infty}, a 3%(RM) — подпространства в функцио­
нальном пространстве Ж2(/?ж), состоящие из• функций «(s), 
— o o < s < o o , равных 0 при s > / ) . 

Покажем, что существует обновляющий процесс с некор­
релированными приращениями Xf (b)—Xj(а),'— оо < a , b< оо 
( / = - + . . . , M), обладающий следующим свойством: 
E i[X /(6)-Xy(u)]=X /(d + )̂ — X/(a + 0, -{infty}<̂ <{infty}, (2.3) 
где Et — унитарные операторы в пространстве Н(£), связан­
ные со стационарным процессом k (t) соотношениями (2.1). 
Обновляющий процесс, обладающий указанным свойством, 
•будем называть стационарно связанным с процессом % (t), 
— оо < / < оо. 

Сначала покажем, что группа унитарных операторов Et, 
— оо < t < оо, изометрична группе унитарных операторов в 
•функциональном пространстве (J = %2(RM), имеющих вид 
VtTt, где Т,—оператор сдвига:' 

Tt u(s) = u(s~(), — o o < . s < o o , 
a Vt, — o o < i < оо,—-некоторая группа унитарных операто­
ров в гильбертовом пространстве RM, действующая в £2 (RM) 
no правилу: 

(Vtu)(s) = Vtu(s), — o o < s < o o . 
Действительно, если обозначить Qt проекторы в пространст­
ве U на подпространства Ut=%2

t(RM), -—оо < / < оо, то бу­
дем иметь 

QUs = 7\QtT7K Рш=Е,РаЕ~\ - o o < s > ^ < о о (2.4) 
(ср. (1.5), (1.6)). Учитывая, что 

Pt=XQtXr\ — оо < t < оо, 
где X — некоторый унитарный оператор из U = ^{RM) в 
И (£), из второго соотношения (2.4) получаем 

Qi+s = (X-iEsX)Qt(X-iEsXp, 
что равносильно условию 

(X-iEsX)Ut~VM. 
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Очевидно, унитарный оператор (X'1ESX)T_S = VS обладает 
тем свойством, что 

VsWt = Lft, -oo<t<oc, (2.5) 
а как мы знаем, этим свойством обладают лишь «операторы 
умножения» на унитарный множитель (в гильбертовом про­
странстве RM) — cu. теорему на стр. . 197. В итоге полу­
чаем, что 

X~lEsX = VSTS, — o o < s < c o . 
Очевидно, для любых sr, s" операторы Vs> и Ts» перестано­
вочны. 

Возьмем теперь ортонормированный базис x j , . . . , . ^ в 
гильбертовом пространстве Ям и рассмотрим функции интер­
вала Л = [а, Ь) со значениями в функциональном пространст­
ве и = Х2Щм), определенные следующим образом: 

{xb
j-x^){t) = VtxllL{t), -oo<t<0o, (2.6) 

где Хд(0 обозначает индикатор интервала А = [а, Ь): %А(£) = 1 
при ^A, хД(0—0 при г.<$Д. 

Очевидно, 
Va [Ts (x) - xfi] = Vs \Vt-sXilh (t - s)\ = 

Очевидно также, что «приращения» х^ — х"1, xf — x^ 
ортогональны в £2(RM), если интервалы кг = [аьЬ{), Д2 = 
-=[а2,&2) не пересекаются, а при различных / они ортого­
нальны для любых Ai и Д2, поскольку при различных / ор­
тогональны в RM элементы VtXj. Кроме того, поскольку 
при любом s элементы VsXj, j—l,...,M, образуют ортонор-
мированную систему в гильбертовом пространстве &'2(RM), 
величины 

{х"} — x?) = VsXjit,{s), —oo<s<oo, 
A = [a,6), — оо <a16<z !(/-=1,...,M), 

порождают все подпространство U(—3?t(RM). Положим 
Xj(b)-Xj(a)~X(xbj-j(;?); (2.7) 

/=1, . . . ,M, 
где, напомним, X есть унитарный оператор из LJ=£2 (RM) в 
//(•=), удовлетворяющий условию XUt = Ht(£), — оо<г.<оо. 
Ясно, что определенный выше процесс с некоррелированными 
приращениями [Xj(b)—Х](а)}1^\1м, — то<а,£<сю, являет­
ся обновляющим процессом для \ (i), — о о < / < о о . При 
этом 

E[Xj{b)~Xj{a\=EtX{xb
]-xf) = 

20 3 



=X[VtTt{xb,-x?)}~ХЦ+1-х?+')=Х;(Ь +1) -Xj(a + t), 
а, кроме того, 

| | X ^ ) - X > ) | | - . — &~a; / = l Ж. (2.8) 
Таким образом, построенный нами обновляющий процесс 

является стационарно связанным со стационарным процес­
сом-:^), — oo<t<oo*>. 

Теорема. Имеет место следующее каноническое пред­
ставление 

' м 
{t(t),x)=\%Cj(s-t)dXj(s), (2.9) 

—• СЮ < t < ОО. 

(Обычно его называют представлением Вольда). 
Действительно, если взять величину {-.(0), x}6H0(-)> т о 

ее можно представить в виде 
° ж 

{Ц0),х} = \ *%ej(s)dXj(s), 
~<х>]-1 , 

где 
5 м 
J %\с;(s)\lds< со . (2.10) 

—со У-=1 

(см. § 1 гл. 1), и в случае обновляющего процесса, который 
стационарно связан с процессом %(t), имеем 

[Щ,х}=Е({Ц0),х} = 
° м * м 

=, \ %Cj(s)dXj(s + t)~ ] %Cj(s-t)dXj(s). 
—со j=l —оо ]=l 

2. Факторизация спектральной плотности. Как мы знаем, 
.тационарный процесс со спектральной плотностью /-. регу-
шрен тогда и только тогда, когда выполнено условие (1.9), 
а именно 

n[Ve a j /V2 j?]-0 . 
t 3<t 

Докажем следующее предложение** 
*> Другой метод построения обновляющего процесса был предложен 

Ханнером в одномерном случае dim i?-=l [28]. См. также [33]. 
**> По-видимому, впервые это предложение появилось для случая дис­

кретного времени в статье Ю- Д. Ров'акова [118]. Одновременно, для не­
вырожденной спектральной плотности проблема факторизации рвюсматри-
валась в работах Винера и Мазани ]40], а также Хелсона и Лоудеисле-
гера [29]. 
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Т е о р е м а . Для регулярности необходимо и достаточ­
на, чтобы спектральная ПЛОТНОСТЬ f% допускала фактори­
зацию 

Л---5**-?-.. - o o < X < o o , (2.11) 
где ера, при почти каждом \ есть линейный оператор из 
гильбертова пространства Я в Ж-мерное гильбертово про­
странство Ям, ухХв&2(Я), как функция от X, причем 

00 

[ e-iU<fxxdX=0 для t > 0 . (2.12) 
—се 

(Ср. с факторизацией корреляционного оператора В — опе­
ратора умножения на /-., рассмотренной в § 2 гл. 1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим определенную почти 
всюду функцию 

и 
и As) = ^ с№х1> -°°<s<°°,Ux 6%4RM) 

(ux(s)=0 при .у >0), 
где хь.... хм—ортонормированный базис в Ям> а коэффициенты 
-Cj(s), . . . , CM(S) — те же.чтоив представленииВольда (2.9) для 

( о м. 
напомним, что \ 2 I c/(s) 12ds < °° и 

М \ 
2 I c/(s) 12 <• °° ПРИ почти Bcex s • Как следует из нашего 
определения обновляющего процесса, удовлетворяющего, 
условию (2.8), 

о» 

Е {£ (Л), л) - № ) . У } = J {^(s - i,), «,(s - ^2)} ds. 
— оо 

Положим 

^x(X)—-j=\ei%stije(s)ds, —-оо<А<оо. 
— о » 

Легко видеть, что соответствие элементов {^(i), х} из //(-:) 
и е^-ср.*:(А), —-схз<Х<оо, из &2(Ям) является изометри­
ческим: 

о.» 

-{.( 'О, J-}{6(ta),y}-=- J e'M'.-'.){/fcJC, y}dX= 
—"• 
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---- J е(М'!-У {срл; (X), cpy (X)} dX 
—со 

при всех /1, t% и x,yQR. Поэтому 
{/{lambda}*, y} = {fx(X), cpy(X)} 

при почти всех X для любых x,L ydR. Соответствие 
х {to} <px(X)e-̂ 2 (RM) (такого же типа, как x-^f]l2x^ (R)) 
является линейным, иначе говоря, <р есть линейный оператор 
из гильбертова пространства R в функциональное пространст­
во & (RM)- При этом мы можем определить ср таким образом, 
чтобы на некотором всюду плотном в R подпространстве R 
каждое значение <р.х: (X) было бы линейным оператором: 

<рл(Х)-=<рЛх, xQR, 
при почти всех X (например, можно взять надлежащие 
срл:/,(Х), k = l,...,N, и положить .?{lambda}x — 2--yp.*;.(X) при 

и 
х = ^скхк, где xi, . . . , XN — базис в R). Из равенства 

I! 

{Ах, у} = {<?кх, 9{lambda}y}> x,yQR, 
вытекает, что при почти всех X оператор <?% в R является 
ограниченным и может быть однозначно продолжен с под­
пространства R на все пространство R (напомним, что само­
сопряженный положительный оператор Д , определенный на. 
всем пространстве R, предполагается ограниченным при почти 
всех X). В итоге получаем 

где ср^-оператор из RM в R, сопряженный к у\, а <рЛ удов­
летворяет условию (2.12), поскольку 

ч*-х=УК \ e0"tt* ДО ds* u^ss2 ^ м ) -
—00 

В свою очередь, факторизация спектральной плотности Д 
влечет за собой справедливость условия регулярности 
(1.8)-(1.10). Действительно, взяв в функциональном про­
странстве U = %2(RM) подпространство U0CZ&1(RM), порожден­
ное функциями 

1 °° 
" ' • Я - У й $ e~ainxd\, xQR, ( М 0 = ° при *>0), 

- с о 

будем иметь 
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E {i. (a), x} tf (b, y)} = J e'Mft-e) { /„x, y } -я— 
— 0 0 

ОЭ 00 

= 5 e№(6-e) {^JC, tp^} dx» 5 { Т Л ( о , 7>y(i)} л , 
—оа —оо 

где Г, —операторы сдвига в &2(RM)- Видно, что отображение 
{-.(a), х}*+Таих есть изометрия из Н (£) в %2{RM), и поэтому 
семейство Ht (I), -—oo</<{infty}, изометрично семейству под­
пространств вида 

Я -VT ' -U 0 , -{infty}<^<oo. 

ПосколькуHt<zS22
t(RM)и ПЯ£П^?(-/?ж)=0, имеем nH(( - )=0 . 

В заключение этого пункта введем аналитические классы 
Я 6 , 8—1,2, операторных функций Г?., — оо < Х < оо, значения 
которых суть линейные операторы в гильбертовом прост­
ранстве (V%:R'->-R"). Будем говорить, что функция Г-., 
— оо < Х < оо, принадлежит классу Я6 , если для всех хвМг, 
yQR" скалярное произведение (Г%х, у] как функция от X 
принадлежит пространству .-3- (на прямой) и 

00 

5 е~ш {Г%х, у} d\ = 0 при /<0.*> (2.13) 
—со 

Например, если операторная функция ц>\ удовлетворяет 
условию (2.12), то сопряженная функция ^А-= ф̂  принадлежит 
классу Я2 , поскольку для любых x£R', yQR" (где R ' = RM, 
R" = R) имеем 

(<М-, y} = lx, ?{lambda}y}G.-2?2 (на прямой) 
и 

«О со 

5 *-,а-~ф-..к, у} d\= J е ш {<рху, x} гЛ=--С при' ;! < 0 . 
— 0 0 — 0 0 

§ 3. КРАТНОСТЬ РЕГУЛЯРНОГО СТАЦИОНАРНОГО ПРОЦЕССА 

Рассмотрим регулярный стационарный процесс £(t)' 
— о о < 2 , < о о , с компонентами {l(t), х), - o o < f < o o , где 
xQR (R — «параметрическое» гильбертово пространство). 
Пусть Д —его спектральная плотность. Как мы знагм, тип 
семейства Ht(k), — оо <zf<oo, и, в частности, кратность М 
обновляющего процесса для i(t), — {infty}<^<oo, целиком 

*>По поводу определения классов Я - и их свойств см., например, 
книгу К. Гофмана [2] и обзор В. И. Крылова [12]. См. также [15] и [21]. 

207 



определяется спектральной плотностью Д (см. § 1). Возни­
кает вопрос, как по спектральной плотности Д найти крат­
ность М обновляющего процесса? 

ИЗ условия факторизации / —<р*-<рА, где <р- —оператор­
ная функция из гильбертова пространства R в гильбертово 
пространство Ям (см. формулу (2.11)) вытекает, что 

M>&mf%R. (3.1) 
Действительно, положив фя =-= "•>.- И м е е м 

А # — № - (3.2) 
•поскольку /%х = 0 тогда и только тогда, когда (Ax, x} = 
= {<?\х, cp-.x}== О, и если Rl — подпространство всех элемен. 
тов X6R, для которых Ax = cp{lambda}x = 0, то ty%RM=RQR°% = fhR-

Заметим, кстати, что из услозия (3.2) вытекает следую­
щее свойство спектральной плотности Д : 

dim /%R = const. (3.3) 
Действительно, если взять любые конечномерные подпрост­
ранства R'CIRM, R"QR (выбрав в них ортонормированные 
базисы х[,...,х'т и х\% ...,х"п) и рассмотреть проекции 
элементов ty^x, xQR', на R", то окажется, что соответст-

п 
вующее подпространство элементов вида __ {tyxx, x"k}x"k< 
xQR' (обозначим его tybR'/R") будет иметь постоянную 
почти всюду размерность, поскольку она совпадает с рангом 
аналитической матрицы с компонентами {^x'j, x\}\ /=1,...,/я; 
k = 1 п, каждый из миноров которой, как функция от X, 
- с о < Х < о о , принадлежит одному из хорошо известных 
аналитических классов Я5*) при надлежащем §>0 и либо 
почти всюду отличен от 0, либо равен 0 тождественно. 
Tenepb уже ясно, что размерность 

dim «ДО' =. max (dim ^R'lR") 
R"CLR 

постоянна почти всюду для любого конечномерного подпро­
странства Rrc.RM, a следовательно, постоянна и размерность 
dim ^%RM, dim <J>XRM = dim f^R. 

Покажем, что 
M<dimA/?. (3.4) 

Наше определение кратности М случайного процесса g (t), 
— oo<if<;oo, связано с семейством проекторов Р.на подпро­
странства Ht (g), —oo<t<oo. Будем исходить из того, что 
М равно минимальному числу циклических подпрост­
ранств, замкнутая линейная оболочка которых совпадает со 
• *См. [12], [15]. 
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BceM пространством #(i)~-cM. § 2 гл. 1; циклическим по 
отношению к проекторам Pf—oo-<ct<oo, мы называем под­
пространство в H(Q, порождаемое величинами вида Ptx, 
—со<^<со, Где х — некоторый элемент из #(£). 

Рассмотрим циклические подпространства #j(£), j—l,... 
..., М, порождаемые соответствующими приращениями 

Xj(t) — Xj(s), —co<s, t<oo! обновляющего процесса в 
'представлении Вольда (2.9) (порождающим. элементом яв­
ляется, например, 

во 

б , - \c(s)dXj(s), 
—со 

где подынтегральная функция интегрируема в квадрате и 
отлична от 0 почти всюду). Выберем такую функцию с (s), 
— oo<.s<oo, чтобы ее сдвиги c(s — t), — o o < s < o o , где 
параметр t меняется в пределах — {infty}<^<oo, порождали 
все пространство ."- (на прямой). Ясно, что тогда величины 

со 

МО— I c(s—t)dXj(s), —oo<^<{infty}, 
—со 

порождают все подпространство //у (S), 
Обратимся теперь к группе унитарных операторов Et, 

— о о < / < о о , связанных со стационарным процессом %{t), 
— o o < ^ < o o , соотношением (2.1), и используем известное 
представление Стоуна*): 

Et = J eiMdE%, (3.5) 
—оо 

где Е%, — оо < X < оо, — семейство проекционных операторов 
в пространстве Н (i). Очевидно, 

kj(t) — Efij, —-00<t<0O, 
откуда следует, что ортогональные подпространства Hj (!;), 
/--=1, . . . , M , являются циклическими по отношению к се­
мейству проекторов Е%, — оо <X< оо {Hj(fy порождаются 
величинами E&j, — oo<X<oo). При этом все «циклические 
векторы» %j имеют один и тот же «лебеговский тип»—функ­
ции FjQ.) — (E^j,ij) имеют положительную почти всюду 
плотность 

л= \j eiXsc (5) rfs , — oo < X < ОО, 

и, таким образом, семейство проекторов E-,, —оо <Х< оо, 
*> См., например, [16]. 
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в пространстве Я (I) имеет M-краткий лебеговский тип. По­
этому, М равно минимальному числу циклических (по отноше­
нию к семейству E-,, — {infty} < А< оо) подпространств, замкнутая 
линейная оболочка которых совпадает со всем пространством 
Hoo-

Используя функциональную модель (2.1) нашего стацио­
нарного процесса, в которой унитарные операторы Et есть 
операторы умножения на функции еш в гильбертовом про­
странстве SS2(R), рассмотрим циклические подпространства 
вида 

Я ; (•;)=-- V etufy*Xj', / = l , 2 , . . . 
—ca<t<oo 

Для любых .x-, . . . , xnQR регулярный я-мерный процесс 
{% (t), Xj}j^\,n имеет (матричную) спектральную плотность с 
компонентами {f[/2xp f]^2xh}; k, j — l, ..., n, ранг которой 
при почти всех X один и тот же (ср. (3.3)). Поэтому можно 
выбрать систему элементов Xj, / = 1 , 2 , . . . так, что при 
почти всех X значения /j^-x^, у — 1 , 2, . . . , образуют базис 
в f%2R^R. Легко видеть (см. по этому поводу лемму на 
стр. 213), что в этом случае соответствующие цикличе­
ские подпространства Я ^ ) , у'—Ь 2, . . . , порождают все про­
странство //(-О и, следовательно, 

М < dim /i/-R (- dim fhR). 
Т е о р е м а . При условии регулярности кратность М об­

новляющего процесса равна размерности подпространства 
fxR£R: М = dim f\i2R почти всюду. (3.6) 

§ 4. НЕКОТОРЫЕ УСЛОВИЯ РЕГУЛЯРНОСТИ 

1. Общий критерий регулярности. Нашим ИСХОДНЫМ 
пунктом будет теорема о факторизации, согласно которой 
стационарный процесс i(t), — {infty} < / < {infty}, со спектральной 
плотностью / ъ — оо < Х < {infty} (в гильбертовом пространстве R} > 

является регулярным тогда и только тогда, когда сущест­
вует операторная функция <ру —{infty} < Х < о о , класса /V2, та­
кая, что 

/- .-=?-/?* п о ч т и ВСЮДУ (4Л> 
(определение класса Я 2 и аналогичного класса Я 1 , который 
нам понадобится в дальнейшем, дано в § 2 гл. И). По срав­
нению с ранее предложенным условием (2.11), мы поменяли: 
местами у% и ср*, так что теперь ср* — линейный ограниченный 
оператор из гильбертова пространства R в M-мерное гиль-
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бертово пространство RM. Поскольку всегда dim R>M 
(M=dimf%R почти всюду), то можно считать, что RMcR, 
и доопределить оператор <р — (ср*)* на всем пространстве R, 
положив <?х (jRQJRy) •--= 0. 

Введем оператор V*: V* (/J/2x)----cp*x, xQR. Из равенства 
(4.1) видно, что 

\\П/И2х\\2=ЫЧ2> *е*,. 
и таким образом, V* изометрично отображает подпростран­
ство fWR на подпространство <р*/?. Следовательно, сопря­
женный к нему оператор V%: V%(<?lx)=f}/2x> xQR, также 
является изометричным; при этом , ' ' 

Поскольку <pjj — V'lf1^2, то для сопряженного оператора 
«Р-.-Н'Р*)* получаем, что «р.-.У—Л/^у при уб</Т, и если до­
определить оператор V% так, чтобы V (̂ĵ 0cp*j~?).—0, то бу­
дем иметь 

ъ- jW.. . • ___ 
поскольку ортогональное дополнение RQtf~R к подпростран­
ству ср*/? состоит из «нулей» оператора <pv сопряженного к 
<р*. Очевидно, 

(здесь и в дальнейшем /^1-/- означает обратный оператор к 
сужению Д'2 на подпространстве f\^R). Ясно, что функция 

^ = - _ Й Г < Р - . (4-2) 

удовлетворяет условиям 

а кроме того, 

00 

—00 

поскольку 
/^x*-iijr^*.JIMI<NI-

При этом функция ф̂ , —- оо <Х< оо,- принадлежит классу 
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Я--П Я2, потому что для любых х, уб-*? скалярное произве­
дение {<?%х, у] как функция класса Я2 есть преобразование 
Фурье некоторой функции с(^) из SS2 (на прямой — {infty}<^< 
'< 00), e(t)=0 при t<0, а 

• ° -

---------=Л еше'*сИ, 

и, следовательно, 
. i • . . . ; ' • • • . с о . . . 

••• {«М-. yl^T^fttebX, у} = 5 ешс*г-ЧЩНх{\Нъ 

где с*е~', t > 0 , обозначает свертку указанных функций. 
Докажем теперь следующее предложение*). 
Теорема. Стационарный процесс со спектральной плот­

ностью Д является регулярным тогда и только тогда, когда 
существует' операторная функция фя, класса H1, такая, что 

", У №£/1!2$> Т^Щ^-IW^ П04™ всюду (4.3) 
и при любом XQJR функция /{cdot}-1/2 ,̂ — оо <Х< оо, принад­
лежит пространству S52(R): 

со 

—со 

(при этом необходимым является существование операторной 
функции •[.•,, удовлетворяющей условиям (4.3) —(4'.4), которая 
принадлежит не только классу Я1, но одновременно также 
классу Я2). 

Мы уже убедились выше, что если стационарный процесс 
регулярен и, следовательно, его спектральная плотность А 
допускает факторизацию /%=¥%• <?l c помощью операторной 
•функции еря, класса Я2, то определенная формулой (4.2) функ­
ция ид принадлежит обоим классам Я1, Я2, и удовлетворяет 
всем условиям нашей теоремы. Таким образом, эти условия 
являются необходимыми. Докажем, что они являются доста­
точными. 

Напомним, ЧТО регулярность имеет место тогда и только 
тогда, когда выполняется условие (1.9): 

я _ с - nrve'-v/1/-/?i.---o. 
Рассмотрим в пространстве 

*Шри доказательстве мы следуем -методу, который фактически был 
дредложен в одной .н<=1шей работе о стационарных •процерсэх с дискретным 
временем [17], См. также [36]'. 
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#-= v e'^f^Rcg* (R) 
—oo<>"<oo 

ортогональное дополнение 
д=яея0 

к подпространству H0==V eiUflJ2R. Очевидно, все подпрост. 
>!<0 

ранства ешД (состоящие из функций вида е'их (X), — «э < 
<Х<оо , где x(X), — {infty}<X<oo, бД) ортогональны опреде­
ленному выше подпространству Я_-о, поскольку ешЛ орто­
гональны соответствующим подпространствам ' ' " 

Ясно, что если 
V еа/Д = Я, • (4.5) 

—oo</<oo 

ТО Я_-о = 0. . 
Определим пространство-функцию A (X), — {infty}<X<oo, 

для любого подпространства Лс^ 2 (/?), выбрав в А полную 
систему функции {ai (X), а2(Х),'.. .} = S я положив A(X)=-
•—As (X); где As (X) есть замкнутая линейная оболочка в-
гильбертовом пространстве У? всех значений ai(X),a20-)> 
Поскольку для любой функции a(X)gA найдется последова­
тельность линейных комбинаций вида 2 -V-ft(X), сходящаяся 
в £5"(R) к а(Х), то некоторая подпоследовательность 
2 САЯ-А (X) сходится к a(X) почти всюду, так что a (X) бА5 (X) 
к 

при почти всех X, и поэтому для любой другой полной систе­
мы S' = {a[ (X), а'2 (X), . .} в ACS- (Я) имеем 

As-(X)=A5 (X) почти всюду; 
в этом смысле рассматриваемая почти всюду пространство-фун­
кция А (X), — ее < X < оо, определяется равенством А (X)=As (X) 
однозначно. 

Лемма. Подпространство 
L = V emAq&*(R) (4:6) 

— С 0 < / < 0 0 

состоит из всех функций х (X) Q&* (/?), значения которых 
удовлетворяют условию 

.x(X)6A~(X) почти всюду] (4.7) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению подпространства 

/.с-й?" (/fy всякая функция x (X) 6L есть предел функций вида 
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2 <? А.-"й(-1-)> где Л*М6А и,, очевидно, значения х (X) удов-
л 

детворяют условию (4.7). 

Далее заметим, что для любой функции a (A) 6A и ска­

лярной измеримой функции с (X) ^ |с(Х) |2|ja(X)||2dX< оо I 
произведение х(1) — с(к)-а(к) есть функция из подпростран­
ства L, поскольку функция с (А) может быть сколь угодно 
точно аппроксимирована в среднем (с весом g (А) = || а (X) ||2) 
линейными комбинациями вида 2 ске к, и для некоторой ПО-

следовательности вида 2ле kckaQ") B ^{R) имеем 
к 
2 

С II /-,4 " iUk мч II2 ,-
y||x(X) — 2 в .Cfta(A)|| dA = 

_ j|c(x)_2c/'uJVwdW-o. 
— 00 It 

Аналогично, для любых функций #1 (X), . . .,ar(X)6A и вектор­
ной измеримой функции с (Х)= {сх (X), . . . , с- (X)}, удовлетво-

оо 

ряющей условию- J c(X)g-(X)c(X)*dX< {infty} (где g (А) — положи-
—00 

тельная матричная функция с компонентами gpqQ~) = 
г 

= {ар (X), ач (X)}; р, q = 1, . . . , г), функция х (X) = 2 cp (A) ap (X) 

принадлежит подпространству L, поскольку векторная функ­
ция с (А) может быть сколь угодно точно аппроксимирована 
в среднем (с весом g(X)) линейными комбинациями вида 
2 « kck (с векторными коэффициентами с/г —{сА1, . . .,cftr}), 

и для некоторой последовательности функций 

2* *2<v»,M 
в &*(R) имеем 

00 

p - i 

д:(х)—2е * 2 * * A W 
. p - i 

dx= 

- S h^)-2^4^wh^-2^4]*dx{to}o. 
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Возьмем теперь произвольную функцию х (X) £%' (.-?), удовле­
творяющую условию (4.7), и полную систему функций д-. (X), 
•g2(X), . . .gA, значения которых порождают подпространство 
Л (Х)с~^ при почти всюду X. Проекция (в гильбертовом пространст­
ве R) величины х (X) бА (X) на подпространство, порожденное 
конечным числом величин ах (X), ...,аг(Х), имеет вид x,(X) — 

— I J ^ W ^ W ' гДе коэффициенты с1 (X),..., с, (X) как функ-

ции от X являются измеримыми в силу того, что для любых 
функций х (X), у (X) е^2 (R) скалярное произведение {х (X), у (X)} 
является измеримой функцией от X. Мы показали выше, что 
хг (X) 6L. Но при каждом фиксированном X 

||л:(X)--jc,.(X)||2_>0 при г->оо, 
причем || .л: (X) - хг (X) ||2 < || х (X) ||2, и, следовательно, 

со 

jj ||.K(X)-xr(X)||-dA{to}0 при г {to} сю, 

так что х (X) QL. Лемма доказана. 
Согласно этой лемме, подпространство 

Н = ~~V eiMfH2R^& (R) 
- С О < ^ < 0 О 

состоит из всех тех функций х (X) б."*(R), значения которых 
удовлетворяют условию 

•xW6/{lambda}/2/? почти всюду, (4.8) 
и условие регулярности (4.5) можно выразить следующим 
образом: 

д"(Х) — /$}'•-/? почти всюду (4.9) 
где Д (X), —{infty}<X<oo, означает пространство-функцию, 
порождаемую подпространством А •= HBHuc.SS" (R). 

Предположим теперь, ЧТО существует некоторая опера­
торная функция ф-. класса НЧ 

со 

J е-ш{фял, y}dX-=0 при z.<0 
- с о 

для всех я , уб^, удовлетворяющая требованиям (4.3) —(4.4). 
Очевидно, функция .̂ (X) — / ^ 1 / 2 ^ ^ ^ 2 ^ ) удовлетворяет 
условию (4.8) и, следовательно, принадлежит подпростран­
ству Я - V etufl2R. Кроме того, 

- С*<1.<0.» 
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$e~lu[x (X),/[/2y} dA== | е - ш { ф ^ , Я ^ - 0 при г.<0,. 
—со —оэ 

т., е. функция .д: (X), — {infty} < А < оо, ортогональна подпро­
странству # 0 = v еш/у2Д, иначе говоря, функция jc(X)-=-
=/Г1/2сМ:> -—{infty}<X<oo, принадлежит подпространству 
Д==ЯЭЯ0. Поэтому 

/ "^ЗД-^АМСЛ 7 2 -^ почти всюду, 
и в силу соотношений (4.3) получаем, что 

A(X)=/j/2/? почти всюду, 
откуда следует условие регулярности (4.5). 

Теорема ПОЛНОСТЬЮ доказана. 
2. Некоторые выводы и примеры. Остановимся подроб­

нее на предложенных выше условиях регулярности (4.3) —• 
(4.4). 

Рассмотрим конечномерный случай di"iiJ=iV, Будем счи­
тать, что в унитарном пространстве R выбран некоторый'' 
ортонормированный базис л:1 , . . . ,хл- и спектральная плот­
ность Д задана соответствующей матрицей / (X) — {/ft/(X)} с 
компонентами ДДХ) = {f%xk, Xj}; k, j = l, ..., N. 

В одномерном случае dim./?— 1 условия (4.3) и (4.4), очевид­
но, означают, что скалярная спектральная плотность / (X) долж­
на быть отлична от 0 почти всюду и для некоторой скаляр­
ной функции (̂Х) класса Н1 

00 

Лф(*)|-/(*)Г1-Л<°°. 
— 00 

Откуда следует, что 
СО Об С» 

с iogr№(X)i7(-Q--]<fl, _ С logWWim С iogf(%) .̂. 
J i+x- ~ .3 1+я2 .) I+ЛЛ <-*°°' 

— С О — О Э — С О 

и поскольку для функции ij.(X) класса Н1 

со 

rnoz_n4Ldx<00> ,) 1+Х2 

—со 

ш приходим к хорошо известному условию Колмогорова-
оейна*-1: ' . . - . ' • • 

?> В цитируемой .ранее работе А, Н. Колмогорова f[9] получено уело-, 
регулярности для одномерных стационарных процессов с дмеяретным 
ютем; на случай непрерывного времеюи оно было обобщено Крейном 



$ i T T ^ > - { i n f t y } - (4.10) 
—эо 

B случае произвольного конечномерного процесса с обра­
тимой почти всюду спектральной плотностью/(X) условия 
(4.3) — (4.4) означают, очевидно, что существует .невырожден­
ная iVX-V, матричная функция ^(\) = {^к!(Х)} с компонента 
ми из класса Я1, для которой 

ОО 

S % [ n * ) / ~ 4 w n d ^ {infty}. 
—о» 

Отсюда следует, что 
со 
С loSdet\^(\)f(X)^,(X)*] ^ 
) f—-j ак-

—ОО 

— С О —ОО 

и поскольку для матричной функции ф (X) класса Н1 

со 
Г 1 log | det Ц) (к) |- i . . . 
i Г+Х* dX<oo, 

- о - ' 

мы приходим к хорошо известному условию регулярности*) 

У^ШаХу^оо. (4.11). 
—со ' 

Отметим, что это условие равносильно следующему: 
~ log || ^ Ц - 1 ^ 
\ 

• > — О О , 

—оо 

поскольку 
N 

1ogdet/(X) = 2logmAW. logll/ jT'l l-^'-oe^W. 
/.=1 

где mi (X) < . . . < mN (к) —- собственные значения спектральной 
плотности Д . 

Для регулярного стационарного процесса ранг спектральной 
плотности /(X) почти всюду равен постоянному М. Следователь­
но, хотя бы один из ее главных миноров порядка М отличен 

*>Для случая дшжретиого времени это условие были предложено в 
заметке В. Н. Засухина [6]. Случай непрерывного времени рассмотрен в . 
работе Е. Г. Гладышева [11. . " 
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от 0 на множестве положительной меры. Пусть это будет 
определитель М X M-матричной функции / ж (X) =-= {/Йь (X)} 
с элементами /* /i(X)--= {/{lambda}** , л } ; р, <? = 1, .. ,,М. Обозна­
чим RM подпространство в R, порожденное элементами х и ', 
р=\, .. .,М.. Очевидно /лг(Х) является (матричной) спек­
тральной плотностью M-мерного регулярного процесса с ком­
понентами $(t), х], XQRM, И, следовательно, det/м(к)фО 
не только на множестве положительной меры, но и почти 
всюду. Как мы только что отмечали, в случае обратимой 
спектральной плотности /лг(Х) ее наименьшее собственное 
значение m(X) удовлетворяет условию 

? logтСк) 
) 1 + , V - - d X > —{infty}. 

При этом, очевидно, 
м 

от(Х)=-= inf У. 
М 0 - 1 
-• l -p l* - 1 

. 1 • 

М 

4v Zl fW-CL 

2 

/V 

М у-х 
2 К р | - - - ; 

/И 12 

< i n f -2 _ V P — j n f , ,п л*if 
р- Р-/ Р | х£Лд(,||-"||-1 

Рассмотрим теперь подпространство f%R = RQR°%, где /?£— 
1улевое поцпрострачггво д~д положитгльчого оператора /{lambda}. 
"юскольку dim /я/?ж = dim f%R, имеем f\RM—f%R п. в., 
>ткуда следует, что проекция ,х% любого элемента XQRM 
хфО) на подпространство f%R отлична от 0 почти всюду. 
{роме того, f\X = f%X\ для XQRM, И подпространство всех 
элементов -x-. (хб/?лО совпадает с f%R. Очевидно, 

•inf. \\hx\\< inf ||Ax||= inf HAxlHIIZ-Mr-
•xQRM,\\x\\**.\ ^gR.M.IU\ll-l Jrgfj,/?,IWI=1 

где, напомним, / j - 1 если обратный оператор к положительно­
му оператору /-. в унитарном пространстве /-,/•?. Таким обра­
зом, m{\)^.\\f^1 [I-1 почти всюду и,' следовательно, в регу­
лярном случае 

S fr1 
f — — - d X > - { i n f t y } , (4.12) 

Как мы знаем, кроме этого условия для регулярности 
необходимо, чтобы существовала операторная функция cp{lambda} 
класса Я2 , обладающая следующим свойством: 
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nR£flt*R, f-y2nR=f]!2-R почти всюду. 
Очевидно, в конечномерном случае dim/.?<oo это рав­
носильно условию: 

f\R = <?%R почти всюду. (4.13) 
Из предложенного нами общего критерия регулярности 

легко, вытекает, что совокупность условие (4.12) —(4.13) 
не только необходима, но и достаточна для регулярности 
конечномерного стационарного процесса*). 

Действительно, как известно, при условии (4.12) интегри­
руемая скалярная функция Ц/^ЧГЧИ/гМГ^ИЛН) Д°ПУ" 
скает факторизацию Ц/^1!!"1----!-1^)!2 с помощью некоторой 
скалярной функции класса Я2 (см. [9], [10]), и если взять 
функцию ф-.=0(Х)ср(Х), принадлежащую классу Я1, то ока­
жется, что она удовлетворяет всем условиям (4.3) —(4.4), 
поскольку 

||/Т1/2М1 <||Я!/2||• |е (х)|.||<М|| < \\пх\\, xeR. 
Стоит отметить, что условие (4.12) равносильно следую­

щему: 

) .l+v—dX> —oo (4.12') 
—oo 

д л я некоторого главного минора det / j W(A) порядка М мат­
ричной спектральной плотности f(\) (ранга M ) . Вместе с у с ­
ловием (4.13) это позволяет, например, л е г к о получить сле­
д у ю щ и й важный результат : всякий стационарный процесс, 
имеющий спектральную плотность /Q.) — {Д|(Х)} с рацио­
нальными элементами /к,(Х), к, / = = 1 , ...,N, является р е г у л я р ­
ным. 

Остановимся теперь на некоторых особенностях б е с к о ­
нечномерного случая d im. /? .= oo, 

Вообще говоря, условие (4.12) у ж е не будет необходи­
мым **) . Например, если взять стационарный процесс со спек­
тральной плотностью вида f%xk = fu{X)xk, k = 1,2, -.., где х и 
х 2 , -•• — ортонормированный базис в R а скалярные спектра л ь -

'с log /A (̂{cdot}) 
ные плотности /V(A), \ ' j + .у, d\> — oo, монотонно убыва-

*) В случае дискретного .времени аналогичные условия были предло-
жемы Хелсоном и Лоуденслегером [31]. Условия несколько другого типа 
были ранее найдены Р. Ф. Матвеевым [<1Щ. 

**> Некоторый класс спектральных плотностей f {lambda} (обладающих «ока-
лярмьш кратным»), для которых условие типа (4.12) является- необходи­
мым условием регулярности1, указав в книге Б. Секефальви-Наия и 
Ч. Фояша [21]. 
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ют таким образом, что \ lim •••"fŷ a • d\= — 00, то окажет-

ся, что хотя процесс регулярен, условие (4.12) будет нару­
шено. 

В то же время, условие (4.12) в случае обратимой спек­
тральной плотности Д является достаточным для регуляр­
ности *). 

В самом деле, пусть Д равномерно интегрируема: 
DO 

$ ||А|| Л < оо. 

и при почти всех X существует ограниченный обратный 
оператор Д 1 в R,(R=/;.R), удовлетворяющий условию 

Пусть 

где. S(X) —• скалярная функция класса И2, •факторизующая 
интегрируемую функцию | | / - 1 | | - 1 (Ц/^'Ц-^ЦДЦ, а/ — единич­
ный оператор в R. Очевидно, операторная функция фа, класса 
//-'D'H2' будет отвечать всем требованиям (4.3) —(4.4) и, 
следовательно, стационарный процесс со спектральной плот­
ностью А 6'удет регулярным. 

В случае, когда спектральная плотность Д при почти 
всех1 X является обратимой на замкнутом подпространстве 
/г..-*? (ARC/?), регулярность будет иметь место, если кроме 
условия (4.12) потребовать еще, чтобы пространство-функ­
ция AR, — оо<Х< {infty}, было «аналитическим» в том смысле, 
что 

AR==<PAR почти всюду (4.14) 
(ср. (4.13)), для некоторой операторной функции .еря, из класса Я2. 

*) В случае дискретного времени это фактически было • доказано в 
работе Ю. А. Розанова [18]. См. также [28]. В связи с условием (4.12') 
следует упомянуть интересный пример Лаюса, в котором (ири обобщении 
его на случай непрерывного времени 

°? i°s-{lambda} 

где с—-некоторая постоянная, а / — единичный оператор в гильбертовоу• 
пространстве R, и тем не менее, соответствующий сгаыионарйый процесс 
не является регулярным [34]. 
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Действительно, в качестве функции ф-.,, удовлетворяющей 
условиям регулярности (4.3)—•(4.4), можно взять 

ф-—6(Х).<рЯ|, 
где скалярная функция б (X) класса Я2, как и прежде, факто-
ризует функцию )|/_1||-1 (напомним, что f^1 — ограниченный 
обратный, оператор . к Д на замкнутом подпространстве 
hR=f]i2R, так что f^/2<?xR=fH2R, если jU^fyR)-

В заключение выведем из наших условий регулярности 
(4.3) — (4.4) одну теорему сравнения. 

Для кратности назовем спектральную плотность регуляр­
ной, если регулярным является соответствующий стационар­
ный процесс. 

Предположим, что спектральные плотности /- . и g% при 
почти всех X имеют в гильбертовом пространстве JR. одни и 
те же «нули», и более того, для элементов xn<cR 

f%xn->Q~g%xn^Q. (4.15) 
Если Д регулярна, а 

g%>f% почти всюду, (4.16) 
то спектральная плотность g% также регулярна. 

Действительно, при условии (4.15) 

JYR^gYR (--^{lambda}), 
причем 

где С?, —обратимый оператор в подпространстве ./?-. (непосред­
ственно из соотношения (4.15) вытекает, что определенные 
равенствами Cf]f2x = g^2x и С~^\х = ^ х , X&JR, операторы 
С и С"1 являются непрерывными в R},). Поэтому г§"̂ /2 = f{/2C% 
и /v 2 = gl^fiiy1, откуда получаем, что 

§l!2R=g]!2R^ /H'ciR^f^R, 
и, аналогично, 

fl!2R=fl!2Rx=g]!2 (С*)- R^2R, 
что в результате дает равенство 

f\l2R — g\l2R почти всюду. 
Для регулярной спектральной плотности Д существует опе­
раторная функция $% класса #1П-Г-Г2> удовлетворяющая 
условиям (4.3) — (4.4)., Учитывая, что g"1-/2 — ^ ) - 1 / . - ^ 2 ' Г д е 
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С* —обратимый оператор (сопряженный к С-..), приходим к 
заключению, что условие (4.23) выполняется и в отношении 
спектральной плотности g(X): 

^ g ^ / 2 j ? ( = / f j ? ) -

^1 /2^=(q)- ,/r , / 2^=g-rj? . 
Кроме того, поскольку g%>f%, имеем g-71/2</~ , /2 почти 
всюду, и, следовательно, в отношении g(X) выполняется так­
же условие (4.4): 

ОЭ 00 

$ | | g r 1 / 2 M R < I ||/-1/2MfdA<{infty} 
—СО —00 

при всех -X6.-R. Таким образом, спектральная плотность gx 
является регулярной. 

В частности, для конечномерного случая отсюда вытекает, 
что если невырожденная спектральная плотность f% является 
регулярной, то регулярной будет и всякая спектральная 
плотность gx, g\~>f%. Для бесконечномерного случая без 
ограничений типа (4.15) это, вообще говоря, уже неверно. 

Действительно, пусть х (X) б#°, х (X) ф 0, где Н° есть за­
мыкание в з? (R) подпространства всех функций g]f2x, — оо < 
< X < оо (х&Я). В случае регулярности gx одномерный «ста­
ционарный процесс» ешх (X) со спектральной плотностью 
||x (X)||2 также регулярен, и должно быть выполнено условие 

00 

) — — — — ^ x > - { i n f t y } , 
—оо 

в частности, должно быть х(Х)-т--0 почти всюду. Если же 
взять строго положительные (постоянные) операторы 
Р и Q в /?, такие, что Q>P и Qxn->л:0•=/= 0, Px„{to}0 для 
некоторой последовательности xnQR, и взять скалярную 
функцию б(Х) класса HjflHs» |0(Х)|<1,то окажется, что опе­
раторная функция fx—\Q(k)\2P2 регулярна; 

А=^Ь (р,—е(х)Р, 
а функция g\: 

_||0(X)|2P-при |Х|<1, 
8% t|6(X)|2Q2 при |Х|>1,-

хотя и мажорирует Д, не будет регулярной, поскольку 
О при |Х|<1, 

81"Хп-*хО)-=- |в'(Х)|л0при|Х|>1. 
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Уточним, что этот контрпример существенно бесконечно-
мерный. В качестве Р и Q МОЖНО взять следующие опе­
раторы: Q—положительный невырожденный оператор, для 
которого СЦ?Ф#, а P = QKQ, где тс--оператор проектирова­
ния на ортогональное дополнение к элементу xuQR, x0<$Q./? 
(см. [24]). 

Имея в виду условия регулярности (4.3) —(4.4), заметим, 
что для определенных выше плотностей f% и g%, |Х|>1. 
^ 1 / 2 / ^ = Q _ 1 (Q<>)X=K$^g\!z-R=-R, и это указывает на 
невозможность подобрать операторную функцию tyxQH1 f] №, 
удовлетворяющую условиям (4.3) одновременно в отношении 
f% и g% (как это было сделано выше при доказательстве на­
шей теоремы сравнения). 

. Глава III 
ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

§ 1. ПОНЯТИЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ. 
ВЕРОЯТНОСТНАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 

В СЛУЧАЕ ГАУССОВСКИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

Пусть 
E( t )=-{5 ( i ) , X}XQR И f] ( /)•={-] (1),-Х}х^к 

— два случайных процесса на интервале t0<.t<.T. Имея в 
виду вопрос о том, при каких условиях их обновляющие 
процессы будут одного и того же типа, рассмотрим отобра­
жение 

•А: МО, •*}->{£ (i), .*}; xeR, t0<t<T. 

Будем говорить, что процесс (; (/)•= {k (t), X}XQR эквивалентен 
процессу ?i{t)={ri(t), X}XQK на интервале / 0 <z-<F, если это 
отображение продолжается до линейного ограниченного об­
ратимого оператора А из гильбертова пространства И(-ц) в 
гильбертово пространство //(•;) и, кроме того, если разность 
/—А*А будет оператором Гильберта —Шмидта (напомним, 
что Н (-q) и #(.;) есть замкнутые линейные оболочки соответ­
ствующих значений Mt), х) и l-(0> ХУ> х$%> t0<t<T). 

Как было предложено ранее (см. § 2 гл. 1), при условии, 
что Л —ограниченный линейный оператор, вместо исходных 
процессов k(t) и т)(0, t0<t<T, можно рассмотреть обоб­
щенный процесс 

l(u)=-Aa, KpU, 
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с. корреляционным оператором В=А*А на гильбертовом про­
странстве и=*=Н(ч]), в котором выделено семейство, подщю-
странств Ut = Ht(ri), t „ < t < r . Именно, вопрос об однотип­
ности обновляющих процессов для •! (t) и '/,(/) (на интервале 
tQ<t<T) есть, по существу, вопрос о том, при каких усло­
виях семейство подпространств 

будет изометрично семейству Ht (т)), i0 < t < Т: 

Ht(%)=XHt{i), t0<t<T, 
для некоторого изометрического оператора X (напомним, что 
JHt(rj) я Ht(i) — подпространства, порожденные соответст­
вующими значениями {*q(s),x} и {l(s),x}\ x^R, s<*.). 

Отметим, ЧТО поскольку A = VBl/'\ где V — унитарный 
оператор, в случае обратимого оператора А 
/_(А--)*(А--)-- / —V.fiy----» V(I-B)V~l = V{I-A*A) V1, 

и когда разность I—А*А является оператором Гильберта — 
Шмидта, оператором такого же типа будет и разность /— 
— (A -1)^""1 . Таким образом, определение эквивалентности 
1(0""•'.(•О- является симметричным. Легко видеть, что оно 
также транзитивно и, конечно, рефлексивно. 

Введенное выше условие эквивалентности хорошо извест­
но для гауссовских случайных процессов l(t) и r\(t), 
to<t<.T, когда оно означает эквивалентность (взаимную аб­
солютную непрерывность) их распределений вероятностей 
.Р | и P.Ti в том ИЛИ Ином функциональном пространстве*). 

В связи с этим СТОИТ сказать, что рассматриваемый нами 
вопрос о структуре обновляющих процессов касается лишь 
тех свойств случайных процессов, которые целиком опреде­
ляются их вторыми моментами (корреляционной функцией), 
так что можно было бы не ограничивая общности, считать 
эти процессы гауссовскими. 

Имеет место следующее предложение 
Т е о р е м а 1. Эквивалентные случайные процессы имеют -

обновляющие процессы одного и того же типа. 
Центральное место в доказательстве этой теоремы будет 

занимать следующий общий результат. 
Т е о р е м а 2. Пусть положительный оператор В в гиль­

бертовом пространстве U является обратимым, причём раз­
ность /—В является оператором Гильберта-Шмидта. Тогда 

*> Это условие эквивалентности гауссовских распределений'было пред­
ложено Фелдманом [25]. Подробное изложение разных вопросов, связан­
ных с эквивалентностью гаусоовеких распределений, имеется в моаота-
фии В. А. Розанова [20]. 
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оператор В допускает собственную факторизацию 
£-=С*С (1.1) 

относительно любого семейства расширяющихся подпро­
странств U\, / 0 </ .<Т (CLft = Ut при всех t). • 

Соединив этот результат с нашей теоремой о регуляр­
ности обобщенного процесса i(a)=Au, «6U, на гильбертовом 
пространстве U'==-//(-q) с корреляционным оператором В = А*А 
(относительно Ut=*Ht(r[), г-0 < г. < Г) —- см. стр. 192, мы 
получим, что для эквивалентных процессов 4(t) и т}(г.) семей­
ства ЯД-;) и Ht(rj), t0<.i<CT, будут изометричны (другими 
словами, их обновляющие процессы будут одного и того же 
типа). 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Предварительно пока­
жем, что оператор В допускает факторизацию (1.1), если он 
представим в виде 

В = С_.С+, (1.2) 
где операторы С_, С+ являются обратимыми, причем 

C + U -U„ CJ/J-CUi-; tQ<t<T, (1.3) 
где, отметим, «сопряженное» семейство подпространств 

UJ-=UQUt% t0<t<T, 
инвариантно относительно оператора С_ тогда и только 
тогда, когда само семейство U,,, tQ<.t<.T, инвариантно отно-' 
сительно сопряженного оператора С*_: C*JJtcUt. 

Действительно, в случае положительного оператора В 
положительным будет также оператор 

D = (с+у вс? =-= (с;р.зс--1 = (G;)-1c;c:c;>=cic-\ 
для которого, очевидно, DLftcLft. Поскольку оператор D 
является обратимым, на самом деле имеем DCJt — Ut. Если 
ввести оператор D1/2-—положительный квадратный корень из 
D, то получим, что 

B = C*+DC+=C*.C, 
где оператор C==D1/2C+ удовлетворяет условию CUt = Ut, 
tQ<t<T. 

Мы построим далее операторы С+ и С_, удовлетворяю­
щие условиям (1.2) — (1.3) 

Отметим, что, поскольку В — положительный обра­
тимый оператор, то 

sup (Ga, и) = 1 — inf (Bit, u)=r<\ 
| | И | | - 1 l l H l l - 1 
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и для любого проектора Q 
inf ([/ — QGQ] и, и)=1— sup (QQQu, и) > 1 — г >0 . 

1|и11-1 I I B I I - 1 

и, следовательно, I — QGQ является положительным обра­
тимым оператором, причем 

| | / - Q G Q i r < 1 4 7 . (1.4> 
РассмЬтрим проекторы Qt на подпространства Uu 

t0<C(<T. Выберем конечное разбиение т = { ^ < / 1 < . . . 
. . . < / п < / „ + 1 = Т } . Положив kQtk=Qtk+l — Qtk, всякий опе­
ратор А можно представить в виде 

-4 = ( S AQ J Л ( 2 AQ, ) - 2 bQtkALQt. + 2 AQ^AAQ,., 

где 

S(A) = 2AQ^A A ^/ = S Q ^ A Q , 

обладает тем свойством, что 
п ft-1 

S (A) Uik = 2 (Q^AAQ,) Utk = 2 ( < V AQ,) U - с £/ ; 

k = l, . . . , r e + l , (1.5) 

S(-4)U , -0 , 

а дополнительная часть S'(A)=A—-5(A), 
n 

S' (A) = 2 AQz/AQ, - J AQ^AQ.A+1 
. / ! > / ft—0 

такова, что 
л re 

S '№^ / -=2( A Q^O f / i=2 {LQttAQtbji/ifufy (1.6) 

/ = 0 «. 
Посмотрим, что дает «операция усечения» S (А) ДЛЯ опе­

ратора A = G(/ + 0+), где 0 = 1 —В, 

G+ = 2 (/-Q//GQ/,)"1 AQ^OAQ/ -
я 

- 2 V-QtpQtpQtflbQu (1.7) 
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Имеем 
л 

S(GG+)-2Q' /GG+AQ- /= 
я 

-2Q. /G 
я 

2 (̂  -Q**0QO-1 Q--*OAQ̂  
ft-X 

AQ^= 

= 2 Q^G (j - Q-AGQ-J"1 Q/4c? AQ<t. 

Поскольку каждое из подпространств U^ инвариантно отно­
сительно операторов I — QtjpQtk, (J—QtfiQt^T1 и проектор 
Qt перестановочен с ними, то 

п 

s (G • G + ) = 2 Q*ftOQ,ft (j - Q<Ao &*Г Q-.-G--Q v 
ft=1 

В итоге получаем 
S[G(/ + Gft)]=S(G)+S(G.G+)=-

п 
= 2 [j + Q<ftGQ<ft (/-Q<AOQ(ftr-i Q//MQ, — 

л 

= 2 ( / - Q ^ G Q ^ r Q ^ A Q ^ - G + . 
Таким образом, оператор G+ получается «операцией усечения» 
оператора А — G (/ + G+): 

S[G(/ + G+)] = G+. 
Легко проверить, что 

5(A) - 0 , (1.8) 
ср. (1.5), и, следовательно, спектр усеченного оператора 
S (А) состоит из единственной точки X —0, так что оператор 
(/ + G+) является обратимым. Если взять G_--=5/(A) для 
A = Q(I + G+), то будем иметь 

G++G„-=G(/ + G+) 
и 

(/_с)(/ + а+)=/+о+_а(/+о+)= 
=/ + G+-G+-O _-/-G_, 

откуда 
( j - G ) = ( j - G - K j + G+r- (1.9) 

Подпространства U<fe; k = 0 , 1 , . . . , # + l , инвариантны относи-
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тельно усеченного оператора 0 + =S[G (/ + G+)], см. (1.5), 
а следовательно, и относительно операторов / + 0+, 
(/ + G+)"1. В свою очередь, подпрост-ранства U^, k — 0,1, . . . 
...,/i{cdot}f 1, инвариантны относительно операторов 0_ = 
==.S'[0(/ + G+)] и / — G_ (см. 1.6)). Таким образом, соотно­
шение (1.9) дает нам факторизацию оператора B = I — G 
с помощью C+=(/ + G+)_1 и С_=-=/---0_ относительно 
дискретной цепочки Utk, k = 0 , l , . . . , n + l . 

Конечно, для доказательства того, что обратимый опера­
тор В допускает собственную факторизацию относительно 
дискретного семейства подпространств Utk, k = 0, l,...,n+l, 
достаточно было бы отметить изометричность этого семей-
Ч-тва семейству вида 

Htй =AUtk, k = 0, l , . . . , n + l , 
где A = BlJ2 (см. по этому поводу § 2 гл. 1). Последнее же 
справедливо в силу того, что в случае обратимого операто­
ра А подпространства 

имеют одинаковую размерность. В нашем выборе операторов 
G+-=Giu)' и С_=С№ (индексом п здесь указывается -их 
связь с соответствующим разбиением ^0<t1 < . . . <^„< 
<^п+1—Т) Щ>1 следуем основной идее книги Гохберга —Крей-
на [3], в значительной степени посвященной проблемам фак­
торизации; именно, мы покажем далее, что при все более 
-мелком разбиении последовательность «интегральных сумм» 

л 

Gl"» = 2 (I-Qt.GQtpQtGhQt, 

î определенная формулой (1.7), равномерно сходится к пре­
дельному оператору С7+, который условно можно было бы 

1;об*означить как; интеграл 
. , " ' . " . " " • , " ' т 

O^il-Qfi'QtrQtOdQt: 
Соответствующие операторы С+ и С_, удовлетворяющие ус­
ловиям (1.2) — (1.3), будут определены из соотношений 

C- ,=llm(/ + Gi")), C_ = lim.6 U + GW). 

Очевидно, если существует ограниченный предельный (да­
же в смысле сильной, а не только равномерной сходимости) 
•оператор Gf, такой, что / + G+ имеет обратный one-
228 

т - i • 



ратор C+--=(/ + G+yr-, то существует также предельный опе­
ратор 

С — 11т В (I + Gm=5 (/ + G+) 

и равенство В = С_С+ дает нужную нам факторизацию отно­
сительно полного семейства Ut, г?0<^<7 (см. (1.2) —(1.3)). 

В самом деле, всякий элемент ифt есть предел элемен-: 
тов ukG.Uth при tk-+t — 0, и потому 

G+uk=UmGWukQUt<=Ut, 

О и = 11m Gjikc:Ut, так что каждое из подпространств Lft 

инвариантно относительно операторов / + G+, (/ + G+)._1; ана­
логичные рассуждения применимы к операторy C_=limCW, 
где C ( f ) = 5 ( / + G^)) удовлетворяют условию CWUj-CUj-
ДЛЯ любых th из соответствующего разбиения -;(/1) —{4< 
< ^ , < . . . < ^ < П . 

Покажем, что limG^)—(7+ в случае, когда G =•/—Б есть 

оператор Гильберта —Шмидта с конечной «следовой нормой»-

|G|- = SpO*0 = 2l|G«P | |2-S|(G«P . «ft)|2<{infty} (ГЮ> 
Р Р.-7 

(где В], Й2, . . . — какой-либо ортоиормированный базис в гиль­
бертовом пространстве U), причем так же, как и операторы 
G%\ предельный оператор С+ имеет лишь единственную точ­
ку спектра Х=0, так что оператор (/ + G+) будет обратимым; 

Для любых разбиений т(л) =--Л <-ч < •. . <sm<sm+1=T} 
и "r(n) = {-•ь<^1<---<- :

п<^+1-Пэтаких, 4T0iT(mJCT(n) (каж­
дый интервал разбиения [si,sf+1) совпадает с объединением 
некоторых интервалов [^,t/+i))> разность О^—О^ можно 
представить как 

л 

Оф-0£-> - 3 (Ftfit.-FsmQsU)) OLQtr 
j-1 

где Ft = (I—QtGQt)'1, a s(j) обозначает левый конец интер­
вала из разбиения '((т\ содержащего точку ^6т(я) (-?;<^< 
<sM при s(j)~=s{) —см. формулу (1.7). 

Заметим, что для любых операторов At 

2Ap&Qt, -SI-A/0--Q.,I2- (-•--> 

Это равенство легко получить, если выбрать полные' 
ортонормированные системы в ортогональных подпространст­
вах AQ///-=U.YHe£/,/, j=0,l,...,n, и взять их объедини-
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ние «t,«2,.. . за базис во всем пространстве U. Действи­
тельно, AtObQtjup=0 при /7-=/(p), если upeLQtj(p), откуда 
следует, что 

2-4,GAQ,A
 2 = 2|H/GAQ^p | |2 

SAyOAQ/- - S ^AflLQtfr 

— S 2 || AflLQtfr ||-= 2 [ 2 || -4;GAQ^p If] = 2 | AfiLQt |2. 

Кроме того, для любых ограниченных Ль А2 справедливы 
следующие соотношения: 

I AiGA> |2 = 2 j (AxGA2tip, tiq) р = 
р.ч 

=2l(-42GAt«ff,«p)l2=I^G-4n2 

р.ч 

lA1GA2|2-—2P1GA2«pii-{le} 
p 

<||A1||-.2||G-42ttp||2-=||A1||2-|GA2|2-= 

-=-||At||-.|A*G|-{le}||A1||2.||A*|p.|G|- = ||A1||-.|]A2||2.|G|.2(1.l2) 
Используя соотношения (1.11), (1.12), легко получаем, что 

п 

\GW-QW р = 2 \(FtjQt.-FsU)QsU))QhQtjf = 
./=1 

п 

- S | {Ft-Fs{j)) QsU)O^Qtj + Ftj (Q,. - QsU)) GbQt, |2 < 

n 

< 2 S (IIFtj-Fsu) II2II Q-tf) II21 GWi,I2 +1|Ft, ||21 LQ.u)ObQt,|2), 

где 
^ • w - Q < , - Q . g ) (sU)<tj)-

Поскольку 

||<2-(я11-=1 и llj%ll<j—j (см. неравенство (1.4)), 

2£0 

file:///GW-QW


имеем 
л 

|Q^-G.£>|-<2 S 1^,-^)11» IOAQ/,1 + 

л 

+ (u=^Sl--Q-w)OAQ//l-- (1.13) 

Согласно общей формуле (1.11), функция Х(Д )̂--=|(?Д<2,|2 

на полуинтервалах kt = [s,t) является аддитивной. Выбрав 
собственный для оператора О ортонормированный базис 
.#1, й2>... (Оир==Хрйр, 2 ^ < ° ° ) > имеем 

р 

|GAQ/|- = |A0<G|- = 2^l|AQ^p||-->0npH s-+t, (1.14) 
р 

поскольку проекторы Qs непрерывны слева: hQt = Qt — Qs-+0 
при S4tt и для любого фиксированного элемента uQil его 
проекция &Qtu на подпространство AUs — UtQUs такова, что 
J|-.Q.!^||->0. Таким образом, Х(Д̂ ) —|GAQf|2 является не только 
аддитивной, но и непрерывной функцией множеств At = [t,s) 
и, следовательно, может быть продолжена до ограниченной 
борелевской меры на интервале [г0, Г). 

Очевидно, такими же свойствами обладает и функция 
множеств 

^(AsXAO-IAQ-GAQ/l2. 
•определенная на прямоугольниках AsX,At—[si, s2)XUu £2); 
именно, из общей формулы (1.11) вытекает, что n(AsXAt) 
аддитивна, а из оценки (1.14), — что она непрерывна, и, сле­
довательно, продолжается до ограниченной борелевской ме­
ры на квадрате [t0, T)X[to, T). 

Положим 
f(t)=4*.{[t0, t)X[t0' *)h*o<t<T. 

Для операторов /•,..= (/ — QtOQtY1 имеем 

и 
||E<-EJ2 = | | E / ( E ^ — E ^ ) F J 2 < ^ | | ^ - 1 _ - - - 1 | | 2 _ 
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Видно, что первый член в правой части неравенства (Г 13) 
удовлетворяет условию 

2 iiF^-FsdMGAQ./i^n—TF— [/('/)-/(* (/»:н<д-/)--= 

где = ( 1 - г ) 2 ( jn""jm)> 

m я 

/«-=-_/(*<)-м^). ----S/(-/)-M^i) 
i -0 У=0 

есть «левоинтегральные суммы» для неубывающей функции, 
/(-О» to < •* <-^ Очевидно, последовательность таких интег­
ральных сумм /„, /г=1, 2, . . . , является ограниченной и 
неубывающей (при все более мелких разбиениях), так что 
существует предел Urn У,, и, следовательно, при п, га->оо 

Л-*оо 

SlIF^-F^II2- \ОЩ,\'< (i-^(j.-jm)^O. 
Далее, введем множество 

AA={(s, t ) : . s < t < s + A}. 
Очевидно, объединение 

U И Л */)X[ty, t/+i) 
]-1 

содержится в Дд при h = max\sM — Si\, когда tJ+i—з(у)<Л. 
Следователько, для второй суммы в правой части неравен­
ства (1.13) справедлива оценка 

Я 

2|AQ,WGAQJ2<+(AA)-*0 
; - -

при A{to}0. 

Из полученных оценок вытекает, что для последователь­
ности вложенных друг в друга разбиений т1-»), /г.-------1, 2, . . . , 
соответствующие операторы G<£) таковы, что 

у Q(n) _ 0^ . ) /2_+ 0 при л , m{to} О 

и, следовательно, существует предельный оператор G+: 
|0<£> — 0+р-•>•() при я - ю о . (1.15 

Нам осталось показать, что предельный оператор G+ 
имеет, также как и операторы G(£•= S(G(7 + GP>)) — см. 
.11.8), —единственную точку спектра Х=0. 
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Являясь вполне непрерывным оператором (и даже опера­
тором Гильберта —- Шмидта), 0+ может иметь лишь не 
более счетного числа точек спектра, причем.предельной для 
них может быть лишь точка \— 0. Всякая точка А--/-О имеет 
окрестность, за вычетом I целиком- принадлежащую резоль-
вентному множеству оператора G+, и на любом замкнутом 
контуре Г этой окрестности, окружающем А., определена 
резольвента RZ=(G+ — -г/)"1, которая непрерывна и ограниче­
на на Г*). При условии равномерной сходимости 
Q^> {to} G, для всех достаточно больших п имеем 

.---/?, 2 /tf (О - O f ) * {to} "e при ян- оо 
/!-=0 

равномерно по zQY И ДЛЯ любого k>0 

\zkRzdz=\\m \zkRin)dz*=Q, 

поскольку единственной особой точкой аналитических функ­
ций zuR(

z
n) является 2 = 0 и \zkRi

z")dz=0. Таким образом, 
г 

точка X является регулярной для Rz, и Rz аналитична всю­
ду, кроме нулевой точки, которая и является, следователь­
но, единственной точкой спектра оператора 0+., 

В итоге мы установили, что положительный обратимый 
оператор В—1 — 0, где G есть оператор Гильберта —Шмид­
та, допускает представление В = С_-С+ типа (1.2) —в каче­
стве G+ можно взять оператор C+-=(/ + G+), где G+— limGi"* 

/г-> ot-
ecTb предел по следовой норме операторов Гильберта — 
Шмидта 0^\ определенных формулой (1.7). Отсюда, как уже 
отмечалось, вытекает возможность факторизации (относи­
тельно любого семейства подпространств Ut, t0 < t < Т). 

Теорема 2, а вместе с ней и теорема 1, полностью дока­
заны!. 

§ 2. ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ СТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ 

1. Постановка вопроса. Операторы Гильберта —Шмидта 
в функциональном пространстве. 

Пусть t(t) = {£ (Z-). xl-vg-R — стационарный процесс с компо­
нентами {.;(/),х), xQR (^—-параметрическое гильбертово 

*)См., например, [16]; • • • • • ' . 
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пространство), который мы рассмотрим на некотором интер­
вале t0<t<T. 

Обозначим /(X) его , спектральную .плотность. Напомним, 
что /(X) — положительная операторная функция в гильберто­
вом пространстве R, такая, что при всех x,ydR 

CO v 

—со 

Наряду со спектральной плотностью Д мы будем.использо­
вать и другую характеристику стационарного процесса 1(2.) — 
его корреляционную функцию 

Bb(t) - ^ elufxdl, -oo<i<oo, 
—со 

являющуюся (слабым) преобразованием Фурье (слабо) инте­
грируемой операторной функции f%, - о о < ^ < о о . 

Пусть т](/;)={7)(/), x}X£R — другой стационарный процесс, 
со спектральной плотностью g^ и корреляционной функцией 
В^ (t) в параметрическом гильбертовом пространстве R. Спра­
шивается, при каких условиях на спектральные плотности 
Д и g% (или на корреляционные функции Bi(t) и Въ(^про­
цессы i-(t) и 7,(0 будут эквивалентными на интервале 
t0<t<T? 

Имея в виду изометрию 
Ht)~e'Ufl/2, YjCtM'-'gJ/8 

— см. § 1 гл. II, рассмотрим в гильбертовом пространстве 
SS2(R) подпространства Н (J) и H(g), каждое из которых 
есть замыкание соответствующих линейных подпространств 
всех функций вида f]!2x(l) и g]!2x{\), где 

x(X)=- 2 eiUkXk\ — ск><Х<оо; (2.1) 
U<tk<T 

именно, 
- # ( / ) = V e^ffR, H(g) - V elugl!2R (2.2) 

t0<i<T lo<«T 

Эквивалентность процессов %(t) и y\(t) на интервале t 0 < t < T 
означает, что отображение 

A:g^x\l)-^f^x(X) (2.3) 

есть линейный ограниченный обратимый оператор из гиль-
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бёртова пространства Н (g) в, гильбертово пространство Н (/), 
а разность I — A*А — оператор Гильберта —Шмидта*). 

Прежде чем говорить о тех или иных условиях экви­
валентности, покажем, что всякий оператор Гильберта — 
Шмидта в функциональном пространстве %2(R) в некотором 
смысле есть «ядро» —факт, хорошо известный в одномерном 
случае dim/? —Г 

Обратимся к гильбертову пространству S2(R) всех опе­
раторов Гильберта— Шмидта в гильбертовом пространстве 
R, определив скалярное произведение <р, ф6.--?2 (/?) как 

{Ф, ф}=2 №„, - к л = 2 •{?«-*.«/} {-к. е/>. <2-4) 

где в\, во, ... — ортонормированный базис в R. Хорошо извест­
но, что стоящие в правой части равенства (2.4) суммы не 
зависят от выбора ортоиормированного базиса в R и что 
пространство S2{R) является полным относительно.«следовой 
нормы» 

: H2 = 2 |W l 2 = 2|{^ fe, e-}|-. 
.ч u,j 

Рассмотрим пространство всех измеримых операторных 
функций ср (X,. [х), — ob<-V |A<c5o, в гильбертовом прост­
ранстве R, удовлетворяющих условию 

оо 'оэ 

<p.(X,|i.)6S2WH 5 $ |Т(Х, iO|-dXd(.i<oo, (2.5) 
- O D —-ОО 

определив в нем скалярное произведение формулой 
оо оэ 

(?> •}•) — §'•$' {?(Х, р.), ф(Х. | * ) } d ^ . (2.6) 
—оэ —с*- , 

Это будет полное гильбертово пространство; обозначим его 
%4RXR). 

*) Отметим, что излагаемые ниже методы и результаты легко рас­
пространяются на операторные функции f\ и g^ «медленного роста»: 

со оо 

... j |Я|-»« ||^|| d%< со; 'J W---»||gjj|dX<o6 
—оо —оо 

при каком-либо /i>0, что соответствует случаю обобщенных стационар­
ных процессов и процессов со стационарными приращениями. Вместо ис­
ходных функций х(к) типа (2.1) нужно лишь взять функции 

г 
x .» .= J eMc(t)dt, 

• '• 
являющиеся преобразованием Фурье достаточно гладких функций с (<), 
-—со <.('•< со, обращающихся в 0 вне интервала (t„, T). 
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Примером операторной функции <р(Х, [л)6.-̂ 2 (R X R) может 
служить функция 

<р(Х, р.)==.*0(Х)ХУ0(^)> — оо<^ . р<оо, 
определенная как 

<р'(Х, \>)х = х0('к)-{Уо(\>>), х), xQR, (2.7) 
где x0(X), y0Q)&S52(R). Действительно, 

ИХ, ^) |-Н1*оМ|.2ЕКУоН ^Ji-^UxoWIMIyoHl2 

и 
00 0 0 OO ° -

\ I icP(x,l,)i2dxd1x= 5 uxowi i 2 ^- S \\УоШ2^-, 
—oa —oo -—oo ---"-

При этом, если 
.JC1 (X), JC2 (X), . . . 

— некоторая ортонормированная система в функциональном 
пространстве SB2(R), то система операторных функций 

<pi/(X,,J,)=--xi(X)xx/^); А, у—=1,2, . . . . (2.8) 
будет ортонормярованной в пространстве a? (R X R), по­
скольку 

{<Р</ (х> I*)'. ?«•>> Н-)}—={x-(X), xp(X)} 2 {Xjfa), ek} (", ([J.), ek) = 
* 

= {x, (X), Xp (X)} {*, (p.), Xq ([*)} 
И 

0 0 CO 

(Ър r?P<i) == \ S .<Pi; (x> *-)» ?/»<? (x- f-)l d ^ — 
- C O — 9 0 

0 0 OO 

= |) {Jcz(X), xp(X)}dX ^ {x/0~)>x^)}dlA = ° пРи i=5--p или У-7---.7. 
— C O — . 0 0 

Более того, используя тот факт, что всякий оператор Гиль­
берта—Шмидта есть предел по следовой норме «конечно­
мерных» операторов*), можно показать, что если ортонорми­
рованная система функций x1(X), x2(X),.. . полна в £2(R), 
то соответствующая система операторных функций <р-.7-(Х, [i)= 
— хк (к) X Xj (|x), k, J— 1,2, . . . , будет полной ортонормиро-
ванной системой в пространстве SS2{RXR) (это предложение 
нам не понадобится, и его доказательство мы опускаем). 

*>См,, например, книгу Н. Данфорда и Дж. Шварца [5]. 
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Теорема. Всякий оператор Гильберта —Шмидта в функ­
циональном пространстве ss2 (R) задается некоторым ядром 

?(K^)ess2(RXR)-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть F — некоторый оператор 

Гильберта —Шмидта (в некотором подпространстве Hc&2(R)). 
Это значит, что 

2 К-4".**. *,)!-< оо (2.9) 

для полной ортонормировэнной системы функций xk = xk(\); 
k==1, 2 , . . . , в пространстве Hc.ss2(R). Возьмем ортонорми-
рованную систему операторных функций 

и положим 

<Р (*.!*) — Е * * / ^ •.>.!"). 
*./ 

где коэффициентами служат bkj = (Fxk, xj), 2 | b}lj |2 < оо. 
Ясно, что ср (X, [j.) есть элемент (полного) функционального 
пространства SS2(RXR)- При всех k, j и р 

<?kj (X, |l) Xp GO —' -«А СХ> • {•*/ fa)' *р ([А)}бЯ 

? « iX ^ J C 1 и Ы а - ( \ ^ ПРИ - j - 3 - 7 ' 
J <Р-У<Л> W-xpW «."--{ О ПрИ ] ф р. 

—во 

Легко видеть, что операторная функция ср (X, р,) обладает сле­
дующим свойством: для всякой функции .x(X)-=2--pxp (X) 

р 

( 2 k P l 2 < {infty}) и з пространства Hc.se2(RXR) 
00 

I ср (X, |л) X ((1) ф — 2 Wk (X)6H, 
—се ft 

где 

в»-2^». 2Ы2<2Ы2-2|^/12<°°-
р b p k,j 

Можно сказать, что оператор Ф, определенный в простран­
стве И равенством: 

<Dx(X)=2<?ftx..(X) ('.*(X) — 2-V*./W). 
л \ j I 

Hc.se2


задается ядром cp (X, f~)6 -̂(RX.•*?)> и этот оператор Ф совпа­
дает с исходным оператором F, поскольку 

Fx (X) .-= 2 afxj (X) = 2 а.,3 ( j 4 > •**) *"* W = 
J J ft 

= 2 ( 2 aA.-) .** ( x )=2 c"xk (*)• 
Итак, мы показали, что всякий оператор F типа Гиль­

берта—Шмидта в функциональном пространстве Hc1SB2{R) 
задается некоторым ядром ср(х, |л) ess2(RXR), а именно, 

со 

• -х (X).— 5 <р (X, |х) х (н.) dji. (2.10) 
— 00 

В свою очередь, как легко видеть, всякое ядро <р (-1--, |J-) 
&552(RXR) задает некоторый оператор F типа Гильберта — 
Шмидта в пространстве з? (R) со следовой нормой 

ОО 00 

|E |--=SpF* JF= jj J | <p (X, р)\* dXdt*. (2.11) 
—оо —со 

В дальнейшем нам понадобятся еще некоторые свойства 
преобразования Фурье операторных функций ср (X, (л.) g 
SS2(RXR), определенного как 

СО СО 

b(s,t)=\ J е-Ч**-М9 (X, ^ d X d n , - ОО <s, i< oo. (2.12) 
—-00 —СО 

В случае интегрируемой функции |<.p(X,t-)j это обычный ин­
теграл от функции со значениями в сепарабельном гильбер­
товом пространстве S2(R). В общем случае преобразование 
(2Л2) можно определить в смысле слабой сходимости. Имен­
но, если выбрать какой-либо ортонормированный базис 
е-, ег> • • • в гильбертовом пространстве R и рассмотреть 
обычное преобразование Фурье интегрируемых в квадрате 
функций {ср (X, [A)eft, ej), обозначив его {b (s, t)ek, ej\, то ока­
жется, что для любых линейных комбинаций х = ^с'кек, 
y==2, c i4/ функция {b(s, t)x, у], определенная как 

{b (s, t) х, у) = 2c'kcj {b (s, t) е,,,еу}, 
!t,j 

совпадает с преобразованием Фурье функции {ср (X, (А) х, у} 
и поэтому мы можем рассматривать это преобразование как 
билинейный функционал на всюду плотном в R подпрост­
ранстве R всех линейных комбинаций вида x = ^ckeh. При 
ЭТОМ 
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—CO —CO.*»-' 

0 0 OS 

= 2 $ \\{b(s,t)ek,ej}?dsdt = 
• - ' • '—oo—c* 

0O 0 0 

= 4W22S $|{Т(^)еА,е;}-|Л^ = 
" • . ' — O O — 0 0 

0 0 0 0 

==4-r2 $ $ 2 K? (x> i-) ей- -v- I2 dU^ = 
—-oo —oo^»-'-

CO OO 

=4ic.2 S SI«PG-. )̂i2dAd[J-<{infty}, 
— C O — CO 

откуда видно, что ^\{b(s, t)ek, ej}\2<. со почти всюду и> 
k,j 

следовательно, билинейный функционал {b (s, t)x, у) задает­
ся некоторым оператором b (s, t) типа Гильберта — Шмидта 
(в пространстве R). Как операторная функция, b (s, t) при­
надлежит функциональному пространству SS'iRXR)-

00 00 00 00 

\ \\b(s, 0|2dsdt=4тс- 5 5 |9 (X, |j.)|2dXdj*< со. (2.13) 
—oo—oo 

Операторную функцию b(s, z.)> — oo < s , t<C oo, мы и называ 
ем преобразованием Фурье от <р(Х, \?.)£.se*{RX,R)-

В свою очередь, операторная функция <? (X, |А) может быть 
получена из операторной функции b (s, t)Q&2(R X R) с по­
мощью обратного преобразования Фурье: 

00 СО 

<p(X,l.i)-=— \ ^e^-Wb(s,t)dsdt, - o o < X , |j.<oo. (2.14) 
—СО —О» 

Используя хорошо известные свойства преобразования 
Фурье скалярных функций, легко убедиться, например, что 
если 

оо со 

j J (l +\2)"(1 + ^)" | ср (X, |Х) |2dXd(X < OO , (2.15 
—СО —СО 

то операторная функция b {s, t) имеет все (слабые) производ­
ные до порядка п—1 по каждому переменному, причем 

0 0 00 

-b(s,t)= [ [ (-il)»(ip)'"e-l(%s-Wf(\tv,)dldv. dk+" 
d$"dtm 

—•О» — 0 0 
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и более того, функция с (s, t)=• g~n-idtn-i b (•s> 0 абсолютно 
непрерывна относительно лебеговой меры dsXdt в том 
смысле, что аддитивная функция множеств 

/Л(Д) = С(52, t2) — C(S2, ti) — С (51,^) + С (.51, tx), 

A = (Si- -JalX^i, ̂ 2]» 
представима в виде интеграла 

•Sl ' l 

dsdt 

a-n от функции, которую мы обозначили dsngin •М-'» 0» являю­
щейся преобразованием Фурье операторной функции ф(Х, ^)-= 
==(— Д)л(/(х)пср(Х, (J.) e^C^X-R) и. следовательно, удовлетво­
ряющей условию 

оо се 

'dsdt<. 00. (2.16) 

С д р у г о й стороны, если операторная ф у н к ц и я b(s,t)' 
с к а ж е м , я в л я е т с я финитной (6(s,*.)=0 вне некоторого 

<Эа." квадрата i0<.s, t < r ) , и имеет производную д^тп b(s, t), 
gin 

удовлетворяющую условию (2.16): ----- bisrfe&^RxR)) то 
все младшие производ-ные (включая саму функцию b (s, t)) 
также принадлежат пространству &2(RXR)'-

тт т т 

\ \\£mb^ о| ~~ < {т-чг-и-^ $ | ^ ( s , t) 
tQ tQ ta to 

dsdt, 

причем обратные преобразования Фурье операторных функ­
ций дрщцЬ (s, г!) и b (s, г.) связаны равенством 

Ц(\, ?.)=*(-1Щ1№ (к, $, 
которое получается, как и для скалярных функций, с помо­
щью повторного интегрирования и интегрирования по частям 
тождества 

QO 00 

(^-«(-iixp-KX, (.)-=• jj 5 [(^Гп(^Упе1^-^]~Ь (s, t)dsdt. 
— СО — О О 

Таким образом, операторная функция <p(X,fi.), определенная 
формулой (2.14), удовлетворяет условию 
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J J | X И ix |2" | ср (X, ц.) |2dXd,j, -= j J | ф (X, ц) | Ш ф < оо, (2.15') 
—OO —OO — 0 0 — 00 

а значит, и условию (2.15). 
В заключение приведем еще один простой факт, касаю­

щийся операторных функций <р(Х, \>)(i&2(RXR)- Именно, пусть 
измеримые операторные функции ах и (--., — оо < X < оо, в 
пространстве R удовлетворяют условию: 

00 ОО 

J | Н | 2 < А < о о , $-||pfc||sdX<oo. . 
—ОЭ — 0 0 

Тогда произведение |3*<р (X, \х) <хц принадлежит пространству 
^(RXR) и для всех x,y£R 

— 0 0 I—DO 

jj И «р (X, гущ,*, P{lambda}y d X = J 5 {§<? (X, [.) c ^ x , у } d\d{K ( 2 . 1 7 ) 

2. Общие условия эквивалентности. Как было отмечено, 
для стационарных процессов \ (t) и т, (г!) со спектральными 
плотностями Д и g% (в гильбертовом пространстве R) экви­
валентность на интервале t0<C.t<T означает, что определен­
ный соотношением (2.3) оператор А из пространства #(g) в 
пространство # ( / ) является ограниченным и обратимым, а 
разность /— А*А является оператором Гильберта — Шмидта 
в Н (g). Уточним, что оператор 

Аи(Х)=Д/2л(Х), - о о < Х < о о , 

первоначально определен на всех функциях и(Ц=д]^хО) 

4 Н ' 2 -«*eft4 -{infty}<X<oo 
t„<tk<r 

причем сами пространства Н (g) и Н (/) совпадают с замы­
канием в &*(R) подпространств соответствующих функций 
ifV-.x(x) и /v-x(X) (см. (2,1) —(2.3». 

Будем предполагать в дальнейшем, что спектральная 
плотность g(%) равномерно интегрируема: 

оо 

$||g(X)|.|dX<oo. - (2.18) 
—00 

Положим В=А*А и F=I—B. Ясно, что условие ограни­
ченности и обратимости оператора A равносильно тому, что 
теми же свойствами обладает оператор В. Далее, если F= 
=1—В есть оператор Гильберта — Шмидта, то -3 — 
=I—F будет ограниченным оператором, причем условие об-
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ратимости положительного оператора В=А* А: 
inf (Ви, и) = 1 — sup {Fu, и) > 0 

IIBII .-1 П и Ц - 1 

равносильно тому, что самосопряженный оператор F (типа 
Гильберта-Шмидта) не имеет собственных значений, равных 
1 — его максимальное собственное значение меньше 1: 

t---= sup(FK,«)<1. (2.19) 
ЦйП-i 

Уместно отметить, что ограниченность и обратимость исход­
ного оператора A означает следующее*': 

СО 00 

5 || А х (X) ||Ш X $ |] g (X) х (X) ||- dX, (2.20) 
—СО -—00 

где x(X) пробегает все функции вида х(Х)— 2 е ''xk-
t„<t<T 

Как мы показали выше —см. теорему п. 2, оператор-
Гильберта—-Шмидта в подпространстве Н (g)--^2 (R) задается 
некоторым ядром ср (\, p.)QSS* (R X R), что в отношении опера­
тора F = I — B равносильно следующему: для полной в Н (g) 
системы функций 

а(1)==еш^2Х (t0<i<T, хею 
и некоторого ядра ср (X, р)(±&* (R х R) должно иметь место ра­
венство 

—OO (—CO J 

OO OO 

= $ $ *-•.»->"> (g^-р (x, [.) gy-x, y} dxdj. 
— 0 0 —Св 

— см. формулу (2.17). С другой стороны, для u(\) = eatgV2x» 
v(X) = ei%sg^2y имеем 

(Fu,v) = (u,v) — (Bu,v) = 
00 00 

- $ еа<---) {^JC. у} dX- J eac-») {/**. у} dX=-

*' Соотношение а^р для переменных а, (} означает, что 
а 

где Cj, ca — некоторые постоянные. 
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- $ e^'-'Hig,-A)x,t/}dX — 6(/f — S), 
- c o 

где b(t — s) есть разность корреляционных функций: 
b(t-s) = Br\(t — s)-Bl{t — s); .~0<s, *<Т. 

Сравнивая приведенные выше выражения, приходим к сле­
дующему результату. 

Лемма. Разность I — B является оператором Гильбер­
та—Шмидта тогда и только тогда, когда разность корреля­
ционных функций допускает представление 

СО СО 

—ОО —СО .̂.4 .-и 1/ 

t0<S, t<T, 
с помощью некоторого ядра ^(1,\>)G^(RXR)-

Здесь подынтегральная функция ф(Х, р) =g>l'2cp(X, i-Ogi'2 

принадлежит пространству SS!(RXR), поскольку 
00 

l\\dft\№<oo 
—со 

— см. условие (2.18), и формула (2.21) показывает, что опе­
раторная функция b(t — s), t0<s, t<_T, может быть про­
должена в некоторую функцию 

00 00 

b(s,f)±-\ 5 e'l{U~M^Q<,\i.)dkd\s.t — {infty}<s. *<оо, 
CO — 0 0 

преобразование Фурье которой 
оо оа 

W.t-)-=*£..$ \ei{%s-]U)b{s,t)dsdt, -{infty}<X,n<oo, 
— 0 0 —ОО 

удовлетворяет условию 
^1 / 2ф (X, v)g ? {\& (R X R). (2.22) 

Очевидно также, что если функция b(t — s), t0<,s, £<T, 
допускает подобное продолжение, то она допускает и пред­
ставление типа (2.21) с ядром ср(Х, р.)=-g%1/2ty(l, \>)gv ' • 

Таким образом, имеет место следующее предложение*'. 
Теорема. Разность I—B является оператором Гиль-

*) Подобное доказательство в случае одномерных процессов имеется 
•В книге И. А. Ибрагимова и Ю. А. Розанова [7]. 
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берта—-Шмидта тогда и только тогда, когда разность кор­
реляционных функций b{t—s), t 0 <s , t<T, допускает про­
должение в некоторую функцию b(s,t), — oo<s , t<C {infty} 
из &{RxR) с преобразованием Фурье ф (•*•,,-..), удовлетво-
ряющим условию (2.22). 

Как это ни кажется странным с первого взгляда, в случае 
конечного интервала (tQ, T) при весьма широких ограниче­
ниях на спектральные плотности Д и g% из условия, что 
разность 1 — В является оператором Гильберта — Шмидта 
(и даже просто самосопряженным вполне непрерывным опера­
тором), вытекает обратимость оператора В, и в этом слу­
чае предложенная выше теорема дает, как мы убедимся в 
дальнейшем, весьма эффективный критерий эквивалентности. 
Именно, предположим, что спектральная плотность Д 
является невырожденной хотя бы на каком-либо множестве 
положительной меры. Предположим, что спектральная плот­
ность g% является регулярной, точнее 

) T+W d^>-{infty} (2.23) 
— 0 0 

— ср. с условием (4.12) гл. П. Тогда имеет место следую­
щее предложение. 

Теорема. При условии, что разность 1—В является 
вполне непрерывным оператором, оператор В—А*А будет 
обратимым. 

Доказательство этого предложения основано на том, что 
при условии (2.23) всякий элемент u(\)GH(g) представим в 
виде 

. uQ)~glfixQ), -{infty}<X<oo, 42.24) 
где х(к) —целая аналитическая функция, являющаяся средне­
квадратичным пределом 
ских функций типа (2.1): 
квадратичным пределом с весом ш(Х)== || g^1 || ' аналитиче. 

х (Х) = Пт 2 е кхь-
U<tk<T 

Именно, ВСЯКИЙ элемент u.(\)QH(g), по определению прост­
ранства H(g), есть предел в £?-(/?) некоторой последова­
тельности ttn{\)=g)i2xnQC), где хп(к) — аналитические функции 
типа (2.1). Последовательность ип(Х) является фундаменталь­
ной в пространстве --?-(./?), так что 

со со '. 

S \\8i/2(xltQ)-xmQ))\^dk> J \\xn(\)-xm(\)\fw(X)dl-±0 
—CO —Св 

п р и ft, m-+ {infty}, 
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поскольку для любого xQR 

2 <\\g]!2x\\2, 
се 

и, следовательно, существует функция х (X), § ||x (X) ||2 w (К) < 
— С О 

< oo, такая, что 
оэ 

lim \ ||x„(X)-x(X)||2^(X)dX=-0. 

Таким образом, для некоторой подпоследовательности имеем: 
хп(\)->х(Х), gl/2xn(\)-*-gy2x(k) почти всюду, 

что приводит нас к формуле (2.24). Поскольку при л̂юбом 
xeR 

о* 

lim \ \{хп(Х), х} — {х(Х), x)\*w(k)d\=:0 

скалярная функция {x(X), x} как предел функций вида 
{л„(Х), х}= 2 ei%ikckni является целой аналитической 

ta<tk<r 
функцией*'. Например, при условии 

| |^ЧГ>А(1 + Х2)-", (2.25) 

где п — некоторое целое положительное число (что несколько 
сильнее, чем условие регулярности (2.23)), для соответствую­
щих функций x(X) можно дать следующее представление**) 

л - 1 Г 

•* (X) = 2 (Д)А eiM°xk + (1 + iX)n \ ешс (t) dt, 
ft-0 t0 

где функция с (t) принадлежит пространству ЗУ* (/?). 
Итак, пусть пространство Н (g) состоит из элементов 

вида w(X)=£I/2x(X), где x(X) — целые аналитические функции. 

*' Подробное доказательство этого имеется в книге [7]. Описание 
ашлитичесгах функций х(%) в .скалярном случае дается в заметке 
М. Г. Крейна [И]. Ом. также [35]. 

*) Отметим, что это представление, может быть использовано для 
нахождения проекторов Qt на подпространства Ht (g) = V eiJ"sgl} R, t„< 

t„<s<t 
<t<T, — см. задачу о прогнозе на конечном интервале в книге 
Ю. А. Розанова [19]. 
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Предположим, что оператор В—А*А не является обрати­
мым. Тогда, как мы показали выше (см. (2.19)), самосопря­
женный вполне непрерывный оператор E-=./—• В должен иметь 
равное 1 собственное значение. Обозначим uQ.)QH(g) соот­
ветствующую ему собственную функцию. Возьмем последова­
тельность аналитических функций хп (X) типа (2.1), таких что 
к(Х)=-- g]{2x (X) есть предел элементов un(i) = g]{2xnQ,) и 
.x(X)=--lim.x„(X) почти всюду. Получается, что /5/2x„(X)-> 
->• /j/2x (X) почти всюду и одновременно, последовательность 
элементов /1/-x„(X)==A«,l (X) такова, что 

(Аип, Аап) = (Вап, ип) = (ип, un) — {Fun, w„){to}0, 
поскольку ип-*-и, Fun-^a. Таким образом, в &2{Д) последо­
вательность f][2xn (X) сходится к 0, так что должно быть 

Д / 2 х (X) = 0 почти всюду, 

и, следовательно, л:(Х)=0 на множестве положительной ме­
ры, а для аналитической функции x(X) это возможно лишь 
в случае, когда x(X) = 0. Но это противоречит тому, что 
и(Х)=^2х(Х) — собственная функция с единичным собст­
венным значением, и следовательно, оператор В=А*А яв­
ляется обратимым. 

3. Некоторые выводы и примеры. Покажем, что пред­
ложенные в п. 2 общие условия эквивалентности стационар­
ных процессов £(/) и f\{t), *•-<*.< Г, со спектральными плот­
ностями Д и й в гильбертовом пространстве R являются 
достаточно эффективными*). 

Для краткости назовем спектральные плотности Д и g-. 
эквивалентными, если эквивалентны соответствующие про­
цессы i(t) и y](t), t0<t<T. 

Предположим, что 
g{lambda}<̂ (l + XTnj- (2-26) 

Тогда, как это следует из условия (2.22) —см. теорему § 2 
гл. Ш, для эквивалентности необходимо, чтобы разность 
корреляционных функций 

се 

b(t-s) = Bv(t-s)-Bt(t-s)= \ ea«-~>te—/{lambda})dX 
— 0 0 

на квадрате tQ< s, t < Т совпадала с некоторой операторной 
функцией b(s,t), — оо < s, t < оо, из пространства 5?2 (R x R) 
с преобразованием Фурье ср(Х, ц), удовлетворяющим усло­
вию (2.15): 

*> В одномерном случае подробный анализ этих условий и вытекаю­
щих из них выводов дан в книге [7]. 
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5 5 ( 1 + Х-)« (1 + [i.2)" |cp (X, 1Х)|2 did? < ОО , 
— 0 0 —00 

поскольку' 
I^M^. p)^1/T>/^2(1+X2)"(1+t-2)"|?(^ )̂l2-

Так как й($, t) = b(t — s) при t 0 <s , t<T, из условия (2.15) 
вытекает, что для эквивалентных спектральных плотностей 
/{lambda} и g% операторная функция b (t) на интервале (—к, т), где 
".----Г — t0, должна иметь все производные до порядка 2/г, 
причем 2я-ая производная &<2")(t), —*<.t<.*, должна удов­
летворять условию: 

г г 
•^\bM(t—8)\*dsdt<oo. (2.27) 
•Vo 

Предположим теперь, что выполняется соотношение (2.25), 
иначе говоря, 

g*>ft(l+X-r»/. (2.28) 

Если операторная функция b(t), t 0 < t < 7 \ обладает описан­
ными выше свойствами, а именно, существует производная 
дгп 

-------- b (t)> удовлетворяющая условию (2.27), то операторную 
функцию b(s, i) = b (i — s) можно продолжить*) с квадрата 
t 0 <s , t < T на всю плоскость — oo<s , t < o o в некоторую 
финитную гладкую функцию b (s, t) такую, что 

дм I I \w-b^ t)Usdt<Go. 
—се —со 

Преобразование Фурье <|>(Х, у.) такой функции b(s, t) будет 
удовлетворять условиям (2.15') и (2.15), а следовательно, и 
условию (2.22): 

5 S 1̂ /---1>(х, titffiTdMK ОО, 

*) В ортонормированном базисе е11 в 6-R операторная функция 
Ъ (s, 0 со значениями в S» (Я) задается некоторой матрицей Ьщ (s, t), 
2 I6*/ (s> 01" < °° i и речь идет об очевидном продолжении каждой скалярной 
•W ' 
компоненты by(s, t) с квадрата t0<s, t<T на всю плоскость—со <s , 
i<oo в финитные функции bkj (s, *) с сохранением соответствующих 

/ 00 00 \ 

свойств гладкости и интегрируемости ( J J .<£||6,у (s, i)|.-ds<# < оо ) • . 
\ —00 — Obfc | J : : I . 
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поскольку в нашем случае 
|£Г1/аФ(Ь. 1-)^1/Т<11^1,2||-11^1/2||-№(Х' ^)12< 

<Г2(1+Х2)"(1+Яп|ф(Х, |-1)|2. 
Поэтому разность 1—А*А будет оператором Гильберта-
Шмидта, что при условии (2.28) равносильно эквивалентно­
сти спектральных плотностей g% и Д (если только Д не 
является вырожденной почти всюду). Таким образом, если 
разность корреляционных функций на интервале (—•-, т.), 
~-=Т—t0, имеет производную b^n){t), удовлетворяющую 
условию (2.27), то спектральные плотности Д и g% будут 
эквивалентными. 

В частности, спектральные плотности Д и g% будут экви -
валентны — каково бы ни было и в условии (2.28) и каков-
бы ни был конечный интервал О.о>-0- если 

Д— gx + A я> 
где Aj,—произвольная финитная функция с интегрируемой в 
квадрате следовой нормой: 

а 

Л?—О при |Х|>а, J |А |̂2д?Х< оо. (2.29) 
—я, 

Действительно, в этом случае операторная функция 
оо 

b{t-s)=- 5 в«М<--)Д^х, t0<s, t<T, 
—с.» 

будет иметь производные всех порядков, которые удовлет­
воряют условию (2.27). 

В конечномерном случае dim R < оо получаем, например, 
что если спектральная плотность Д как-угодно отличается от 
спектральной плотности gi на каком-либо конечном ин­

тервале (в частности, может быть Д = 0 при |X|<a), то Д 
и g\ эквивалентны. 

Отметим также, что для спектральной плотности g% типа 
А(1+Х2)-«/<^</С(1 + Х-Г" 

вместо условия (2.29) можно потребовать, чтобы*) 
• оо 

: S |g - - V 2 A ^ 1 / 2 l 2 d X <°° . (2-29)' 
—со 

*' В одномерном случае различные спектральные условия на функцию 
&Х = ёх—ffc» достаточные или'необходимые для эквивалентности, приве­
дены в книге [7]; там же можно найти соответствующую библиографию. 
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Сформулируем наш основной результат в виде отдельной теоремы. 
Т е о р е м а . Если 

g*</C(i+x-r-/, 
то для эквивалентности на интервале (tn,tn + x) необходимо, 
чтобы операторная функция 

оо 

—00 

на интервале — - . < £ < - имела все производные до порядка 
2n, причем 

1 Т 

H\b&*)(t — s)\2_dsdt<oo. 
о о 

Если 
gb>A(l+X-)-n/, 

то указанные условия достаточны для эквивалентности. 
В качестве иллюстрации приведем один пример, хорошо 

известный специалистам. 
П р и м е р . Пусть Ч (t) и -т, (t) —• одномерные стационарные 

процессы с корреляционными функциями 

j 3^Ho7iV;b 1 < 1 , B^)=°*e~«w 

и спектральными плотностями 

п х* ' &\п'— п (Х2 + а-) * 
Условия (2.25), (2.28) выполнены при п—\. Если параметры 
о2, а и -;=-=Г — t0 таковы, что 

а2а-=-=1, x{le}l, 

то функция b (t) = B^(t) — Bi(t) будет удовлетворять усло­
виям эквивалентности. При остальных же значениях пара-, 
метра t эти условия, очевидно, нарушаются, так что экви­
валентность не будет иметь места. 

§ 3. СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ, 
ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ВИНЕРОВСКОМУ ПРОЦЕССУ 

С точки зрения нашего подхода к вопросу об эволюции 
подпространств И Д.-;), t 0 < t < r , связанных с соответствую­
щим случайным процессом £ (t), t0<t<T, винеровский про­
цесс 7j(t), t 0 < t < r (с компонентами {--(t), х}, t 0 < t < r , где 
параметр х пробегает некоторое гильбертово пространство 
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R) может быть взят в качестве определенного стандарта. 
Именно, естественная изометрия 

{yi(t),x)^Xt(s)x (3.1) 
между величинами {̂ (zf), x}6H(*0 и элементами Xt (s) xQg2(R) 
позволяет отождествить Ht(yj) с подпространствами se2

t{R), 
tv<t<T\ здесь скалярная функция Xt (s), -:o<s<-r'> е с т ь 

индикатор интервала (/0, t), ^~(/?) —гильбертово пространство 
всех измеримых /?-значных функций u(s), / 0 < s < r , 

т 
5 | |«(S) | |2dS<00 
и 

со скалярным произведением 
т 

(и, v) = § {и (5), v (s)} ds; и, VQSS2 (R), 
и 

a «S?2(i?) —подпространство всех функций u(s)Q&(R), таких, 
что K(s) = 0 при .s>/ —мы считаем, что стандартный вине-
ровский процесс т](t), tQ<i<.T, имеет нормированную кор­
реляционную функцию 

_Ч(в ,*) . -min(s- t 0 , t - t 0) . I , t0<s, t<T, (3.2) 

Пусть ' S (/), i0<t<T, —какой-либо случайный процесс 
с компонентами {Z(t),x}, tQ<^t<iT (xQR) И пусть В% (s, t) — 
его корреляционная (операторная) функция в гильбертовом 
пространстве R: 

£{4s),x)-WW~y} = {Bs(s,i)x,yV, x,yeR. (3.3) 

Как ыы знаем, семейство подпространств Ht{%), t0<t<CT, 
будет изометричным семейству 5S]{R), iu<t <Г , если, 
скажем, процесс k(t), t0<i<T, будет эквивалентен вине-
ровскому процессу ?.(*), .?-</.< Г, В данном случае эквива­
лентность означает, что оператор А: 

A'-Xt(s)x-+$(t),xh (3.4) 
определенный на полной в se2(R) системе элементов 

u{s)=Xt(s)x> t0<s<T, xeR, t0<t<T, 
может быть продолжен до линейного ограниченного обрати­
мого оператора А, такого, что разность 1—А*А есть опе­
ратор Гильберта —Шмидта в функциональном пространстве 

Согласно общей теореме п. 1 § 2, всякий оператор Гиль­
берта—Шмидта в функциональном пространстве S32(R) 
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задается некоторым ядром K(s,t)£S52(RxR) — операторной 
функцией в гильбертовом пространстве R со значениями 
K(s, t)QS2(R) и интегрируемой в квадрате следовой нормой: 

ТТ 

]\\K(s,t)\*dsdt<oo, (3.5) 

где 
\K(s,t)\^Sp[Kis,t)*-K(s,t)]. (3,6) 

Следовательно, при условии эквивалентности должно быть 
тт 

{и, v) — {Аа, Av) = ^ { {К (s, t) a(s), v (t)} dsdt, и, vQSS2 (R), (3.7) 

где K(s, t) —некоторое ядро из пространства ^ 2 (^Х-^) . 
Очевидно, соотношение (3.7) будет выполнено для всех эле­
ментов и, v£S52(R), если оно выполняется для некоторой 
полной системы элементов. При 

«(s) — X,,(s)--*. ^(0=-Х,а(-)'У 
соотношение (3.7) можно представить в следующем виде: 

{£„ {ti, t2) х, у} - {В6 (^, t2) х, у} == 

^{K(s,t)x,y}dsdt (3.8) 
' о Со 

{x,yGR\t0<tut2<T) 
или, в операторной форме, 

h t, 
Bn(tut2)-Bl(tl,t2)=^K(s,t)dsd(; i0<tut2<T. (3.9) 

Очевидно также, что если представление (3.9) имеет место, 
то соответствующий оператор /—А*А будет оператором 
Гильберта—Шмидта. 

Далее, если разность 1—А*А = К. есть оператор Гильбер­
та — Шмидта, то условие обратимости ограниченного опера­
тора А*А=1—К можно выразить следующим образом: опе­
ратор К не имеет собственного значения, равного 1 (см. по 
этому поводу § 2 гл. Ш). 

В итоге мы приходим к следующему результату 
Теорема. Для эквивалентности случайных процессов 

g(t) и r\(t), tQ<it<.T, необходимо и достаточно, чтобы раз­
ность 

6 (М) ==5,(5, t)~--MM) 
была абсолютно непрерывна относительно dsXdt, точнее, 
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s t 
b{s,t)=*\^K{s,t)dsdt\ tQ<s,t<T, (3.10) 

to t0 

где производная К{s,t) = -^-b.(s,t) имеет интегрируемую в 
квадрате следовую норму: 

тт 

\\\mb^itdsdt<00^ < З Л 1 > 
а кроме того, у ядра К (s, t), как оператора в SS2 (R) нет 
единичного собственного значения*). 

Этот критерий эквивалентности сохраняется и в случае 
более сложного «стандартного» процесса \{t), t0 < t < Г, име­
ющего корреляционную функцию вида 

Bv(s,t)~min(F(s),F(t)).I, (3.12) 
где F(t), z?0<i<7,—-непрерывная слева монотонно неубыва­
ющая скалярная функция. Нужно только вместо лебеговой 
меры dsXdt взять соответствующую меру dF(s)xdF(t), 
заменив соотношения (3.10), (3.11) следующим: 

to t0 

где 
тт 

b(s,t)^^K(s,t)dF(s)dF(t), 

^\K(s,t)\4F(s)dF(t)<oo (3.13) 
tot. 

и ядро К (s, t) обладает тем свойством, что 
т т 

sup f f {К (s1i) и (s), и (t)}dF (s) dF (t) < 1, (3.14) 
н и ц - . i 0 1 

где sup берется по всем измеримым ./?-значным функциям 
т 

u(t), tQ<t<T, с интегралом | |и | | - = § ||й (г!) | |2dE (0> равным 1. 
и 

В заключение приведем один пример, . на который мы 
ссылались в самом начале (§ 2 гл. I) . 

П р и м е р . Пусть ii( t) , t 0 < t < T , — о т н о м е р н ы й случайный 
процесс с некоррелированными приращениями и F (0 = 

*> По-ввдимому, первые публикации об условиях такого рода для 
скалярного случая даны Шеппом [38]. Отметим, что эти условия легко по­
лучаются из условий эквивалентности стационарному процессу белого шу­
ма -с простейшей отектральмой плотностью g(%) •=•/. 
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=--.~|ri(t)|2, to<t<- r , — его структурная функция. (Отметим, 
что в случае F(t)=i—to мы имеем дело c винеровскйм про­
цессом). Пусть «(t), t 0 < t < T , — произвольный случайный 
процесс, такой лишь, что 

г 
5E|a(t)|2dF(t)<{infty}. 

Пусть 

Ut)=[a(s)dF(s)+rl(t), t0<t<T, (3.15) 

Учитывая, что проекция величины а (и) на подпростран­
ство Ht(rj) представима в виде стохастического интеграла 

J с (и, v) dt\ (о), где подынтегральная функция удовлетворяет 

условию 

\\e(u,v)\*dF{4})<E\a(u)\*, 

будет иметь 

Ea(a)7)(t)=E 

где 

1 * 
J С (U, Ч}) йщ (--)•$ d7] (И) | —J С(И, -и) dF{U), 
to 

ГТ 
I jj I с (и, v) p dE (и) dF (v) < oo. 

Поэтому 
^ ( s , 0 - - 3 i ( s . O -

= - U [л («). 7j (t)] dE (и) - $ E [а (г;). 7) (s)] dF (щ) -

—J ]E[a(u)-a(v)]dF(u)dF(v) = 

s s 

= 55 К (u,v)dF(u)dF(v), 
ut„ 

где ядро K(u,v) имеет вид 
К (и, v) = — с (а, ч))—с (v, и) —Е[а(и)-а (v)] 

и удовлетворяет условию (3.13). 
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Таким образом, при дополнительном условии (3.14) слу­
чайный процесс %(t), t0<Ct<.T, будет эквивалентен процессу 
^ОО, tQ<_t<CT, и, следовательно, будет иметь обновляющий 
процесс такого же типа, как *r\(t), t0<t<.T. 

Условие (3.14), означающее, что оператор 

А :2ОД('*)-+З^Ч-*) 
является ограниченным и обратимым, автоматически выпол­
няется, например,, если случайные процессы a(t) и 7j(t), 
^0<." ̂  < 7", некоррелированы: 

Ea(s) </,(/)=О, t0<s, t<T. 
В этом случае ядро 

K(s,t)=-E[a(s)-a(t)] 
является отрицательно определенным: 

т т т 
<0 J lK(s,t)u(s)a(t)dF(s)dF(t)=-E \a(t)u{t)dF(t) 

'о 'о 'о 
Г 

для любой функции и(t), \\tt(t) |2 dF(г.) < oo. 
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УДК 517.862.3 
Ю. И. Манин, р- адические автоморфные функции. «Современные пробле­

мы математики». «Итоги науки и техники) 1974, 8, 5—92, библ. 27 
Дается системное изложение р-адических аналогов классических автоморф-

ных функций Якоби, Абеля и Шоттки. Рассматривается функциональный и 
алгебро-геометрический аспекты теории. Строится аналог решетки периодов для 
алгебраических кривых униформизируемых р-адическими дискретными груп­
пами. 

УДК 517.9:530.1 
Л. Д. Фаддеев, Обратная задача квантовой теории рассеяния. II. «Совре­

менные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974, 3, 93—180, 
библ. 48 

обсуждается развитие проблемы о восстановлении потенциала в операторе 
Шредингера по амплитуде рассеяния в течение последних 15 лет. основное 
внимание уделяется одномерному оператору Шредингера на всей оси и трех­
мерному оператору Шредингера. Исследование первого оператора технически 
близко к рассмотренному в 50 годах случаю радиального оператора Шредингера 
и в то же время содержит многие особенности значительно более трудного 
изучения трехмерного оператора. Помимо описания формализма обратной 
задачи в статье приведено его приложение к решению нелинейных эволюцион­
ных уравнений, встречающихся в гидродинамике и квантовой теории сплошных 
сред. 

УДК 519.2 
Ю. А. Розанов, Обновляющие процессы и проблема факторизации. «Совре­

менные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 1974, 3, 181—256, 
библ. 40 

Содержится подробный обзор ряда важных и интересных результатов сов­
ременной теории случайных процессов 2-го порядка (в частности нестационар­
ных), изложение принадлежащей автору концепции, с позиции которой эти 
результаты переосмыслены и которая позволила автору получить новые теоремы. 

V. 


