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Application of a computer mathematics system in problems of applied
nonlinear dynamics.
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Abstract. Mathematical formalization of various natural processes leads to models that
are described by nonlinear differential equations (ordinary, in partial derivatives and functional-
differential equations) or nonlinear integral equations.

Their research takes place within the framework of applied non-linear dynamics. The issues
of stability, bifurcation of solutions, the emergence of spatially inhomogeneous structures, quasi-
periodic solutions, etc. are considered. Various theories, methods and algorithms are used (for
example, the theory of bifurcation of vector fields, the theory of central manifolds, the theory
of normal forms, etc.). An important and relevant aspect is the use of computer mathematics
systems.

In the article, using the Wolfram Mathematica package, the nonlinear (quasi-linear)
functional-differential equations of the parabolic type with transformation of spatial variables,
which are simulating real physics experiments in nonlinear optical systems with Kerry
nonlinearity, in which the transformation of a field in a two-dimensional feedback loop leads
to the emergence of spatially heterogeneous, rotating and other structures, are investigated

The conditions under which new structures appear depend on several system parameters: the
diffusion coefficient of the medium, the intensity of the signal source, the transformation in the
feedback loop (for example, rotation, compression-stretching). For local analysis of structures and
description of scenarios of their development asymptotic methods of research of local dynamics
of solutions of functional-differential equations with small diffusion parameter, parameter of
intensity and parameters of transformation of coordinates are used. The numerical solution
and visualization of the results for various parameter values are of interest. Note that various
models containing at least cubic nonlinearity with respect to the desired function of the form u3

(|u|pu, p ≥ 2) are used to simulate the formation of rotating structures, travelling waves, vortices.
The importance of studying equations with low diffusion and other parameters is due to the

modern problems of searching for innovative methods of storing, transmitting and processing
information, modern issues of nanotechnology.

Keywords: applied nonlinear dynamics, functional differential equations, bifurcation, stationary
solution, Wolfram Mathematica.
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Введение

Математическа󰑱 формали󰑬аци󰑱 процессов ра󰑬личной природы приводит к моде-
л󰑱м, которые описыва󰑧тс󰑱 нелинейными дифференциал󰑭ными уравнени󰑱 (обыкно-
венными и в частных прои󰑬водных, а так󰑨е функционал󰑭но-дифференциал󰑭ными
уравнени󰑱ми) или нелинейными интеграл󰑭ными уравнени󰑱ми.

Их исследование проводитс󰑱 в рамках прикладной нелинейной динами-
ки (ПНД). Рассматрива󰑧тс󰑱 вопросы устойчивости, бифуркации решений, во󰑬никно-
вени󰑱 пространственно-неоднородных структур, ква󰑬ипериодических решений и др.
При этом испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 ра󰑬личные теории, методы и алгоритмы (теори󰑱 бифур-
кации векторных полей, теори󰑱 централ󰑭ных многообра󰑬ий, теори󰑱 нормал󰑭ных
форм и др.). Ва󰑨ным и актуал󰑭ным аспектом 󰑱вл󰑱етс󰑱 испол󰑭󰑬ование систем ком-
п󰑭󰑧терной математики.

В работе с помощ󰑭󰑧 пакета Wolfram Mathematica исследованы нелинейные (ква-
󰑬илинейные) функционал󰑭но-дифференциал󰑭ные уравнени󰑱 параболического типа
с преобра󰑬ованием пространственных переменных, моделиру󰑧щие эксперименты в
нелинейных оптических системах с нелинейност󰑱ми керровского типа [1], в которых
преобра󰑬ование пол󰑱 в двумерном контуре обратной св󰑱󰑬и приводит к во󰑬никнове-
ни󰑧 пространственно-неоднородных, враща󰑧щихс󰑱 и других структур. Услови󰑱, при
которых по󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 новые структуры, 󰑬авис󰑱т от нескол󰑭ких параметров системы:
коэффициента диффу󰑬ии среды, интенсивности источника сигнала, преобра󰑬овани󰑱
в контуре обратной св󰑱󰑬и (например, поворота, с󰑨ати󰑱 или раст󰑱󰑨ени󰑱). Дл󰑱 ло-
кал󰑭ного анали󰑬а структур и описани󰑱 сценариев их ра󰑬вити󰑱 испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 асимп-
тотические методы исследовани󰑱 локал󰑭ный динамики решений функционал󰑭но-
дифференциал󰑭ных уравнений с малым параметром диффу󰑬ии, бол󰑭шим парамет-
ром интенсивности и параметрами преобра󰑬овани󰑱 координат. Представл󰑱ет интерес
численное решение и ви󰑬уали󰑬аци󰑱 ре󰑬ул󰑭татов дл󰑱 ра󰑬личных 󰑬начений параметров.

Отметим, что дл󰑱 моделировани󰑱 процессов обра󰑬овани󰑱 враща󰑧щихс󰑱 струк-
тур, бегущих волн, вихрей (спиралей) примен󰑱󰑧тс󰑱 ра󰑬личные модели, содер󰑨ащие
по крайней мере кубическу󰑧 нелинейност󰑭 относител󰑭но искомой функции вида u3

(|u|pu, p 󰃍 q2).

Необходимост󰑭 исследовани󰑱 уравнений с малой диффу󰑬ией и другими парамет-
рами обусловлена актуал󰑭ными 󰑬адачами поиска инновационных методов хранени󰑱,
передачи и обработки информации, современными 󰑬адачами нанотехнологий.
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Стат󰑭󰑱 органи󰑬ована следу󰑧щим обра󰑬ом: в первом ра󰑬деле привод󰑱тс󰑱 теоре-
тические аспекты исследовани󰑱 с необходимыми ре󰑬ул󰑭татами и описанием алгорит-
мов, во втором ра󰑬деле приведена программна󰑱 реали󰑬аци󰑱 представленных алгорит-
мов построени󰑱 структур решений и анали󰑬 устойчивости в системе комп󰑭󰑧терной
математики (Wolfram Mathematica).

1. Функционал󰑭но-дифференциал󰑭ное уравнение с
преобра󰑬ованием пространственной переменной

На области S рассматриваетс󰑱 функционал󰑭но-дифференциал󰑭ное уравнение па-
раболического типа с преобра󰑬ованием пространственной переменной, описыва󰑧щее
фа󰑬ову󰑧 модул󰑱ци󰑧 световой волны, котора󰑱 в двумерном контуре обратной св󰑱󰑬и
прошла тонкий слой нелинейной среды керровского типа [1]–[2]:

∂u

∂t
−D∆u+ u− ΛQu = f(u) = K(1 + γ cosQu)− ΛQu ≡ g(x, t), x ∈ S, t > 0, (1)

где u = u (x, t), x ∈ S, Qu 󰯹 преобра󰑬ование пространственной переменной. 󰑪ада-
ны краевые услови󰑱 Неймана [3]–[7] или с косой прои󰑬водной [8], а так󰑨е начал󰑭-
ное условие u(x, 0) = u0(x) и условие 2π-периодичности по угловой переменной.
󰑪дес󰑭 ∆ 󰯹 оператор Лапласа, D > 0 󰯹 коэффициент диффу󰑬ии частиц нелинейной
среды, Qu(x, t) = u(q(x), t) 󰯹 гладкое преобра󰑬ование пространственных перемен-
ных, K > 0 󰯹 коэффициент, пропорционал󰑭ный интенсивности вход󰑱щего потока,
γ (0 < γ < 1) 󰯹 коэффициент видности (контрастности) интерференционной карти-
ны, Λ = −Kγ sinw.

Пуст󰑭 w = w(x, t) 󰯹 одно и󰑬 решений 󰑬адачи (1), в окрестности которого пред-
ставим (1) в виде

∂v

∂t
= Lv +Nv, x ∈ S, t ≥ 0,

v (x, 0) = v0(x),
(2)

где v = v(x, t) 󰯹 нова󰑱 неи󰑬вестна󰑱 функци󰑱, u = w + v [5],

Lv = −v +D∆v + ΛQv, Λ = −Kγ sinw, (3)

Nv = f(Qw,Qv) = Kγ (cosQw(cosQv − 1)− sinQw(sinQv −Qv)) . (4)

Ра󰑬ло󰑨ение нелинейной функции f(Qv,Qw) в р󰑱д по степен󰑱м v начинаетс󰑱 со
слагаемого v2, удовлетвор󰑱󰑧щего услови󰑧 f(0, Qw) = 0. Далее рассматрива󰑧тс󰑱 мо-
дели с нелинейност󰑭󰑧 не выше кубической. В качестве w рассматрива󰑧тс󰑱 функции
в виде w = const, w = w(r), w = w(θ), w = w(t) и др.
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Оставл󰑱󰑱 некоторое количество слагаемых, получена иерархи󰑱 моделей исходной
󰑬адачи. В работах [5]–[7] исследованы пространственно-неоднородные стационарные
решени󰑱 и периодические по времени решени󰑱 начал󰑭но-краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравне-
ни󰑱

∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv +

Ω

2
(Qv)2 − Λ

6
(Qv)3, t > 0, x ∈ S,

v (x, 0) = v0 (x) ,
∂v

∂n

󰀏󰀏
S
= 0 (условие Неймана).

(5)

󰑪адача (5) при Ω = 0 рассматриваетс󰑱 в работе [3].

Проводитс󰑱 исследование пространственно-неоднородных решений или пери-
одических по времени решений типа 󰯺бегуща󰑱 волна󰯻, которые ро󰑨да󰑧тс󰑱 в
процессе бифуркации и󰑬 пространственно-однородного стационарного решени󰑱
u(x, t) = w = const, определ󰑱емого уравнением

w = K(1 + γ cosw). (6)

Фиксируем гладку󰑧 ветв󰑭 w = w (K, γ), котора󰑱 соответствует одному и󰑬 решений
уравнени󰑱 (6), при

1 +Kγ sinw(K, γ) ∕= 0.

Линеари󰑬у󰑱 󰑬адачу (2) в окрестности стационарного пространственно-
однородного решени󰑱 w = w(K, γ) = const, получим:

∂v

∂t
= Lv, t > 0, x ∈ S,

∂v

∂n

󰀏󰀏󰀏󰀏
S

= 0, v (x, 0) = v0 (x) . (7)

В качестве области S рассматрива󰑧тс󰑱

1. Кол󰑭цо Sr = {(r, θ)| 0 < r1 󰃑 r 󰃑 r2; 0 󰃑 θ 󰃑 2π} [7].
2. Круг Sc = {(r, θ)| 0 󰃑 r 󰃑 r2; 0 󰃑 θ 󰃑 2π} [6].
3. Окру󰑨ност󰑭 S1 = {θ| 0 󰃑 θ 󰃑 2π}.
4. Тонкое кол󰑭цо Sδ = {(r, θ)| 0 < R− δ 󰃑 r 󰃑 R + δ; 0 󰃑 θ 󰃑 2π, δ ≪ 1}.

Дл󰑱 круговых областей в качестве преобра󰑬овани󰑱 выбран поворот на угол h,
Qu = u(r, θ+h, t), например, h = 2π

p
(p ∈ N). Преобра󰑬ование поворота на угол h = 2π

p

определ󰑱ет оператор Q = Qh, который 󰑱вл󰑱етс󰑱 оператором инвол󰑧ции Qp = I [9].
Ра󰑬решимост󰑭 󰑬адачи опираетс󰑱 на и󰑬учении операторного уравнени󰑱 ut = Au,

A = L+N в банаховых пространствах. Испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 H = L2(S) гил󰑭бертово про-
странство и󰑬меримых на S функций, H2 󰯹 функционал󰑭ное пространство комплекс-
но󰑬начных функций вещественной переменной Соболева со стандартным скал󰑱рным

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023
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прои󰑬ведением и соответству󰑧щей нормой. Линейный оператор L с област󰑭󰑧 опре-
делени󰑱 H2, рассматриваемый как неограниченный оператор в пространстве H, 󰑱в-
л󰑱етс󰑱 самосопр󰑱󰑨енным оператором.

󰑪адача на кол󰑭це Sr исследуетс󰑱 в пространствах H и H2.
H = Lr

2(S)× (0, 2π) 󰯹 пространство функций и󰑬 L2 квадратично интегрируемых
с весом r, со скал󰑱рным прои󰑬ведением и нормой (дл󰑱 круга r1 = 0):

< u, v >H=

2π󰁝

0

r2󰁝

r1

u(r, θ)v(r, θ)rdrdθ, 󰀂u󰀂2H =

2π󰁝

0

r2󰁝

r1

|u(r, θ)|2rdrdθ.

H2 󰯹 соболевское пространство комплексно󰑬начных функций двух вещественных
переменных со скал󰑱рным прои󰑬ведением и нормой:

< u, v >H2=< u, v >H + < (−∆)1/2u, (−∆)1/2v >H , 󰀂u󰀂2H2 =
√
< u, u >H2 ;

H2
2π={u ∈ H2|u(θ+2π) = u(θ)} 󰯹 󰑬амкнутое пространство 2π-периодичных функций.

В работе [7] найдена полна󰑱 в L2(S
r) ортонормированна󰑱 система собственных

функций оператора L:

ψn,m(r, θ) = Rn,m(λn,mr) exp[inθ], n = 0,±1,±2, . . . ; m = 1, 2, . . . , (8)

где
Rn,m(r) = Rn,m(λn,mr) = Jn (λn,mr) · Y ′

n (λn,mr1)− Yn (λn,mr) · J ′
n (λn,mr1) . (9)

󰑪дес󰑭 Jn, Yn 󰯹 функции Бессел󰑱 первого и второго рода пор󰑱дка n соответствен-
но [10], λn,m = 󰁨λ 󰯹 корни уравнени󰑱

J ′
n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
· Y ′

n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
− J ′

n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
· Y ′

n

󰀓
󰁨λr1

󰀔
= 0, (10)

функции R(r) = Rn,m (λm,nr) 󰯹 решени󰑱 краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравнени󰑱 Бессел󰑱

r2R′′(r)+ rR′(r)+(󰁨λ2r2−n2)R(r) = 0, R′(r1) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . , (11)

собственные 󰑬начени󰑱 оператора L (7):

λ∗
n,m = −1−Dλ2

n,m + Λ exp[inh], (12)

где n = 0,±1,±2, . . ., Λ определ󰑱етс󰑱 равенством (3) при w = const.

Решение линеари󰑬ованной 󰑬адачи, соответству󰑧щей (5), при h =
2π

p
мо󰑨ет быт󰑭

представлено в виде

u(r, θ, t) =
+∞󰁛

n=−∞

+∞󰁛

m=0

Cn,mRn,m(r) exp [−inθ] exp

󰀗󰀕
−1− µλ2

n,m + Λ exp

󰀗
i
2πn

p

󰀘󰀖
t

󰀘
.

В работе [6] получено аналогичное представление дл󰑱 круга.
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Устойчивост󰑭 решени󰑱 v 󰑬ависит от 󰑬нака Reλ∗
n,m, где λ∗

n,m определ󰑱󰑧тс󰑱 в (3): ес-
ли Reλ∗

n,m < 0, то решение v устойчивое, если Reλ∗
n,m > 0, то решение v неустойчивое.

В качестве бифуркационного параметра выбран коэффициент диффу󰑬ии D, при этом
Λ считаем фиксированным. В 󰑬ависимости от 󰑬начений Reλ∗

n,m и Imλ∗
n,m могут быт󰑭

получены ра󰑬личные типы решений, в частности, при Reλ∗
n,m = 0, Imλ∗

n,m ∕= 0 полу-
чаем чисто периодические решени󰑱. Более подробно рассмотрим случай Reλ∗

n,m ∕= 0.
Дл󰑱 дал󰑭нейшего исследовани󰑱 испол󰑭󰑬уем иерархии упрощенных моделей, по-

строенных в окрестности точек бифуркации [11]–[12], а именно, рассмотрим одну
и󰑬 моделей 󰑬адачи (2):

∂v

∂t
= −v +D∆v + ΛQhv + ΩQhv

2 − Λ

6
Qhv

3, Λ = −Kγ sinw, Ω = −Kγ
ctgw

2
,

0 < r1 󰃑 r 󰃑 r2 (дл󰑱 кол󰑭ца), 0 󰃑 r 󰃑 r2 (дл󰑱 круга),

0 󰃑 θ 󰃑 2π, t 󰃍 0,

(13)

с услови󰑱ми второго рода на кол󰑭це

∂v(r1, θ, t)

∂r
= 0,

∂v(r2, θ, t)

∂r
= 0, (14)

на круге
∂v(r2, θ, t)

∂r
= 0, (15)

начал󰑭ным условием v (r, θ, 0) = 0 и условием периодичности
v (r, θ + 2π, t) = v (r, θ, t).

В численных экспериментах полагаем, что h =
π

3
(аналогично мо󰑨но рассмот-

рет󰑭 другие случаи). Тогда Reλ∗
n,m ∕= 0, Imλ∗

n,m = Kγ sinw sin
πn

3
= 0, оператору L

соответствует ра󰑬ло󰑨ение в р󰑱д по собственным функци󰑱м ψ3s,m(r, θ) = R3s,m cos 3sθ,

s = 1, 2, . . . с собственными 󰑬начени󰑱ми

λ∗
3s,m = −Dλ2

3s,m − 1 + (−1)sΛ, (16)

где дл󰑱 кол󰑭ца λ3s,m 󰯹 m-корен󰑭 уравнени󰑱 (10), дл󰑱 круга это корни трансцендент-
ного уравнени󰑱

J ′
n

󰀓
󰁨λr2

󰀔
= 0. (17)

Будем считат󰑭, что m = 1. Критические 󰑬начени󰑱 параметра D определ󰑱󰑧тс󰑱
равенством

Ds =
−1 + (−1)sΛ

λ2
3s,1

. (18)

С точки 󰑬рени󰑱 бифуркационного анали󰑬а интерес представл󰑱ет случай Λ < −1. Дл󰑱
󰑬начений D > D1 нулевое решение (13) устойчиво, при умен󰑭шении параметра D и
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переходе чере󰑬 󰑬начение D1 нулевое решение становитс󰑱 неустойчивым с индексом
неустойчивости 1. Происходит бифуркаци󰑱 типа 󰯺вилка󰯻 [11]. Имеет место следу󰑧-
ща󰑱 теорема дл󰑱 󰑬адачи на кол󰑭це [7]

Теорема 1. При h = π/3, Λ < −1 существует δ > 0, такое что при фиксированном
󰑬начении m = 1 и дл󰑱 л󰑧бых 󰑬начений параметра D, удовлетвор󰑱󰑧щих неравенству
D1 − δ < D < D1, где Ds = (−1+(−1)sΛ)/λ2

3s,1, s = 1, 2, . . . , существует непрерывна󰑱
ветв󰑭 стационарных точек z(D) > 0 уравнени󰑱

ż = λ3(D)z +
1

2d23,1

󰀣
Λγ1
4

− Ω2γ2
2󰀃

2λ3 − λ6

󰀄
d26,1

󰀤
z3 + . . . , (19)

которой соответствует стационарное решение v = ϕ(r, θ, D) уравнени󰑱 (22), опре-
дел󰑱емое равенством

ϕ(r, θ, D) = zR3,1(r) cos 3θ + z2R6,1(r)
Ωγ2

2 (2λ3 − λ6) d26,1
cos 6θ+

+z3R9,1(r)
1

2 (3λ3 − λ9) d29,1

󰀗
− Ω2γ2γ3
(2λ3 − λ6) d26,1

+
Λγ4
12

󰀘
cos 9θ + ξ(z, r, θ, D) |z=z(D),

(20)

где ξ(z, r, θ, D) = O(|z|4), R3s,1 удовлетвор󰑱ет услови󰑧 (9),

d23s,1 =
2

π2λ2
3s,1r

2
1

󰀗
π2r21
4

󰀃
λ2
3s,1r

2
2 − (3s)2

󰀄
(R3s,1(r2))

2 −
󰀃
λ2
3s,1r

2
1 − (3s)2

󰀄󰀘
,

γ1 =

r2󰁝

r1

rR4
3,1(r)dr, γ2 =

r2󰁝

r1

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr,

γ3 =

r2󰁝

r1

rR3,1(r)R6,1(r)R9,1(r)dr, γ4 =

r2󰁝

r1

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr,

(21)

где s = 1, 2, 3.
Решение ϕ(r, θ, D) 󰯹 орбитал󰑭но устойчиво.

Аналогичное утвер󰑨дение дл󰑱 круга дока󰑬ано в [6].
Теорема носит локал󰑭ный характер. Дока󰑬ател󰑭ство проведено с применением

централ󰑭ных многообра󰑬ий.
Дл󰑱 исследовани󰑱 асимптотики стационарных решений 󰑬адачи (13)–(15) и про-

ведени󰑱 численных экспериментов с ви󰑬уали󰑬ацией ре󰑬ул󰑭татов при умен󰑭шении би-
фуркационного параметра D и его отходе от критического 󰑬начени󰑱 D1 испол󰑭󰑬уетс󰑱
метод Галеркина, который согласован с методом централ󰑭ных многообра󰑬ий.
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1.1. Метод Галеркина. В соответствии с методом Галеркина прибли󰑨енные реше-
ни󰑱 (13)–(15) представим в виде

ϕ∗(r, θ) =
N󰁛

k=1

(zk exp[ikθ] + zk exp[−ikθ])Rk,1(r), (22)

󰑬дес󰑭 zk, zk 󰯹 комплексно сопр󰑱󰑨енные выра󰑨ени󰑱.
Так как функци󰑱 ϕ∗(r, θ), определ󰑱ема󰑱 равенством (22), удовлетвор󰑱ет уравне-

ни󰑧 (13), приходим к системе обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений

żk = λ∗
k,1zk + σk(z, z),

żk = λ∗
k,1zk + σk(z, z),

(23)

где λ∗
k,1(D) = −1−Dλ2

k,1 + exp[ikh]Λ, λ∗
k,1(D) = −1−Dλ2

k,1 + exp[−ikh]Λ, σk(z, z),

σk(z, z) 󰯹 формы трет󰑭ей степени от zk, zk, k = 1, 2, . . . , N.

Устойчивост󰑭 нулевого решени󰑱 системы (23) определ󰑱ет спектр матрицы устой-
чивости {λ∗

k,1(D), λ∗
k,1(D)}.

Как и выше h = π
3
, тогда первое критическое 󰑬начение параметра D, при

котором нулевое стационарное решение системы (23) тер󰑱ет устойчивост󰑭, опре-

дел󰑱етс󰑱 равенством D1 =
−Λ− 1

λ2
3,1

. В ре󰑬ул󰑭тате этого происходит бифуркаци󰑱

типа 󰯺вилка󰯻 и при D < D1 ро󰑨даетс󰑱 пара устойчивых стационарных точек
±z∗(D) = {0, 0,±z∗3 , 0, 0,±z∗6 , . . .}, 󰑱вл󰑱󰑧щихс󰑱 решени󰑱ми алгебраической системы
уравнений

λkzk + εk(zl) = 0, k, l = 1, 2, . . . , N, (24)

где εk(zl) 󰯹 полином трет󰑭ей степени, содер󰑨ащий втору󰑧 и трет󰑭󰑧 степен󰑭 zl.

Тогда пространственно-неоднородное стационарное решение 󰑬адачи (13)–(15)
определ󰑱етс󰑱 асимптотическим равенством

ϕ∗(r, θ, D) =

[N/3]󰁛

k=1

z3k(D) cos[3kθ]R3k,1(r). (25)

Так, решение z∗(D) при трехмодовой аппроксимации определ󰑱етс󰑱 системой

λ3z1 +
1

8d23

󰀅
Λ
󰀃
β3z

3
1 + 2δ36z

2
2z1 + 2δ39z

2
3z1 + ζ39z

2
1z3 + ξ639z

2
2z3

󰀄
−8Ωz2 (δ369z3 + ξ36z1)

󰀆
=0,

λ6z2 +
1

8d26

󰀅
−Λz2

󰀃
β6z

2
2 + 2δ36z

2
1 + 2δ69z

2
3 + 2ξ639z1z3

󰀄
+ Ωz1 (8δ369z3 + 4ξ36z1)

󰀆
= 0,

λ9z3 +
1

24d29

󰀅
3Λ

󰀃
β9z

3
3 + 2δ39z

2
1z3 + 2δ69z

2
2z3 + ζ39Λz

3
1 + ξ639z

2
2z1

󰀄
− 24δ369Ωz2z1

󰀆
= 0,
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где

βk =

r2󰁝

r1

rR4
k,1(r)dr, k = 3, 6, 9; δkl =

r2󰁝

r1

rR2
k,1(r)R

2
l,1(r)dr, k, l = 3, 6, 9 (k < l);

ζ39 =

r2󰁝

r1

rR3
3,1(r)R9,1(r)dr, ξ36 =

r2󰁝

r1

rR2
3,1(r)R6,1(r)dr,

δ369 =

r2󰁝

r1

rR2
3,1(r)R

2
6,1(r)R

2
9,1(r)dr, ξ639 =

r2󰁝

r1

rR2
6,1(r)R3,1(r)R9,1(r)dr.

(26)
Все этапы исследовани󰑱 начал󰑭но-краевых 󰑬адач (асимптотика, устойчивост󰑭

и т. д.) сопрово󰑨да󰑧тс󰑱 ра󰑬нообра󰑬ными символ󰑭ными преобра󰑬овани󰑱ми, числен-
ным построением спектра, вычислением громо󰑬дких интегралов от прои󰑬ведений соб-
ственных функций и др. В следу󰑧щем ра󰑬деле вычислител󰑭ные аспекты представ-
ленных теоретических выкладок реали󰑬у󰑧тс󰑱 алгоритмически с элементами ви󰑬уа-
ли󰑬ации. Дл󰑱 проведени󰑱 численных экспериментов испол󰑭󰑬ована система комп󰑭󰑧-
терной математики Wolfram Mathematica 11.3.

2. Применение системы комп󰑭󰑧терной математики
дл󰑱 решени󰑱 󰑬адачи на круге

2.1. Построение пространственно-однородных стационарных решений.
Пространственно-однородное решение уравнени󰑱 (4) w = const 󰯹 определ󰑱етс󰑱 урав-
нением

w = K (1 + γ cosw) ,

K(1− γ) 󰃑 w 󰃑 K(1 = γ).
(27)

Число решений уравнени󰑱 (27) 󰑬ависит от параметров K и γ. При во󰑬растании
󰑬начени󰑱 K происходит увеличение числа решений. В пакете Wolfram Mathematica
построена бифуркационна󰑱 диаграмма дл󰑱 (27). Более подробно в пункте 2.2.2. рас-
сматриваетс󰑱 система таких уравнений.

2.2. Построение частных случаев решений. В программной реали󰑬ации бифур-
кационный параметр D обо󰑬начим 󰁨D. Рассмотрим частные случаи: стационарное
решение, 󰑬авис󰑱щее от угловой координаты u = u(θ); стационарное решение, 󰑬авис󰑱-
щее от радиал󰑭ной координаты u = u(r); нестационарное решение, 󰑬авис󰑱щее тол󰑭ко
от времени u = u(t); нестационарное решение, 󰑬авис󰑱щее от времени и радиал󰑭ной
координаты u = u(r, t).

В окрестности таких решений во󰑬мо󰑨ны интересные структуры.
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2.2.1. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие от радиал󰑭ной координаты. Рассмотрим решение
󰑬адачи (13)–(15), 󰑬авис󰑱щее от радиал󰑭ной переменной u = w(r). Дл󰑱 определени󰑱
функции w(r) получим уравнение второго пор󰑱дка

󰁨D
󰀕
w′′(r) +

w′(r)

r

󰀖
− w(r) +K(1 + γ cosw(r)) = 0, 0 󰃑 r 󰃑 1 (28)

с краевыми услови󰑱ми
w(0) = 1, w′(1) = 0. (29)

Прибли󰑨енные решени󰑱 󰑬адачи (28)–(29) находим с помощ󰑭󰑧 встроенной функ-
ции NDSolve[eqns,u,{x,xmin,xmax}], котора󰑱 во󰑬вращает численное решение обык-
новенных дифференциал󰑭ных уравнений eqns дл󰑱 функции u с не󰑬ависимой пере-
менной x в диапа󰑬оне от xmin до xmax. Дл󰑱 󰁨D = 0.05, γ = 0.5, K = 1, 10 находим и
строим соответству󰑧щие прибли󰑨енные решени󰑱:

Программа 1. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие тол󰑭ко от радиал󰑭ной координаты

2.2.2. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие от угловой координаты. Пуст󰑭 u = w(θ) 󰯹 стацио-
нарное решение (13)–(15), 󰑬авис󰑱щее тол󰑭ко от угловой координаты θ. Тогда функци󰑱
u = w(θ) определ󰑱етс󰑱 уравнением

󰁨Dw′′(θ)− w(θ) +K(1 + γ cosQw(θ)) = 0 (30)
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с условием периодичности
w(θ + 2π) = w(θ),

где Qw(θ) = w(θ+h) 󰯹 оператор поворота на некоторый угол h, 󰑱вл󰑱󰑧щийс󰑱 опера-
тором инвол󰑧ции: Qmw = w. В этом случае уравнение (30) в 󰑬ависимости от операто-
ра Q мо󰑨ет быт󰑭 сведено к равносил󰑭ной системе m дифференциал󰑭ных уравнений
второго пор󰑱дка.

Пуст󰑭, например, m = 2, т. е. Q2w = w. Следу󰑱 работе авторов [4], приходим к
системе четырех дифференциал󰑭ных уравнений первого пор󰑱дка

w′
0 = v0, w

′
1 = v1,

v′0 = 󰁨D−1(w0 −K(1 + γ cosw1)), v
′
1 = 󰁨D−1(w1 −K(1 + γ cosw0)),

(31)

поло󰑨ени󰑱 равновеси󰑱 которой в плоскости (w0, w1) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решени󰑱ми системы
уравнений

w0 −K(1 + γ cosw1) = 0, w1 −K(1 + γ cosw0) = 0. (32)

И󰑬 (32) следует, что
K(1− γ) < wj < K(1 + γ), j = 0, 1. (33)

󰑪адаем параметры K = 1, 10, γ = 0.5. Дл󰑱 маркировки точек равновеси󰑱 на гра-
фике с помощ󰑭󰑧 функции FindRoot[{eng1,eng2, ...}, {{x,x0},{y,y0},...}], где
eng1,eng2, ... 󰯹 уравнени󰑱 системы, {{x,x0},{y,y0},...} 󰯹 диапа󰑬оны 󰑬начений
неи󰑬вестных (решение ищетс󰑱 вбли󰑬и 󰑬аданной точки), находим соответству󰑧щее
ка󰑨дой паре (K, γ) решение системы уравнений (32), удовлетвор󰑱󰑧щее услови󰑧 (33):

Программа 2. Построение точек равновеси󰑱 и векторного пол󰑱

Дл󰑱 графического представлени󰑱 решени󰑱 системы (32) испол󰑭󰑬уетс󰑱 функци󰑱
ContourPlot[{f1=g1,f2=g2, . . . },{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] с ра󰑬личными оп-
ци󰑱ми: PlotLabel (определ󰑱ет общу󰑧 метку дл󰑱 графика), FrameLabel (опреде-
л󰑱ет метки осей координат), PlotLegends (определ󰑱ет условные обо󰑬начени󰑱 дл󰑱
ра󰑬личных контурных линий, которые и󰑬обра󰑨а󰑧тс󰑱 в одной системе координат),
ContourStyle (определ󰑱ет стил󰑭, в котором дол󰑨ны быт󰑭 нарисованы контурные
линии или поверхности), Epilog (предоставл󰑱ет список графических параметров, ко-
торые могут быт󰑭 отобра󰑨ены после ви󰑬уали󰑬ации основной части графики). Функ-
ци󰑱 StreamPlot[{{vx,vy},{wx,wy}, . . . },{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] по󰑬вол󰑱ет
получит󰑭 векторное поле.
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Фиксиру󰑱 K = 10, γ = 0.5, получим графическое представление точек равновеси󰑱
и векторное поле (см. рис. 1).

Рис. 1. Точки равновеси󰑱 системы (20) дл󰑱 Λ = −3
2
, h = π

3
, K = 1, 10 и

векторное поле в их окрестности
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2.2.3. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие тол󰑭ко от времени. Рассмотрим решение 󰑬ада-
чи (13)–(15), 󰑬авис󰑱щее от времени u = w(t). Дл󰑱 определени󰑱 функции w(t) получим
уравнение первого пор󰑱дка

w′(t) = −w(t) +K(1 + γ cosw(t)) (34)

с начал󰑭ным условием w(0) = w0.
Прибли󰑨енные решени󰑱 󰑬адачи (34) находим с помощ󰑭󰑧 встроенной функции

NDSolve[eqns,u,{x,xmin,xmax], котора󰑱 во󰑬вращает численное решение обыкновен-
ных дифференциал󰑭ных уравнений eqns дл󰑱 функции u с не󰑬ависимой переменной
x в диапа󰑬оне от xmin до xmax. Дл󰑱 󰁨D = 0.05, γ = 0.5, K = 1, 10 находим и строим
соответству󰑧щие прибли󰑨енные решени󰑱:

Программа 3. Решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие тол󰑭ко от времени

2.3. Линеари󰑬аци󰑱 в окрестности выбранного стационарного решени󰑱.
Фиксируем гладку󰑧 ветв󰑭 w = w (K, γ), котора󰑱 соответствует одному и󰑬 решений
уравнени󰑱

w = K(1 + γ cosw), при 1 +Kγ sinw(K, γ) ∕= 0.

Выполним 󰑬амену u = w + v, где v = v(x, t) 󰯹 нова󰑱 неи󰑬вестна󰑱 функци󰑱. Ис-
пол󰑭󰑬у󰑱 встроенну󰑧 функци󰑧 Series[f,{x,x0,n}], котора󰑱 генерирует ра󰑬ло󰑨ение
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в степенной р󰑱д функции f в точке x0 по (x− x0)
n, раскладываем функци󰑧

cos(w +Qv(x, t))

в р󰑱д по v(x, t) (при v0 = 0 с учетом Λ = −Kγ sinw, Ω = −Kγ cosw). Программна󰑱
реали󰑬аци󰑱:

Программа 4. Процедура линеари󰑬ации

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

Таким обра󰑬ом,
∂v

∂t
= D∆v − v + ΛQv +

Ω

2
(Qv)2 − Λ

6
(Qv)3 − Ω

24
(Qv)4+

+
Λ

120
(Qv)5 +O

󰀃
(v)6

󰀄
, t > 0, x ∈ S

v (x, 0) = v0 (x) ,

Линеари󰑬у󰑱 󰑬адачу в окрестности стационарного пространственно-однородного

решени󰑱 w(K, γ) = K(1 + γ cosw), получим
∂v

∂t
= Lv.

2.4. Метод Галеркина, согласованный с централ󰑭ным многообра󰑬ием.
Дл󰑱 построени󰑱 стационарного пространственно-неоднородного решени󰑱 󰑬адаем
h = π/3 и пор󰑱док аппроксимации p = 3. Испол󰑭󰑬у󰑱 встроенну󰑧 функци󰑧
Sum[f,{i,imin,imax}], представим решение модел󰑭ной 󰑬адачи (5) в специал󰑭ном ви-
де. Дл󰑱 получени󰑱 системы обыкновенных дифференциал󰑭ных уравнений воспол󰑭󰑬у-
емс󰑱 встроенной функцией TrigReduce[expr], котора󰑱 переписывает прои󰑬ведени󰑱 и
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степени тригонометрических функций в выра󰑨ении expr в виде тригонометрических
функций с комбинированными аргументами. В полученном ре󰑬ул󰑭тате, учитыва󰑱 ор-
тогонал󰑭ност󰑭 системы собственных функций [5], приходим к системе обыкновенных
дифференциал󰑭ных уравнений. Правые части S2k, k = 1, 2, 3 󰑬аписаны с учетом того,
что функции R2k(r) 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 решени󰑱ми краевой 󰑬адача дл󰑱 уравнени󰑱 Бессел󰑱

r2R′′(r) + rR′(r) +
󰀓
󰁨λ2r2 − n2

󰀔
R(r) = 0, R′(r2) = 0, n = 0,±1,±2, . . . (35)

Программа 5. Формирование системы уравнений
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Получим систему żkR3k,1 = S1k, k = 1, 2, 3. Дл󰑱 определени󰑱 точек равновеси󰑱
необходимо умно󰑨ит󰑭 k-ое уравнение на rR3k,1 и проинтегрироват󰑭 на отре󰑬ке [0, r2].
Дл󰑱 этого испол󰑭󰑬уем встроенну󰑧 функци󰑧 Integrate[f,{x,xmin,xmax}]:

Программа 6. Определение точек равновеси󰑱 системы

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



72 А. А. Корнута, В. А. Лук󰑭󰑱ненко

Введем обо󰑬начени󰑱 (индексы k, l,m, n = 1, N):

d23k =
󰁕 1

0
rR2

3k,1 (r) dr, β3k =
1󰁕
0

rR4
3k,1(r)dr, δ3k,3l =

1󰁕
0

rR2
3k,1(r)R

2
3l,1(r)dr,

ξ3k,3l =
1󰁕
0

rR2
3k,1(r)R3l,1(r)dr, ζ3k,3l =

1󰁕
0

rR3
3k,1(r)R3l,1(r)dr при k < l,

δ3k,3l,3m =
1󰁕
0

rR3k,1(r)R3l,1(r)R3m,1(r)dr при k < l < m,

ξ3k,3l,3m =
1󰁕
0

rR2
3k,1(r)R3l,1(r)R3m,1(r)dr при k ∕= l,m; l < m.

Получим систему żk
1󰁕
0

rR2
3k,1(r)dr = S4k, k = 1, 2, 3:

Программа 7. Продол󰑨ение работы программы 6

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:
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Испол󰑭󰑬у󰑱 встроенные функции Do[expr,{i,imin,imax},{j,jmin,jmax},...] и
Array[f,n,{a,b}] (генерирует список, испол󰑭󰑬у󰑱 n 󰑬начений от a до b), составл󰑱ем
матрицу устойчивости системы S5k = 0, k = 1, 2, 3.

Дл󰑱 проведени󰑱 анали󰑬а устойчивости точек равновеси󰑱 находим собствен-
ные 󰑬начени󰑱 матрицы матрицы устойчивости с помощ󰑭󰑧 встроенной функции
Eigenvalues[m]. С помощ󰑭󰑧 MatrixForm[list] представл󰑱ем элементы списка в ви-
де обычной матрицы.

Программа 8. Нахо󰑨дение собственных 󰑬начений матрицы

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:
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󰑪адаем функции R3k,1 = J3k с помощ󰑭󰑧 встроенной функции BesselJ[n,z], кото-
ра󰑱 на выходе дает функци󰑧 Бессел󰑱 первого рода с индексом n. Находим решени󰑱
соответству󰑧щей краевой 󰑬адачи дл󰑱 уравнени󰑱 Бессел󰑱:

Ре󰑬ул󰑭тат программы:

󰑪адаем найденные на предыдущем шаге собственные 󰑬начени󰑱 λ3k,1.
Дл󰑱 ви󰑬уали󰑬ации ре󰑬ул󰑭татов ра󰑬ло󰑨им функции Бессел󰑱 J3k(r), k = 1, 2, 3 в

степенной р󰑱д, испол󰑭󰑬у󰑱 встроенну󰑧 функци󰑧 Series[f,{x,x0,n}], котора󰑱 гене-
рирует ра󰑬ло󰑨ение в степенной р󰑱д f(x) в точке x0 до n-го пор󰑱дка.

Ре󰑬ул󰑭тат программы:

󰑪адаем решени󰑱 уравнени󰑱 Бессел󰑱 с краевыми услови󰑱ми на границе круга:
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Вычислив прибли󰑨енные 󰑬начени󰑱 интегралов, получим систему дл󰑱 нахо󰑨де-
ни󰑱 точек равновеси󰑱:

Программа 9. Нахо󰑨дение точек равновеси󰑱

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

В численных экспериментах 󰑬аданы 󰑬начени󰑱 параметров Λ = −3

2
, K = 2. Опре-

делим прибли󰑨енные 󰑬начени󰑱 параметров γ, w,Ω в окрестности γ = 0.1, w = 2 и󰑬
услови󰑱, что w = w(K) это решение уравнени󰑱 w = K(1 + γ cosw), Λ = −Kγ sinw.

Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 функцией FindRoot[eng1, eng2, ...}, {{x,x0},{y,y0},...}],
котора󰑱 выполн󰑱ет одновременный поиск численного решени󰑱 уравнений engi в

окрестности точки (x0,y0,...). Вычисл󰑱ем 󰑬начени󰑱 Ω =
Λ

2
ctgw и D1 =

−1− Λ

λ2
3,1

,

где λ3,1 ≈ 2.100594470605264.

Программа 10. Численные решени󰑱 в окрестности точки равновеси󰑱

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

󰯺Таврический вестник информатики и математики󰯻, 󰎍4 (61)’ 2023



76 А. А. Корнута, В. А. Лук󰑭󰑱ненко

На 󰑬акл󰑧чител󰑭ном этапе прои󰑬водитс󰑱 ви󰑬уали󰑬аци󰑱 полученных ре󰑬ул󰑭та-
тов. Выбираетс󰑱 󰑬начение параметра D < D1 ≈ 0.028, при котором решаетс󰑱 си-
стема S7k = S6k, 󰁨D и находитс󰑱 стационарна󰑱 точка системы (24). Определ󰑱тс󰑱
матрицу устойчивости и ее спектр в точке равновеси󰑱. Воспол󰑭󰑬овавшис󰑭 встроен-
ной функцией RevolutionPlot3D[f,{t,tmin,tmax},{s,smin,smax}], ви󰑬уали󰑬ируем
пространственно-неоднородное стационарное решение.

Программа 11. Ви󰑬уали󰑬аци󰑱 пространственно-неоднородного решени󰑱

Ре󰑬ул󰑭тат работы программы:

Испол󰑭󰑬у󰑱 встроенну󰑧 функци󰑧 ContourPlot3D[f,{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}],
по󰑬вол󰑱󰑧щу󰑧 построит󰑭 линии уровн󰑱 поверхности, получим решени󰑱 (см. рис. 2).

Программа 12. Построение линий уровн󰑱 поверхности (решени󰑱)
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Рис. 2. Линии уровн󰑱 пространственно-неоднородных решений (20)
дл󰑱 Λ = −3

2
, h = π

3
при 󰁨D = 0.025.

󰑪акл󰑧чение

Дл󰑱 вы󰑱снени󰑱 поведени󰑱 решений 󰑬адач дл󰑱 нелинейного функционал󰑭но-
дифференциал󰑭ного уравнени󰑱 параболического типа с преобра󰑬ованием простран-
ственных переменных испол󰑭󰑬у󰑧тс󰑱 ра󰑬личные методы асимптотического, бифурка-
ционного анали󰑬ов, теории во󰑬мущений, интеграл󰑭ных (централ󰑭ных) многообра󰑬ий
и др. Такое исследование сопрово󰑨даетс󰑱 ра󰑬ло󰑨ением решений в р󰑱д, преобра󰑬ова-
нием р󰑱дов, вычислением интегралов с собственными функци󰑱ми соответству󰑧щих
спектрал󰑭ных 󰑬адач и т. п. Рационал󰑭но испол󰑭󰑬оват󰑭 пакеты прикладных программ
на основе символ󰑭ных вычислений.

На примере 󰑬адачи, моделиру󰑧щей эксперименты в оптических системах с нели-
нейност󰑱ми керровского типа дл󰑱 круговых областей, в которых преобра󰑬ование по-
л󰑱 в двумерном контуре обратной св󰑱󰑬и приводит к во󰑬никновени󰑧 пространственно-
неоднородных, враща󰑧щихс󰑱 и других структур, приведены характерные програм-
мы. В первом ра󰑬деле стат󰑭и содер󰑨атс󰑱 основные теоретические аспекты, св󰑱󰑬ан-
ные с необходимыми дл󰑱 численного решени󰑱 ре󰑬ул󰑭татами и описанием алгоритмов
(методов), во втором ра󰑬деле приведена реали󰑬аци󰑱 алгоритмов построени󰑱 структур
решений и анали󰑬 устойчивости в системе комп󰑭󰑧терной математики.
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Бол󰑭шое внимание уделено построени󰑧 частных случаев решений, таких как:
решени󰑱, 󰑬авис󰑱щие от радиал󰑭ной координаты; от угловой координаты, от времени.

С помощ󰑭󰑧 пакета Wolfram Mathematica, испол󰑭󰑬у󰑱 основные асимптотические
методы прикладной нелинейной динамики (в частности, метод Галеркина), осуществ-
лен локал󰑭ный анали󰑬 ро󰑨да󰑧щихс󰑱 структур и описаны сценарии их ра󰑬вити󰑱,
найдены точки равновеси󰑱 систем и их фа󰑬овые траектории. Получено численное ре-
шение и его ви󰑬уали󰑬аци󰑱 в 󰑬ависимости от 󰑬начений таких параметров, как малый
параметр диффу󰑬ии, бол󰑭шой параметр интенсивности и преобра󰑬овани󰑱 координат.

Данна󰑱 методика применима к широкому кругу 󰑬адач. Мо󰑨ет предвар󰑱т󰑭 чис-
ленные сеточные подходы.

Работа выполнена в рамках НО 󰯺Крымский математический центр󰯻 и поддер󰑨а-
на Министерством науки и высшего обра󰑬овани󰑱 Российской Федерации, соглашение
󰎍 075-02-2023-1799.
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