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Введение
Хотя когомологические операции Стинрода были построены в рабо­

те [23] лишь для регулярных клеточных разбиений, однако известно, что 
для их построения достаточно уже наличия „симплициального строения” 
с „диагональю" (см. [13], предисловие, стр. 6). В гл. I настоящей 
работы это построение проводится для свободных симплициальных абе­
левых групп, в которых определено диагональное отображение (§ 1—4). 
Грубо говоря, наш метод состоит в том, что ациклические носители, 
применяемые в работе [23], заменяются ациклическими моделями; вместо 
диагональной аппроксимации работы [23] появляется некоторая форма 
теоремы Эйленберга — Зильбера (см. теорему 1. 12).

В гл. II мы, следуя идеям Стинрода [25], с помощью норменного 
гомоморфизма (гомоморфизма переноса) устанавливаем прямую связь 
между когомологическими операциями и группой Эйленберга — Мак­
лейна Н* (А , q). При этом в роли комплекса Эйленберга — Маклейна 
выступает бесконечное симметричное произведение (см. § 9). Мы дока­
зываем (см. теоремы 10.1 и 10.3), что каждую когомологическую опе­
рацию (в группах сингулярных когомологий), группа коэффициентов 
которой имеет конечное число образующих, можно представить в виде 
суммы операций Стинрода. Этот факт, справедливость которого пред­
полагал Стинрод (см. [24]), был доказан Муром совершенно другим 
способом, а именно с помощью конструкций Картана. Вместе 
с содержащимся в работах [23], [26] анализом операций Стинрода эта 
теорема дает сравнительно небольшую и обозримую систему образую­
щих группы всех когомологических операций (см. замечание 10.6). 
Прямая связь между операциями Стинрода и группами Эйленберга — 
Маклейна была установлена также в краткой заметке Накамуры [17].

Гл. III (§ 11 — 15) содержит доказательства теорем 2 .6  и 6.7.
Я благодарю г-на Д. Пуппе за многочисленные критические замеча­

ния; в частности, я обязан ему первым доказательством теоремы 8.3. 
Беседы с г-ном П. Картье были очень полезны для меня прежде всего 
при изложении теоремы Эйленберга — Зильбера.

Важнейшие результаты этой работы были доложены на коллоквиуме 
Национального центра научных исследований в июне 1959 г. (см. Bull, 
de la Soc. Math, de France 1959).

*) D о 1 d A., Ober die Steenrodschen Kohomologieoperationen, Annals o f  Mathe­
matics, 73, № 2, 258—294 (1961).
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ГЛАВА I. ПРИВЕДЕННЫЕ СТЕПЕНИ В СИМПЛИЦИАЛЬНЫХ АБЕЛЕВЫХ 
ГРУППАХ С ДИАГОНАЛЬНЫМ ОТОБРАЖЕНИЕМ

§ 1. Теорема Эйленберга — Зильбера
Пусть К\, К2, . . . ,  Кп — произвольные симплициальные абелевы 

группы1). Теорема Эйленберга—Зильбера утверждает, что тензорное про­
изведение К\ ®  К2® ...® К п и декартово произведение Кг Х К 2Х — ХК„  
естественным образом гомотопически эквивалентны (см. [10], 2 или [13], 
3 .9 .1 ). Более того, доказательство этой теоремы с помощью ацикличе­
ских моделей показывает, что каждое естественное цепное отображе­
ние одного из этих произведений в другое, повышающее степень, гомо­
топно нулю. Для того чтобы точно сформулировать эти утверждения, 
мы воспользуемся, следуя П. Картье, понятием „функторного комп­
лекса" Н от (см. [2], 2).

Пусть $  — категория, объектами которой являются строки 
(KVK2, ..., К „) симплициальных абелевых групп. Тензорное произведение 
Кх<£)к2(£)...® Кп и декартово произведение КгХ К 2Х ... X  Кп явля­
ются ковариантными функторами, определенными на категории к и при­
нимающими значения в категории цепных комплексов. Один из этих 
функторов (безразлично какой) мы будем обозначать символом St, а дру­
гой (или тот же самый) — символом $8 . Символами Жр и 58р мы будем 
обозначать /^-мерные компоненты функторов St и 58 соответственно; при 
р<^ 0 мы будем считать, что 5йр =  58р =  0. Введя в рассмотрение 
группы Н от (Stp 58?) естественных преобразований функтора Stp в функ­
тор 58?, мы построим функторный комплекс Horn (St, 58), принимая 
за его r-мерные элементы / £  Н от (St, 58), произвольные последователь­
ности естественных преобразований f m : Stm —> 58m+r) /и =  ... — 1, 0, 1____

Таким образом,
(1.1) Н от (St, 58), =  ] ” ]  Н от (Stm, 58т +г )•

т
Граничный оператор
( 1.2) d: Horn (St, 58), -  Н от (St, 58), 

этого комплекса мы определим формулой
d{f )  =  d® ° /  +  ( - l )r+1 /»< /* ,

где d*I и d® -  граничные операторы соответственно функторов Щ и $8-
Легко убедиться в том, что dd =  0, т. е. что Нош(Щ, 95) действие 

тельно является цепным комплексом.

1) В переводе приняты следующие терминологические соглашения:
Пусть К — произвольная категория и пусть А — категория, объектами которой 

являются отрезки [п] =  {ОД, . . . ,  п) натурального ряда, а отображениями — возраста­
ющие (не строго) функции [п] -+ [т]. Каждый контравариантный функтор, опреде­
ленный в категории А и прйнимающий значения в категории /С, называется симпли- 
циальным объектом категории /С, а естественные преобразования таких функторов 
называются симплициальными (гомо)морфизмами. В частности, если катего­
рия К является категорией всех множеств, то соответствующие симплициальные 
объекты называются симплициальными множествами, а если К является катего­
рией всех (свободных) абелевых групп, то соответствующие симплициальные объ­
екты называются {свободными) симплициальными абелевыми группами.

Автор симплициальные множества называет, следуя Эйленбергу и Маклейну [9], 
„полными полусимплициальными комплексами", а симплициальные абелевы группы— 
„FD-комплексами" [в книге Годемана [13] симплициальные абелевы группы 
называются „полусимплициальными цепными комплексами"].

При переводе термин „комплекс" сохранен только за цепными комплексами„ 
в связи с чем, например, „геометрические" симплициальные комплексы („триангу­
ляции") называются симплициальными разбиениями. — Прим. ред.
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1.3. Циклами размерности г комплекса Н от (91, 93) являются после­
довательности /  таких естественных преобразований f m :%m —> 93m+r, что 
d f =  (—\)rfd,  т. е. естественные ценные преобразования 91—>93 
степени г. Цикл /  размерности г комплекса Н от (91, 93) тогда и только 
тогда гомотопен нулю (обозначение /  — 0), когда существует такая 
последовательность естественных преобразований s : 9lm —> 93m+r+i, что

f  =  ds\+(—\)r sd,

t. e. когда естественное преобразование / ,  рассматриваемое как цеп­
ное отображение, гомотопно нулю в обычном смысле. Таким образом, 
группа гомологии НГ Н от (91, 93) является группой гомотопиче­
ских классов цепных преобразований 91—>93 степени г.

1.4. В размерности 0 функторы 91 и 93 совпадают, 9t0 =  930, и каж­
дое естественное преобразование 910-^ 930 задается умножением на целое 
число (это утверждение очевидно, если все групцы А'1 =  /С2=  -- =  Кп 
являются группами цепей точки, ибо в этом случае 910(/С!,..., Кп) =  Z; 
для произвольных К i оно имеет место в силу естественности). Другими 
словами, группу Н от (910 , 930) можно отождествить с группой Z целых 
чисел и тем самым получить пополняющее отображение
(1.5) е : Н от (91, 93) — Z.
Группа Н о т (91, 93)г с г ^ О  переходит при этом отображении в 0, а эле­
менты /  £ Н от (91, 23)0 переходят в их компоненты / 0 (= Horn (9l0, 930) ss Z. 
Нетрудно показать (лучше всего тем же методом, что и выше, т. е. 
считая группы К i группами цепей точки), что ed =  0, так что е дей­
ствительно является пополняющим отображением, или, что то же самое, 
цепным отображением в комплекс (Z, 0) ’ ).

1.6. Т е о р е м а  Э й л е н б е р г  а—3 и л ь б е  ра. Комплекс Н от (91,93) 
является ациклическим комплексом над кольцом целых чисел Ъ, 
т. е. НТН о т (91,93) =  0 при г > 0  й

е* : t f  0 Н от (91, 93)^ Z .
Доказательство этой теоремы с помощью ациклических моделей 

вытекает из следующих двух предложений (см. [12], [13], 3 .9 . 1).
(I) Если для естественных цепных преобразований / ,  g: 91 —* 93 

степени г имеет место равенство
/ -  г =  g - г : 21- г —• 930, то f ^ g .

Из этого утверждения вытекает, что Н Г Н от (91, 93) =  0 / г / ш г > 0 и  
что отображение е* является мономорфизмом.

(II) Каждое преобразование / 0€Н от(910, 930) можно дополнить 
до естественного цепного преобразования / £ Н о т (91, 93)0. Это 
утверждение означает, что отображение е* является эпиморфизмом.

Заметим, что равенство / / г Н от (91, 93) =  0 имеет место и при г < 0; 
однако для дальнейшего это обстоятельство не имеет значения.

1.7. Легко видеть, что симметрическая группа tf(n) является 
группой операторов комплексов 91(Л'1,..., Кп) и 93(Л'1,...,/С„), а по­
тому также и группой операторов группы Н от (91, 93).

’ ) Для любой абелевой группы G и целого числа q мы символом (G, q) обоз­
начаем цепной комплекс, ^-мерная компонента которого совпадает с группой G, 
а все остальные равны нулю.
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Действительно, пусть ад € & (л) — произвольная перестановка чисел 1,
2, . . . ,п.  Очевидно, что соответствующая перестановка сомножителей 
определяет естественные изоморфизмы

ш: Кх X  К2 X  • • • X Кп -  К* а, X  К» (2) X  • • • X  Кш („)
( 1. 8)

ад : ■ ■ ■ ® К п — А Т » ( и ® ®  Ка <„>,

которые мы будем обозначать тем же символом ад. Таким образом,
ад X 2̂ X  •»• X ) === о̂) (1) X а ш (2) X •»• X  а̂, (л)

(1.9)
ад (а, (х) а2 ®  . . .  (х) а„) =  (—1 )* а ш р, (х) а ш (2) ®  . . .  ®  аш (я).

Знак (— 1)* в формуле (1.9) обычным образом зависит от переста­
новки ад и размерности сомножителей at. При фиксированных элемен­
тах av а2, . . .,  ап этот знак мультипликативно зависит от перестановки ад 
и при ад =  (/, / + 1) определяется четностью числа <Ит(аг)сН т(а £ + j).

Пусть теперь / £  Horn (St, 93) — произвольное естественное цепное 
преобразование. Тогда композиция ад°/оад-1, т. е. составное отображение

* < * . ....... К.) ~  Я(ЛГ. - , (1), ... Л ',-. .,)  1~

(К . - * ><„ , )  - ® ( К ,  •••• К,).
также будет принадлежать комплексу Ham (St, 93). Ясно, что, полагая
(1.10) <«• /  =  адо/оц>_1, <о£бР(п), /  6 Нош (St, 93),
мы определим симметрическую группу <0Р(п) — и тем самым любую ее 
подгруппу л С оТ(п) — как группу (левых) операторов комплекса 
Нош (St, 93).

Легко видеть, что это действие перестановочно с пополняющим 
отображением, т. е. что комплекс Нош (St, 93) является тс-комплексом 
над кольцом целых кисел Z, причем, в силу теоремы 1.6, этот комп­
лекс ацикличен.

Рассмотрим далее произвольный (положительно градуированный) 
свободный тс-комплекс W над кольцом Z. Напомним, что положи­
тельно градуированным называется комплекс, все компоненты кото­
рого в отрицательных размерностях равны нулю, а граничный оператор 
имеет степень —1. При этом комплекс называется ^-комплексом, 
если группа тс определена как группа его операторов, и свободным 
^.-комплексом, если этот комплекс, рассматриваемый как модуль над 
групповым кольцом Z tc, свободен, тс-комплекс называется тс-комплексом 
над кольцом Z, если он снабжен пополняющим тс-отображением е : W—> 
—> (Z, 0); считается при этом, что группа тс действует на Z тривиально.

По основной лемме гомологической алгебры (см. [4], (У), 1.1) суще­
ствует такое тс-отображение
( 1. 11) F': r - H o m ( S t ,  93),
с точностью до тс-гомотопии определенное однозначно, что е/7' =  е.

В силу известного изоморфизма,
Нош (Л, Нош(Д, С ))^ Н о ш (Л 0 Д , С)

(который имеет место также и для цепных комплексов; следует лишь 
проследить за знаком при граничном операторе); отсюда вытекает 
следующая
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1.12. Т е о р е м а .  Существует такое естественное преобра­
зование

F:W<&%1 -9 3 ,
что

F (w 0  а х 0  а2 0 . . .  0  ап) =  е (w) a t 0  а 2 0 . . .  0  ап
при

w£W, а ^ К р  dim(w) =  (Иш(аг)== О, 
и для любого ю ^я диаграмма

(1 13)

(/С шП) > •••> ^и> («)) •7> 85 {Ки> а ) , . . . ,  Кш (л>)Г
коммутативна.

Любое другое такое преобразование F : 1F0  Щ -> 93 связано 
с преобразованием F естественной, гомотопией s : W'0  51 —> 33, 
обладающей тем свойством, что при замене в диаграмме (1.13) 
преобразования F гомотопией s эта диаграмма останется ком­
мутативной.

Преобразование F, предусмотренное теоремой 1.12, и преобразова­
ние F', указанное в соотношении (1.11), связаны равенством
(1.14) F(w®a)  =  F'(w)(a), w£W,  а £ Щ К ъ ...,Кп).
Аналогичное равенство справедливо для гомотопий, связывающих отоб­
ражения вида F и отображения вида F'.

При я — 1 и W =  (2, 0) формулировка теоремы (1.12) переходит 
в классическую формулировку теоремы Эйленберга — Зильбера.

§ 2. Случай = /6  =  . . .= # „
Применим теорему 1.12 к случаю, когда все симплициальные абе­

левы группы K t совпадают: Кх =  К2 =■• • -Кп =  К. В силу формул 
(1.8) и (1.9), комплексы Ш(К, . . . ,  К), . . ,  К) являются я-комп-
лексами. Поэтому комплекс I F 0  31 (К, ■ . . ,  К) также будет я-комп- 
лексом относительно диагональных операторов

со (w 0  а) — со (w) 0  to (а), <1)£я.
Коммутативность диаграммы (1.13) показывает, что отображение

F :W ® n ( K , . . . ,K ) -^ % ( K , . . . ,  К)
является при этом ъ-гомоморфизмом (т. е. эквивариантно в смысле 
работы [23]).

В основном нас будет интересовать (определенный с точностью до 
я-гомотопии) естественный я-гомоморфизм
(2.1) F:W  (g) Кп —>
и двойственный ему (ср. [23], 2.8) гомоморфизм
(2.2) Ф: W 0  К(п)* —> Кп*,
где Кп и К{п) — декартова и соответственно тензорная п-я степень 
симплициальной группы К, при этом символом С*, где С — произволь­
ный комплекс, мы обозначаем комплекс
(2.3) С* =  Нош (С, (О, 0)).

2 Математика № 6
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[Комплекс Нош (С, D) для произвольных цепных комплексов С и D 
определяется формулами, аналогичными формулам (1.1) — (1.2).] Мы 
пользуемся кратким обозначением С*, ибо абелева группа О — не под­
чиненная, вообще говоря, никаким ограничениям — во всем дальнейшем 
будет фиксирована. Комплекс С* представляет собой не что иное, как 
комплекс коцепей комплекса С с коэффициентами в группе О, однако 
с видоизмененным граничным оператором (именно граничный оператор 8 
в комплексе С* определяется формулой 8<р =  (— l)I+d,m W<po(9; ср 1.2). 
Вводя обозначение С*г =  С_* (см. [4], IV. 3), мы получим отсюда, что 
группа Н_Г(С*) =  Hr(С*) представляет собой не что иное, как г-мер- 
ную группу когомологий комплекса С с коэффициентами в группе О.

Отображение Ф задается следующей формулой:
(2.4) Ф(да(х)д:*)-л: =  (— х:), 

w£W, х*£К(п}*, х£К п, р =  dim (w), q =  dim (x *)

(формула (2.4) отличается от формулы (2.8) статьи [23] знаком, кото­
рый включен в наше определение комплекса С*).

Так как К п, К(п) представляют собой тс-комплексы, то и Кп*, 
К{п)* (в силу двойственности) и W ® K (n)* (в силу диагональных 
операторов) являются ir-комплексами. Отображение Ф определено с 
точностью до гомотопии и является естественным ^-отображением. Фак­
торизуя его по группе тс (т. е. применяя операцию Z (§)*), мы получим 
определенное с точностью до гомотопии цепное отображение
(2.5) Ф1к:\Р®лКм * ^ К п*1к.

В интересующих нас ниже случаях отображение Ф обладает пра­
вым гомотопически обратным отображением. Именно имеет место сле­
дующая

2.6. Т е о р е м а .  Пусть
(a)W — ациклический (свободный, положительно градуирован­

ный) тс-комплекс над кольцом Z;
(р) К  — симплициальная свободная абелева группа;
(7) для каждого i модуль Нt (K) имеет конечное число обра­

зующих;
(8) группа тс является либо всей симметрической груп­

пой ой(п), либо ее силовской р-подгруппой of (п, р), отве­
чающей некоторому простому числу р.

Тогда существует такое цепное отображение
W:Kn*/K-^W(g)nKM*,

что (Ф/тс)¥ ~ 1 .  Поэтому, в частности, отображение Ф/тс индуци­
рует эпиморфизм групп гомологий.

Доказательство этой теоремы будет дано в гл. III (см. § 11 и 
далее). Мне неизвестно, не являются ли условия (f) и (8) лишними.

§ 3. Внешние степени Стинрода
Напомним, что категория положительно градуированных цепных 

комплексов и категория симплициальных абелевых групп в определен­
ном смысле эквивалентны, причем эта эквивалентность сохраняет о т ­
ношение гомотопии (см. [14], [5]). В дальнейшем, когда нам будет 
нужна какая-нибудь теорема о симплициальных абелевых группах, мы 
будем, как правило, ссылаться на соответствующую теорему о цеп­
ных комплесках.
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Все рассматриваемые ниже симплициальные абелевы группы пред­
полагаются свободными.

Пусть А — произвольная абелева группа и q 0 — некоторое 
целое число. Симплициальную абелеву группу М мы будем называть 
группой типа (A, q), если Hq(M) — A l) и Н 1(М) =  0 при i=f=q. 
В этом случае симплициальная группа М обладает так называемым 
фундаментальным классом когомологий i =  \м€,Ня (М, А) со сле­
дующим свойством (см. [6], 5.6).

3.1. Для любой (свободной) симплициальной абелевой группы 
К сответствие а —»а =  а*(1) представляет собой взаимно одно­
значное соответствие между гомотопическими классами сим- 
плициальных гомоморфизмов а\К-+М и классами когомологий 
а£Ня X (К, А).

Пусть а£Ня(К,А),  и пусть а: К —> М — соответствующий 
классу а симплициальный гомоморфизм (определенный с точностью до 
гомотопии). Ясно, что п-я степень ап: Кп —<- Мп отображения а является 
^-отображением относительно любой группы я перестановок множите­
лей. При этом если отображения а, а': К ~*М гомотопны, то отображе­
ния а", а'п: Кп —* М" — я-гомотопны (см. [5], 5.6; правда, там основное 
кольцо предполагается коммутативным, но, как легко видеть, эта ком­
мутативность в доказательстве не используется; см. также [8], 1). 
Поэтому двойственные отображения

ал* a//z*.‘ Ain*_> Кп*
(см. 2.3) также ^-гомотопны и, следовательно, их факторизации

а»*/тс, а'л*/я: Мп*/к — Кп*/ж
гомотопны. Таким образом, каждому элементу а£Ня (К, А) мы можем 
сопоставить некоторое отображение
(3.2) <хл*/я: Мп*/к — А'"*/'*,
определенное с точностью до гомотопии однозначно. Индуцированный 
этим отображением гомоморфизм групп гомологий
(3.3) *п*1ъ:Н(М'‘*1т:)-*Н(Кп*/ъ)
(который мы обозначаем тем же символом) элементом а определяется 
уже вполне однозначно.

Рассмотрим теперь композицию отображений (2.5) и (3.2)
Ф/

(3.4) W (х) KMW* -V  Мп*/тс~—?Кп*/т:.
При этом, так же как в теореме 2.6, комплекс W мы считаем 

ациклическим (как известно, он этим условием определен однозначно 
с точностью до ^-гомотопической эквивалентности). Индуцированный 
отображением (3.4) гомоморфизм групп гомологий
(3.5) (а»*/*) (Ф/я): Н (W ®  х Мм *) -> Н (/Сл*/я)
определен однозначно элементом а. Этот факт оправдывает следующее

3.6. О п р е д е л е н и е .  Каждый элемент Q^Hr( W мы 
будем называть операцией возведения в я-приведенную степень 
типа (Л, q, G, г). Элемент {яп* 1к){Ф1ъ){0)€НГ {Кп*!*) мы будем обо­
значать символом Q | = a  и называть внешней я-приведенной степенью 
[типа (A, q, О, г)] элемента а, отвечающей элементу Q (ср. [11], 7).

*) Эта сокращенная запись означает, что фиксирован определенный изомор­
физм Hq (Af) яа А.

2*
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Следующая теорема показывает, что операция Q |= является внеш­
ней когомологической операцией (в категории свободных симплициаль- 
ных абелевых групп).

3.7. Т е о р е м а .  Для любого симплициального гомоморфизма 
/'• К '—> К и любой к-приведенной степени Q имеет место соот­
ношение

Q I = /* ( a )  =  ( / n* /* ) (Q l= a ) ,  а£Н9(К, А).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а' =  a° f :K '—*М. Тогда диаграмма

К ’
V '

У м -

к
коммутативна и потому диаграмма

К'п*/ъ

/”*/п

Кп*!ъ

У м п*/к

также коммутативна. Утверждение теоремы следует отсюда непосред­
ственно, так как отображение а' соответствует классу комогологий

Г Ш Н Ц К ^ А )
(см. 3.1).

3.8. З а м е ч а н и е .  Очевидно, что уже элементы модуля Н(Мп*/к) 
можно рассматривать как внешние когомологические операции. Иными 
словами, можно было бы не компонировать отображение ап*/к с отобра­
жением Ф/тс. Это же замечание сохраняет свою силу и для определяе­
мых в § 4 более важных „внутренних” операций. Однако группы

трудно вычислимы, тогда как группы Н (W (х) % М̂ п)*) можно 
рассматривать как разновидность групп гомологий группы «  и вы­
числять методами теории гомотопий абстрактных групп (см. [22], [23]). 
С другой стороны, теорема 2.6 показывает, что группа H(Mn*lv) 
не содержит новых когомологических операций, не содержащихся в 
группе Н (W ®  ж М<п)*), по крайней мере в наиболее важном случае, 
когда п =  а?(п) (и группа А имеет конечное число образующих).

3.9. З а м е ч а н и е .  Симплициальные абелевы группы К  слишком 
„велики” для фактического вычисления интересующих нас групп го­
мологий. Однако всегда можно перейти к нормализованным цепным 
комплексам ШК (см. [9], 4), ибо

(I) симплициальная абелева группа К  (рассматриваемая как цепной 
комплекс) гомотопически эквивалентна комплексу 91:АТ, откуда, так же 
как в [23], 5, следует, что комплексы И 7 ® 1АГ(Л)* и W (х) х (91АГ)(П)* 
гомотопически' эквивалентны;

(II) гомотопическая эквивалентность, связывающая симплициальную 
абелеву группу К и нормализованный цепной комплекс 91А\ обладает 
свойством естественности, откуда следует, что комплексы К п и 91(АТЛ) 
■гс-гомотопически эквивалентны и потому комплексы Кп*/ъ и 91 (Кп*)1«  
гомотопически эквивалентны.



О когомологических операциях Стинрода 21

§ 4. Диагональное отображение и внутренние 
степени Стинрода

Переход от внешних степеней Стинрода к внутренним, как и в 
случае w -произведения, осуществляется с помощью „диагонали".

4.1. О п р е д е л е н и е .  Диагональным ^-отображением симпли- 
циальной абелевой группы К  мы будем называть произвольный симпли- 
циальный гомоморфизм

Д  :К̂ К\
инвариантный относительно операций из группы тс, т. е. являющийся 
^-отображением (при условии, что группа тс считается тривиальной груп­
пой операторов симплициальной группы К)-

По двойственности диагональное отображение определяет тс-отобра- 
жение А*:КП* К*, факторизуя которое, мы получим отображение
(4.2) Д */тс:/<Г"*/тс /С*/тг =  /С*.

4.3. О п р е д е л е н и е .  Образ внешней приведенной тс-степени 
элемента аСТ/'Д/С, А) при отображении Д*/тс называется (внутренней■) 
к-приведенной степенью элемента а. (Здесь К  — произвольная сво­
бодная симплициальная абелева группа с фиксированным диагональным 
отображением.) Для любой операции Q£Hr (V/ ®  * М<">*) элемент 
(Д*/тс) х  (Q\=a)£Hr(K, О) обозначается символом Q f-a  (и называется 
„результатом возведения элемента а в степень Q").

4.4. Т е о р е м а .  Операция Q|— является когомологической 
операцией в категории симплициальных абелевых групп с диа­
гональным ъ-отображением. Иными словами, для любого симпли- 
циального гомоморфизма перестановочного с диагональ­
ным к-отображением, т. е. такого, что имеет место коммута­
тивная диаграмма

(4.5)

справедливо равенство

А'
К '-------->К'п

/ / п

к — >к\д

Q\-f* (а) =  / *  (QI—л), а£Н* (К, А).
Д о к а з а т е л ь с т в о ,  

также диаграмма
Вместе с диаграммой (4.5) коммутативна

Д'*/иК'* *- / С ' Я */Т С

?
I / “ * / «

к* « - ■ — Л Г л * / т с .
Д*/тс

Применяя отображения этой диаграммы к элементу Q\=a€H(Kn*/n), 
мы, в силу теоремы 3.7, немедленно получим утверждение теоремы.

4.6. Диагональное отображение, не зависящее от группы тс. 
Используемые на практике диагональные тс-отображения строятся из 
некоторого отображения

d:K  -*К  X К
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(называемого „коумножением"), обладающего свойствами коммута­
тивности, и ассоциативности, т. е. такого, что диаграммы

■кхк
(4.7)

ч/
/

К Т Т(хХу) =
\

К Х К
И

к х к
й/ \ldxd

(4.8)
/ X

к к х к х к
\ /
d \  / d x id

коммутативны.
к х к

Композиция отображений
d Id xd ld"~2xd

K ^ K X K -------------->K xK x K-> . . .K n~1— >к*

[в силу условия (4.8), эта композиция определена однозначно] является, 
очевидно, диагональным <5° (я)-отображёнием К~^Кп, а значит, диаго­
нальным ^-отображением для любой подгруппы к а<Р (п). Каковы бы 
ни были и и тс, мы будем в дальнейшем называть эту композицию 
просто диагональным отображением и обозначать символом

А ■
В частности, само отображение d также является диагональным ото­
бражением и потому в дальнейшем обозначается символом А.

При п =  1 диагональным отображением К —>К п — К мы будем 
считать по определению тождественное отображение. Относительно 
случая п =  0 см. 4.14.

4.9. П р и м е р ы
(I) Декартово произведение КХК'  двух симплициальных абелевых 

групп с диагональными отображениями обладает естественным диаго­
нальным отображением

К X К ' К X К X К ' X  К' ж  (КXК') X (К XК').
(II) Симплициальная группа цепей С (А') симплициального множе­

ства X  (см. [5], а также книгу [13] стр. 52, где эта группа называется 
„базисным полусимплициальным цепным комплексом") обладает естест­
венным диагональным отображением, для которого

Д(л:) =  л:Х-К, х£Х .
Каждое симплициальное отображение <р: X  —» Y индуцирует симпли- 
циальный гомоморфизм С (<р): С (X) —* С (К), перестановочный с этим 
диагональным отображением.

(III) Если симплициальная абелева группа К снабжена пополняю­
щим отображением в: К — т. 6. симплициальным гомоморфизмом на 
симплициальную группу цепей точки Р (для этой группы Pk =  Z,
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dt =*хг =  1),'то от диагонального отображения необходимо дополнительно 
потребовать, чтобы обе композиции

Д ld X e
410)  К - К Х К — +КХРЖК,

К- ^ К Х К — > Р Х К ~ К
совпадали бы с тождественным отображением группы К (в силу усло­
вия коммутативности, достаточно требовать тождественности одной из 
этих композиций).

Выберем теперь в группе К „базисную точку", т. е. такой сим- 
плициальный гомоморфизм что е£ =  1. Тогда К =  Р@К° ,
где А° — ядро отображения е (совокупность элементов, переходящих 
в 0 при этом отображении) и потому

К X К == К0 Х\К° ©  К0 ©  К0 ©  Р.
В соответствии с этими разложениями диагональное отображение Д 
также распадается на компоненты. Условие (4.10) показывает, что 
компоненты Р —► Я и А'0 —»К0 представляют собой тождественные, а 
компоненты Р —* К0 и А' 0 —► Я — нулевые отображения. С другой сто­
роны, компонента Д°:/С0-^ К°ХК°  может быть произвольным диаго­
нальным отображением симплициальной группы К0. Что же касается 
последней компоненты Р —► К°ХК°,  то мы потребуем, чтобы она была 
равна нулю, т. е. чтобы диагональное отображение Д „сохраняло ба­
зисную точку". Таким образом, диагональные отображения комп­
лекса К, сохраняющие базисную точку, находятся во взаимно 
однозначном соответствии с диагональными отображениями 
группы АГ°.

Отсюда вытекает, что вычисление приведенных степеней 
Qb~b в группе К, по существу, сводится к их вычислению в груп­
пе АГ°. Действительно, рассмотрим естественную проекцию р:К~^К° 
(для которой р | К о =  1, р | Р =  0). Эта проекция представляет собой 
симплициальный гомоморфизм, перестановочный с диагональным ото­
бражением и потому перестановочный с каждой операцией Q b  (см. 
теорему 4.4). Следовательно, пользуясь этой проекцией, мы можем 
для любого элемента а^Но(К, Д )^ Я ?(А Г °, А), <7 > 0  вычислить эле­
мент Q b и, рассматривая его как класс когомологий группы К0, снаб­
женной диагональным отображением Д°.

Рассмотрим, в частности, симплициальную группу цепей С(Х) 
некоторого симплициального множества X.  Эта группа обладает есте­
ственным пополняющим отображением, которое индуцируется проек­
цией множества X  на симплициальное множество точки. Каждый вы­
бор базисной точки b£X0 определяет некоторую базисную точку 
Р С  (X) в определенном выше смысле и ясно, что, рассмотренное 
в (II) диагональное отображение Д сохраняет эту базисную точку.

(IV) Для любой симплициальной абелевой группы К соответст­
вующая симметрическая алгебра S (К) (см. [5], 10) является симпли­
циальной алгеброй с пополняющим и диагональным отображениями 
(и даже симплициальной алгеброй Хопфа). Для того чтобы получить 
диагональное отображение алгебры S (К), следует к симплициальному 
гомоморфизму

К —»К @  К , k —> (k, k), k£K
применить функтор S и заметить, что

S ( K @ K ) ^ S ( K ) X S ( K )
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(см. [5], 10.9). При сравнении приведенных степеней с группами Эйлен- 
берга — Маклейна (см. §§ 7—10) это диагональное отображение алгебры 
5  (К) нам будет весьма полезно.

4.11. З а м е ч а н и е .  При замене диагонального отображения Д 
гомотопически эквивалентным приведенные степени в симплициальной 
абелевой группе, вообще говоря, меняются. Рассмотрим, например, 
результат ЕХ применения функтора, обратного надстройке к симпли- 
циальному множеству X  (с базисной точкой; см. [16]). Пусть К =  
=  С х  (ЕХ) — его группа цепей и К0 — ядро пополняющего отображения 
е : К —>Р (см. выше 4, 9, III). Легко видеть, что диагональное отобра­
жение Д°:Л'° —*> К0 X  К0 гомотопно нулю (двойственная формулировка: 
в образе функтора Е все w -пройзведения тривиальны). Действительно, 
если диагональное отображение Д° мы скомпонируем с отображением 
Александера — Уитни

/ с ° х ! / с 0- / с 0® /с °
(см. [10], (2.8)), являющимся, как известно, гомотопической эквивалент­
ностью (см. [10], 2.1), то в результате мы получим нуль. С другой 
стороны, известно, что в симплициальной множестве ЕХ приведенные 
степени, вообще говоря, не тривиальны (см. [22], 6.16, 6.10).

Однако если диагональные отображения Д0, Ль/С —> К X  К (обла­
дающие свойствами, перечисленными в п. 4.6) гомотопны в классе диа­
гональных отображений, т. е. если существует связывающая отобра­
жения Д0 и Aj гомотопия

' h:I X К К X К,
обладающая тем свойством, что для нее имеют место коммутативные 
диаграммы

h/K X K
(4.12) / Х ^ <  \т

* \  4
К х К  (коммутативность), 

w/I X К X К\н х id
(4.13) / ХАГ\ ^ К Х К Х К  (ассоциативность),,

h\ x K x K / h"
где И.' и h" соответственно композиции

. ,,УхМ , г Idxft _ ' , ..
I X К ----- /  X I Х К ---->1ХКХК

и
I X K X K ^ K X I X K  —  KX KX K,

а отображение Т индуцируется перестановкой сомножителей 
(см. п. 4. 7) и отображение L1 является диагональным отображением 
симплициальной группы /  [см. п. 4. 9 (П)]„ то дело будет обстоять 
совершенно иначе.

Действительно, в этом случае композиция

I X К --*1  X /Г2— - /  X К3—> . . .  —» /  х К п~1<11̂ ——>Кп 
будет гомотопией /  X К  —* Кп, связывающей отображения Д0 и Дх, и
инвариантной относительно операции перестановки сомножителей
произведения К п. Компонируя эту гомотопию с отображением Эйлен- 
берга — Зильбера /  ®  К — /  X К, мы получим и-инвариантную цепную 
гомотопию /  ®  К —» Кп. Переходя- затем к двойственным объектам
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[так же как в формуле (2.4)] и факторизуя, мы окончательно полу­
чим цепную гомотопию /  (g) Кп*/ъ —> К*, связывающую отображения 
Д*/и и -A*/ir. Тем самым нами доказана следующая

4.14. Т е о р е м а .  Если отображения Д0 и Дх, гомотопны 
в классе диагональных отображений, то соответствующие внут­
ренние приведенные степени совпадают.

4.15. Соглашение относительно п =  0. В целях единообразия 
целесообразно придать смысл введенным выше понятиям также и при 
п — 0. Нулевой (декартовой или тензорной) степенью симплициаль- 
ной абелевой группы К мы будем считать симплициальную группу 
цепей точки Р [см. 4.9 (III)]; таким образом, К0 =  АГ(0) =  Р. В соот­
ветствии с этим нулевой степенью симплициального гомоморфизма 
/ :  К К' мы будем считать тождественное отображение / °  =  / (0) =  
=  1 : К0 —> К'0. При п =  0 „группа перестановок0 тривиальна, и в ка­
честве комплекса W можно принять комплекс (Z, 0). Если симпли- 
циальная абелева группа К снабжена пополняющим отображением г, 
то за „диагональ" Д: К —> К°=Р  мы принимаем отображение е [см. 4.9 (III)]; 
в противном случае за диагональ мы принимаем произвольное отобра­
жение К —* Р, например нулевое.

4.16. З а м е ч а н и е .  Все предыдущие рассмотрения, за исключе­
нием теоремы 2.6, дословно переносятся на симплициальные модули 
над произвольным (коммутативным) кольцом Л с единицей (в случае 
некоммутативных колец, чтобы придать смысл понятиям комплекса К п 
и т .  п., нужно рассматривать двусторонние модули).

Это замечание полезно при изучении ряда специальных приведен­
ных степеней над кольцом Z. Например, квадраты Стинрода Sql, соот­
ветствующие случаю А == О =  Z2, к — <У (2), можно определять для 
симплициальных модулей (с диагональю) над кольцом Л =  Z2 (для 
симплициальных групп К над кольцом Z эти операции зависят лишь 
от факторгруппы К (х) Z2). С другой стороны, над кольцом Z2 комплекс 
М (Z2, q) имеет существенно более простой вид, чем над кольцом Z. 

Благодаря этому упрощается как определение операций Sql, так 
и вывод некоторых их свойств (например, формул Картана).

§ 5. Сравнение с определением Стинрода
Пусть X  — произвольное симплициальное разбиение. Локально 

упорядочив его вершины, мы можем рассматривать X  как симплициаль­
ное множество. Пусть К =  С (X) — соответствующая симплициальная 
абелева группа цепей (цепной комплекс симплициального множества 
X). Согласно. Стинроду [23], каждая ^-приведенная степень элемента 
а^Нч{Х,А)  является классом гомологий, принадлежащим образу 
составного отображения:

(5.1)

Самым важным отображением здесь является отображение f, двой­
ственное аппроксимации диагонали у ': W ®  К —> К{п\ т. е. цепному 
отображению с носителем w (х) а —> | а\п, где о — произвольный
(неупорядоченный) симплекс разбиения X  (см. [23], 2.6). Что же к&сается 
остальных отображений ф, £, так же как „элементарного коцепного 
комплекса М/и, то за их определением мы отсылаем читателя к ра­
боте [23]. Подчеркнем, что здесь мы рассматриваем лишь случай 
группы коэффициентов Q =  Z; для того чтобы перейти к общему
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случаю, нужно все рассматриваемые объекты тензорно умножить на 
группу О (см. [23], 2.9, ср. также 11.5).

Данное в предыдущих параграфах определение приведенных сте­
пеней основано на составном отображении

(5.2) Г ® *  MW * - -  М"*/к К*.
В силу коммутативности диаграммы

Г ® , # ' *  - t i l l ”*/*
(5.3) id®x«w*j !«"•/«

—  К п*/п

(вытекающей из естественности отображений F и Ф; см. 1.12, 2.4), 
мы можем отображение (5.2) заменить отображением

Ы® а(л)* ф/х ми
(5.4) ----- > Г ® Л/С<П)* —  К п*/к — >К*.

Кроме того, мы можем здесь перейти к нормализованным комплек­
сам (см. 3.9). С другой стороны, предполагая (как и в работе [23]), 
что группа коэффициентов А является циклической группой порядка 
в  (случай в  =  оо не исключается), мы можем выбрать симплициальную 
абелеву группу М так, чтобы для соответствующего нормализован­
ного комплекса 5R (JM) имели место соотношения (9t М){ =  0 при 
ii=q,  # + 1 ,  (ШМ)д =  2, (dt М)9+1 =  1 или 0 в зависимости от того, 
является ли порядок 0  конечным или нет. При этом в случае конеч­
ного 0 граничный оператор (0Ш )9+1 —* (9Ш )9 представляет собой умно­
жение на число 0. При этом выборе группы М комплекс (9ПИ)* будет 
совпадать с комплексом М ' , определенным в работе Стинрода, а отоб­
ражение

(01*)*: (9Ш )*-*(9М О *
будет являться „коцепным представлением" элемента а (см. [23], 
стр. 197). Следовательно, отображения

Ц: W®KM'w  -  W ® %KW* 
и

id ® х *(»)*: — W<g)%KW
из формул (5.1) и (5.4) также будут совпадать.

Покажем теперь, что отображения
r -W®*KW-+K* ,

и
(Д*/гс) (Ф/ic ): W®%KW* — К*

по существу также совпадают. С этой целью рассмотрим тс-отобра- 
жение

ld®d F
(5.5) С: W(x)K —— W(x)Kn — ► К (и).

В категории симплициальных абелевых групп (и даже в категории 
симплициальных абелевых групп с диагональным отображением) это 
отображение обладает, очевидно, свойством естественности. Пусть 
а — произвольный r-мерный симплекс симплициального множества К 
и пусть а ' : К (г) —* К — соответствующий симплициальный гомоморфизм
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группы цепей К (г) стандартного симплекса (см. [9], стр. 58) в группу 
цепей К- Тогда имеет место коммутативная диаграмма

из которой вытекает, что отображение С обладает диагональным носи­
телем (см. [23], стр. 199), т. е. является аппроксимацией диагонали. 
Следовательно, отображение С: W(x)%K{n)* —>• К*, двойственное отобра­
жению С' (см. 2.4 или [23], 2.8), с точностью до гомотопии совпадает 
с отображением <р. С другой стороны, несложное вычисление показы­
вает, что С =  (Д*/тг)(Ф/и). Тем самым доказана следующая

5.6. Т е о р е м а .  Для любого симплициального разбиения X  
к-приведенные степени, определенные б § 4, совпадают с ^-при­
веденными степенями, определенными в работе [23].

5.7. Ввиду того что в настоящей работе когомологические опера­
ции Q \- определены в большей категории, чем в работе [23], есте­
ственно, возникает вопрос, останутся ли в силе известные свойства 
этих операций (и в частности, операций Sql и 93'). Как правило, эти 
свойства действительно сохраняются, но не всегда. Например, вообще 
говоря, Sq° Ф 1, что имеет место, в частности, при нулевом диагона ль­
ном отображении Д =  0. Даже в случае „естественного" диагонального 
отображения, такого, как в п. 4.9 (IV), вообще говоря, S q ^  1 (см. 10.7). 
Мне не удалось найти никаких простых аксиом, из которых бы сле­
довало, что Sq° =  1, или, в общем случае З30 =  1.

Однако большинство известных соотношений (формула Картана, 
соотношения Адема и т. д.) имеют место, по существу, уже в группе 
H(W(x)%Af(n)*), которая, как мы видели, совпадаете аналогичной груп­
пой из работы [23]. Поэтому доказательства этих свойств без суще­
ственных изменений переносятся и на рассматриваемый нами случай 
симплициальных абелевых групп с диагональным отображением (опи­
санного в п. 4. 6 вида). В частности, как можно без труда проверить, 
сохраняются следующие свойства и теоремы: [22] 4.8, 6.10—6.15, [23]
3.4, 3.5, 3.7, 4. 1—4.4 (основная теорема). Сохраняются также все 
результаты работ [26] и [1], тогда как свойство [22], 6.9, как мы уже 
говорили, неверно.

5.8. Рассмотрим подробнее свойство, выражаемое формулой 6.15 
из работы [22].

Пусть К — свободная симплициальная абелева группа с диагональ­
ным отображением Д и пусть LczK ~  такая ее симплициальная под­
группа, ЧТО'

(симплициальные подгруппы, обладающие этим свойством, мы будем 
называть подгруппами, выдерживающими диагональное отображе­
ние). Ясно, что в этом случае диагональное отображение Д : АТ—> К Х К  
индуцирует некоторое диагональное отображение KIL—+KIL XK/L 
факторгруппы K/L. Потребовав, чтобы симплициальная группа K/L 
также была свободной группой, т. е. чтобы L как подгруппа (но не 
как симплициальная подгруппа) была бы прямым слагаемым группы К , 
мы можем, следовательно, считать, что во всех трех симплициальных 
абелевых группах К , L и К/L определены приведенные степени. Ока­
зывается, что справедливо следующее утверждение (см. [22], 6.15).

W 0 K  — - > К (п),

Д (Z) с  L X L a  К X К
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5.9. Имеет место равенство
9 sb =  b9s,

где Ъ:Нч (L, А) —►Нч+1 (К/L, Л) — связывающий гомоморфизм.
Не приводя полного доказательства теоремы, мы укажем лишь 

равносильную этой теореме формулу (см. формулу 5.11), не исполь­
зующую диагонального отображения.

Точная тройка
О - / Г Д - О

индуцирует диаграмму с точной строкой
О — — АГ" — /ГЯД Я — О

1
(K/L)n,

из которой, переходя к двойственнным ^объектам и факторизуя по 
группе «, мы получим диаграмму

О«- Z » * / « — К п*/«  -  (Кп!1п)*/к -  О
(5.10) сТ

(К/1Г/К,
строка которой также точна.

Оказывается, что связывающий гомоморфизм 8, соответствующий 
точной строке диаграммы (5.10), удовлетворяет соотношению

(5.11) Г ( ^ | = а )  =  С ^ | = (5 а ), a£H<{L,A).
Доказательство этой формулы довольно утомительно и мы его опу­
стим. Чтобы из формулы (5.11) получить формулу (5.9), следует рас­
смотреть коммутативную диаграмму

L -+К  -A T /Z
(5.12) *1 ‘ [ ’ 1 \

L*-+Kn- * K nlLn-^{KlLy
(отображение f  которой индуцировано диагональю А) и построить 
двойственную диаграмму

L* _  _  (КЦ)*\
(5.13) А*/*| А*/*|

Ln*lTZ -̂Kn*l**-{KnILn)*l'K±-{KlL)n*lT:.
Из диаграммы (5.13) и формулы (5.11) непосредственно вытекает соот­
ношение

9>* ]— Ьа =  (А*/те) 9 s |= 8а =  (т*/я) (,9s |= 8а =
=  (Т*/*) § 1= а) =  8 (A*/it) (9S\= а) =  b9s \-а,

равносильное формуле (5.9).
Если использовать определение приведенных степеней по Стин- 

роду, то соотношение, аналогичное формуле (5.11), можно написать даже 
в комплексе W (вместо комплекса Кп*1тс).

ГЛАВА II. ПРИВЕДЕННЫЕ СТЕПЕНИ И КОМПЛЕКС 
ЭЙЛЕНБЕРГА-МАКЛЕЙНА

§ 6. Норменный гомоморфизм N
Изучим теперь норменный гомоморфизм N , посредством которого 

устанавливается связь приведенных степеней с симметрическими сте­
пенями и затем с комплексами Эйленберга — Маклейна. Связи такого 
рода были выявлены уже Стинродом в работе [25], 22; ср. также [18].
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Как и выше, пусть те с  <5° (п) — подгруппа симметрической группы, 
К — свободная симплициальная абелева группа, Кп — ее п-я декар­
това степень и Кп* — соответствующий кодепной комплекс (с фикси­
рованной группой коэффициентов Q). Рассматривая комплексы К п и 
Кп* как ^-комплексы, мы будем их подмножества, состоящие из инва­
риантных относительно группы л элементов, обозначать символами 
Кп% и К п** соответственно. Легко видеть, что отображение, двой­
ственное естественному вложению К"т —> К", индуцирует изоморфизм

(6.1) (К"х)* =  К п*1к.
Аналогично отображение, двойственное естественной проекции 
К п -* Кп/ъ, индуцирует изоморфизм
(6 .2 )  ( / № ) *  =  К " * к.
Действительно, изоморфизм (6.2) очевиден. Для доказательства изо­
морфизма (6.1) мы рассмотрим базис {д:х} однородной компоненты Ki. 
Ясно, что семейство {jcXi X  ••• X Xx„} составляет базис компоненты К". 
Подгруппа группы К", порожденная базисным элементом jcXi X ...X  
и сопряженными с ним (относительно группы те) элементами, является 
те-подмодулем модуля Kf, причем последний является прямой суммой 
те-подмодулей этого вида. Очевидно, что изоморфизм достаточно дока­
зать лишь для этих те-подмодулей, что не представляет никаких труд­
ностей.

Рассмотрим теперь норменный гомоморфизм

(6.3) N :К п-> К",

определенный формулой (см. [4], XII. 1)

N  (л) =  2  Т* х£К" .
7 6*

Он индуцирует цепное отображение
(6.4) АС*: К п1« Кп%.
Пусть
(6.5) N: К"* -»  К"*
— двойственный гомоморфизм и пусть
(6.6) N* : /С”*/те -> (KaM*i
— индуцированное им коцепное отображение. Переходя к гомотопи­
чески эквивалентным объектам, мы можем все рассматриваемые цепные 
комплексы нормализовать (по этому поводу см. замечание 3.9) и полу­
чить цепные отображения, гомотопически эквивалентные отображениям 
6.3—6.6:
(6.30
(6.40 А

(6.50 N : 91 ( К " ) *  ->  91 ( К п)* ,

(6.60 (/С'1)*/^ 9Z
6.7. Т е о р е м а .  Пусть К — такая свободная симплициальная 

абелева группа, что Н0(К) =  0 и при любом i группа Н t{K) 
имеет конечное число образующих. Пусть далее (как в теореме 
2.6) группа те является либо всей, симметрической группой (п),
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либо ее силовской р-подгруппой о?(п,р), соответствующей неко­
торому простому числу р. Тогда имеет место такое цепное 
отображение
(6.8) Х:Кп% — /Г*/*, 
что

X N ^ l .

Аналогично имеет место двойственное цепное отображение
(6.9) X* : (# * /« )*  — К п*/к, 
для которого

N*X* ~  1.

В частности, отсюда следует, что гомоморфизм N* индуци­
рует эпиморфизм групп гомологий.

Доказательство этой теоремы дано в гл. III. Верна ли эта теорема 
для любых групп, автору неизвестно. Точно так же автору неизвестно, 
нельзя ли в этой теореме освободиться от предположения о существо­
вании у групп Н1(К) конечной системы образующих.

§. 7. Симметрическая алгебра и норменный гомоморфизм
При л =  а? (п) симметрическая алгебра 5  (К) дает возможность 

иного толкования норменного гомоморфизма. Напомним, что, по опре­
делению (см. [5], 10)

оо

(7.1) S(K) =  P @ K ® S P ^ K @ S P 3K ® . . . =  ^ S P 'K ,
г =  0

где SPrK =  КГ1Д (г) — симметрическая r-я степень симплициаль- 
ной абелевой группы К, а Р =  SP0К — симплициальная группа цепей 
точки.

Применяя к отображению
К —К ®  К, у ^  {у, у), у € К

функтор S, мы получим диагональное отображение [см. 4.9, (IV)]

(7.2) A : S K ^ S ( K @ K ) ^ S K  XSK  
(ср. [5], 10.9).

Пусть далее отображения
(7.3) iT: SP'K  -  SK, ■
(7.4) pr : SK —* SP'K
являются соответственно естественным вложением и естественной про­
екцией (определяющими представление алгебры (7.1) в виде прямой 
суммы).

7.5. Т е о р е м а .  Для каждой симплициальной абелевой 
группы. К составное отображение

(7.6) Кг SPrK  — ■- SK — -  (SK)n Кп
равно нулю при гф п  и совпадает с норменным гомоморфизмом 
при г =  п.

Отсюда после перехода к двойственным объектам и факторизации 
получаем
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7.7. С л е д с т в и е .  Составное отображение

Кп*1<У (п) (Р|)"-/гУ(”-> (SK)n*l<? ( п р ^ *  SK*--> (SPrK)* 
равно нулю при гф п  и совпадает с гомоморфизмом N* (см. 6.6) 
при г =  п.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  7.5. По определению 
(SK)n =  <S(AT© ^  ©  ■ ■ - К) (п слагаемых)

со

= 1> Я '( /С © /С ф . . . © / 0
г=0

оо

=  £  s  SPr>KxSPr* K X . . .X S P rnK
Г— О Е =г

(см. [5], 8.8), причем отображение (/?j)" является проекцией этой пря­
мой суммы на слагаемое К п (получающееся при гх =  г2 =  . . .  =  rn =  1). 
Так как диагональ Д отображает слагаемое SPTK  в комплекс 
SPr (К ©  ••• @  К), отсюда следует, что при г ф п отображение (7.6) 
равно нулю.

С другой стороны, образ каждого элемента х г Х х 2Х . . .  Х х п£ К п 
в комплексе SPn (К ©  . • • ©  К) при отображении Дinq является клас­
сом эквивалентности, содержащим элемент

(Xj ©  х х ©  . . . )  X (х2 ©  х2 ©  . . . )  X
X ... Х (Д „©Д „© .. . )€ (^© /С © . . . ) ”,

и потому имеет вид
Y  7 • (Xi X X . . .  Х х п)ф Р,

Чво?(п)

где остаток R состоит из членов, принадлежащих слагаемым комп­
лекса (SK)n, отличных от комплекса К п. Следовательно,

(РхУ^пЯ (х \ х • • • X Хп) =  Yi T-(*i х  ... X x n) =  N ( x 1X ... X х п),
6̂ £f(n)

что и требовалось доказать. .

§ 8. Бесконечные симметрические степени 
и норменный гомоморфизм

Пусть X — произвольное симплициальное множество с отмеченной 
вершиной, SPX — его бесконечная симметрическая степень (см. [19], 
стр. 400) и С (.А'), С (SPX) — соответствующие симплициальные группы 
цепей. Тогда имеет место естественный изоморфизм цепных комплек­
сов (см. [5], 10.10)
( 8 . 1) C(SPX)^S(K) ,
где К =  (САО0 — ядро пополняющего отображения г : С (АТ) —> Р [см. 
4.9 (Ш)]. Заметим теперь, что комплекс, стоящий в правой части 
соотношения (8.1), обладает диагональным отображением Дх, опреде­
ленным чисто алгебраическим способом [см. формулу (7.2)], а комп­
лекс, стоящий в левой части, будучи симплициальной абелевой груп­
пой, обладает геометрическим диагональным отображением Д2 [см. 4.9 
(II)]. Ввиду известной связи симметрической степени SPX с комп лек-
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сами Эйленберга — Маклейна (см. [7]) нас в первую очередь интере­
сует отображение Д2. Мы покажем, что, в силу изоморфизма (8.1), это 
отображение совпадает по крайней мере с точностью до элементов 
высших степеней с отображением Дъ и перенесем на него часть утверж­
дений теоремы 7.5 и следствия 7.7.

С этой целью мы рассмотрим градуировку алгебры 5  (К), опреде­
ленную формулой (7.1). В этой градуировке однородными элементами 
степени г являются образы элементов группы SPr(K) при отображе­
нии ir : SPr (К) —► S (К) (см. 7.3). При умножении элементов алгебры 
.S (К) их степени складываются, так что эта алгебра является симпли- 
циальной градуированной алгеброй. Аналогично комплекс (SK)n =  
=  5  (К @  . . .  ©  К) также является симплициальной градуированной 
алгеброй, причем отображение Aj (см. формулу 7.2) представляет собой 
гомоморфизм этих алгебр.

8.2. Т е о р е м а .  Для любого однородного элемента х степе­
ни г алгебры S (К) =  С (SPX) выражение

Р(х) =  А2( х ) - А 1(х) 
является суммой элементов степени Д>г.

8.3. С л е д с т в и е .  Составные отображения

(8.4) Кг -■* SPrK SK {SK)n— ^ К"
и

(8.5) К п*1<У(п)-
(P,)n*laf(n)

(SK)n*ltf(n) (SK)*-+'(SP'K)*'^Kr
равны нулю при г^>п и совпадают с гомоморфизмами N и N* 
соответственно при г =  п.

Первое утверждение следствия (8.3) вытекает из теорем 8.2 
и 7.5, так как гомоморфизм (Pi)n отображает элементы степени ^>п 
в нуль; второе утверждение вытекает из первого по соображениям 
двойственности.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  8.2. Уже было замечено, что 
отображение Аг мультипликативно. То же самое справедливо для 
отображения Д2 (хотя это отображение и не сохраняет степень). Дей­
ствительно, этот факт достаточно проверить для симплексов симпли- 
циального множества SPX.  Но каждый симплекс из SPrX  представ­
ляет собой неупорядоченную строку (oj,' а2, . . . ,  о г) длины г симплексов 
множества X, причем

д2(°1. •••■» ° r ) = ( ° i .  •••> °r)X(oi ,  • ••, °Г) Х  ••• X( ° i ,  . . . .  по­
следовательно, по отношению к декартову умножению

(Ух X  • - - X yn).{y'i X  • - • X  у'п) =  (У1У1 X  . . .  X  упу'п), 
определенному в группе С (SPX)n, отображение Д2: С (SPX) —> С (SPX)n 
мультипликативно. Кроме того, легко видеть, что изоморфизм

(SK)a~ S ( K @ . . . @ K )
сохраняет мультипликативное строение. Несложное доказательство 
этого факта мы опустим.

Предположим теперь, что утверждение теоремы справедливо для 
элементов л; и у степеней г и s соответственно. Тогда ввиду равенства

Д2 (Ху) =  Д2 (*) Д2 (у) =  (Дх (х) +  Р (х)) (Дх (у) +  Р (у)) =
: Дг (jciy) - f  элементы степени >> (r ,-f s)
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это утверждение справедливо также и для элемента ху. Так как 
алгебра S (К) порождена единицей и элементами степени 1 (она яв­
ляется «свободной» коммутативной алгеброй с единицей, порожденной 
группой К), то отсюда вытекает, что теорему достаточно доказать 
лишь для образующих.

Базис группы К =  С (А')0 состоит из элементов вида jt =  а — е, 
где е — «отмеченная вершина», а с — произвольный симплекс симпли- 
циального множества X. Отождествив группу К с ее образом при 
отображении ix: К —> SK, мы получим, что

Д2 (•*)•= Д2 (а — е) == (б X а X • • • X о) — (е X  е X  • • • X е) =
=  (х +  е) X (х +  е) X • • • X (х +  е) — е х  е X  • • • Х «  =

=  Yi (е *  ■ • • X x t X . . .  X  е) - f  R (х) =  Дх (ж) +  R (х),
i

где слагаемое R(x) состоит из членов, которые содержат по меньшей 
мере два множителя, равные х, и, таким образом, имеют степень, не 
меньшую двух.

Тем самым теорема полностью доказана.

8.6. З а м е ч а н и е .  В случае когда симплициальное множество X  
имеет вид EX', где Е — функтор, обратный надстройке, to, как можно 
показать (см. [8], 11.9), отображения

Дъ Д2: S{K) — S (К) X ^  (К), К =  С (Х)°
гомотопны друг другу (однако не в классе диагональных отображений; 
см. замечание 4.10).

§ 9. О гомологиях симметрического произведения
В этом параграфе мы изложим ряд результатов, касающихся 

гомологий (когомологий) симметрических степеней (см. [8], 12; ср. также 
[18], приложение). Пусть К — свободная симплициальная абелева груп­
па, для которой Н0(К) =  0. Тогда при i<^r
(9.1) H t (SPrK) =  0.
Если же Н t{K) =  0 при i<^q, где q^> 1, то
(9.2) Нi(SPrK) =  0 при /<;<7 +  2г — 2.

В силу теоремы об универсальных коэффициентах (см. [4], VI, 
3.3а), группы когомологий в этих размерностях также равны нулю. 
В частности,
(9.3) N ‘ (SPrK ; О) =  0 для достаточно больших г, если Н0(К) =  0.
(9.4) H‘i(SPrK; (?) =  0 для любого г > 1, если / / г(/С) =  0

при г< < 7, где <7> 0.

Отсюда для симметрической алгебры SK =  2  SPrK  вытекает формула
оо

(9.5) Я '  (SK; (?) =  £  W  (SPTK; (?), если Я 0 (К) -  0.
г= 0

При этом оказывается, что это разложение в прямую сумму опре­
делено (в смысле [4], стр. 4) отображениями ir, рГ (см. п. 7.3, 7.4). 
Кроме того,
(9.6) р\: Нч (SK\ 0)^сНч (X; О), если Я г (К) =  0 при i<^q, где q^>0.
3 Математика № 6
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Разложение (9.5) определяет некоторую фильтрацию F группы 
H*(SK] G). В этой фильтрации

р

(9.7) FpHJ (SK ; (?) =  £  Я '  ($ /> '* ; О ) . ,
г=0

§ 10. Все когомологические операции порождаются операциями
Стинрода

В этом параграфе мы будем рассматривать когомологические опе­
рации, определенные в категории симплициальных множеств (и тем 
самым в группах сингулярных когомологий топологических пространств). 
К такого рода операциям относятся приведенные степени, в частности 
(внутренние), определенные выше даже в несколько большей кате­
гории [см. § 4; особенно пример 4.9 (II)]. Мы покажем, что приведен­
ные степени порождают все когомологические операции. Именно имеет 
место следующая •

10.1. Т е о р е м а .  Каждая когомологическая операция типа 
(Л, q, О, t) (см. [25]), где группа G произвольна, а группа А имеет 
конечное число образующих, представляется в виде суммы при­
веденных степеней Стинрода.

В силу известных результатов (см. [20], 28 или [11], 1), группа 
D (A ,q ,G ,t)  всех когомологических операций типа (A, q, Q,t) изо­
морфна ^-мерной группе когомологий Я 1 (A, q; Q) =  Я ‘ (К (A, q); О) 
с коэффициентами в группе О комплекса Эйленберга — Маклейна 
К (A, q), т. е. такого пространства (симплициального множества), что 
тггАГ (A, q) =  0 при i =f= q, TtqK(A, q) — А. Каждый комплекс К (Л, q) 
обладает фундаментальным классом когомологий (Л, q; Л),
и изоморфизм Q(A, q, G, (A, q; G) сопоставляет каждой кого­
мологической операции k ее значение k (b) на фундаментальном классе Ь. 
Таким образом, чтобы доказать теорему 10.1, нам нужно показать, 
что каждый элемент х £ Н 1 (Л, q; (?) можно разложить в сумму эле­
ментов вида Q |— Ь, где Q — некоторая приведенная степень.

В силу результатов работ [5], [10] и ]21], за комплекс Эйленбер­
га — Маклейна можно принять некоторую бесконечную симметрическую 
степень. Именно если связное симплициальное множество X  с отмечен­
ной вершиной обладает тем свойством, что Я t (X) =  0 при i  =j= 0, q, 
в то время как Я  (JQ =  Л (q >  0), то его бесконечная симметрическая 
степень SPX является комплексом Эйленберга — Маклейна К (Л, q). 
Таким образом,
(10.2) Я-' (Л, q\ (?) =  Н‘ (SPX; G) =  Н1 (С (SPX); G) =  H( (SM; (?),
где М =  Кег (е : С (А") —»Р); см. § 8 (мы обозначаем ядро пополняющего 
отображения г:С (Х )-^Р  символом М, ибо, в силу условий, наложен­
ных на группы Я  (X), это ядро является комплексом типа (Л, q); см. 
§ 3). В силу этого изоморфизма фильтрация (9.7) определяет некото­
рую фильтрацию группы H‘ (A,q; (?) =  £) (Л, q, G, t). Оказывается, 
имеет место следующее усиление теоремы 10.1:

10.3. Т е о р е м а .  Каждая когомологическая операция типа 
(Л, q, G, t), имеющая фильтрующую степень • < «, представляется 
в виде суммы & (т)-приведенных степеней, где т<Сп. Здесь, как 
и в теореме 10.1, предполагается, что группа G произвольна, 
а группа А имеет конечное число образующих.
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Доказательство мы проведем индукцией по я. Из соотношения (9.6) 
вытекает, что
(10.4) р* (0 =  Ь,
где 1£ Hi (М; А) и b£H i (SM ; А) — фундаментальные классы соот­
ветственно комплекса М (см. § 3) и комплекса 5714 (см. выше). Сле­
довательно, для каждой приведенной степени Q € Н* (W ®
имеет место равенство (см. 3.6 и 4.3)
(10.5) Q\-b =  {&ltf{n){p?l#{ti)){<S>ltf(ti)){Q).
Пусть теперь элемент х £ Н ‘ (SM; О) имеет фильтрующую степень 
не больше я, т. е. пусть i*(x) =  0 при гД>я.  Так как отображения

Ф/<̂ (Я) дг*
Нt (W ®  ^ (Я)М (Л)*)---------- Н‘ ( Г (я )) —  W  (SPnM; О)

эпиморфны (см. 2.6 и 6.7), то существует такой элемент

что

При этом элемент х  — Q 1— b имеет фильтрующую степень меньше я. 
Действительно

С (x -Q \ -b )  =  С (х) — {(/*) (Д2/« f (я )) (р"*/<У (я))} (Ф/<5° (я)) (Q),
причем, в силу следствия 8.3, выражение в правой части, стоящее 
в фигурных скобках, равно нулю при г > я  и равно N* при г — п. 
Поэтому

г* (х — Q |- Ь) =  0 при г >  я, 
как и утверждалось.

Таким образом, в силу индуктивного предположения, элемент 
х  — Q \- Ь является суммой <ЦР (яг)-приведенных степеней элемента b 
при я г < я .  Тем самым общий шаг индукции обоснован. Что же касается 
ее базы, то она немедленно вытекает из соглашения 4.14 относительно 
случая я =  0. Теорема полностью доказана.

10.6. З а м е ч а н и е .  Как показали Стинрод и Томас [26], все при­
веденные степени (с группами коэффициентов Л и О, имеющими 
конечное число образующих) можно получить из циклических степеней 
Стинрода

$>1:Н1(Х; Zp)~*H i+Wp-D(X; Zp),
степеней Понтрягина — Томаса

$ p:H*i(X; Z pk) -> H2pi (X; Zp*+,)

и элементарных операций (сложения, гомоморфизмов - групп коэффици­
ентов, гомоморфизма Бокштейна и w -произведений). В силу теоремы
10.1, это утверждение остается справедливым и для любых когомоло­
гических операций (группы коэффициентов, которые имеют конечное 
число образующих).

10.7. З а м е ч а н и е .  Как было уже показано, если используется 
произвольное диагональное отображение, то, вообще говоря, Sq°*£ 1. 
Рассмотрим, например, алгебраическое диагональное отображение 
комплекса SM (см. 7.2). Тогда при А — О =  Z2 мы получим, что 
Sq°(b) =  0. Действительно, так как Sq°(b)£Hi (SM; Z 2), то, в силу
3*
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изоморфизма (9.6), достаточно показать, что /*5^°(&) =  0. Но это не­
медленно следует из равенства

Sq° h  b =  (2)) (pTltf (2)) (Ф/of(2)) (Sqo)
(cp. 10.5) и равенства 

(см. 7.7).

ГЛАВА III. 'ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ТЕОРЕМ 2.6 И 6.7

§ 11. Предварительные замечания 
и вспомогательные рассмотрения

Доказательство теорем 2.6 и 6.7 мы разобьем на ряд этапов. За 
исключением наиболее трудного случая те =  (р, р), эти этапы являются
видоизменениями соответствующих этапов доказательства соответст­
вующих теорем из работы [23]. Мы начнем с доказательства некото­
рых редукций.

11.1. Произвольный симплициальный гомоморфизм f :K -* L  порож­
дает, очевидно, коммутативные диаграммы

( 11.2) ы0 * /(">*

IF 0  *£<">*

Ф/ic

Ф/тс

■Кп*1* 

/«*/*

и

(11.3)

N.Л' '7 те---- *-^КпТ

/7 *

------- >La% .N.
Если f —.g, то отображение id 0 /<п)* те-гомотопно отображению 
id (х) gW  (см. [23], 5), а отображение / "  — отображению g n (см. [5], 
5.6). Поэтому

id 0 * / (л)* — id ® %g(n)*, f n/K^gnlK,
f n*/lt^gn*/K, f n% p i gn* .

В частности, если отображение /  является гомотопической эквивалент­
ностью, то все вертикальные отображения в диаграммах (11.2) и (11.3) 
являются гомотопическими эквивалентностями. Таким образом, при 
доказательстве теорем 2.6 или 6.7 мы можем симплициальную 
абелеву группу К заменять любой ей гомотоптески эквивалент­
ной симплициальной абелевой группой.

11.4. Поскольку все группы Н t(K) имеют конечное число обра­
зующих (и поскольку группа К — свободна), существует свободная 
симплициальная абелева группа L, все составляющие Lt которой имеют 
конечное число образующих и которая гомотопически эквивалентна 
группе К. (Очевидно, что существует свободный цепной комплекс 
с конечным числом образующих, группы гомологий которого совпадают
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с группами гомологий симплициальной группы К, и потому, в силу [5], 
2.6, существует и свободная симплициальная абелева группа с конеч­
ным числом образующих и теми же группами гомологий. Последняя 
группа, в силу [5], 3.4, гомотопически эквивалентна группе К.)

Таким образом, мы можем считать, что все группы K t явля­
ются свободными группами с конечным числом образующих.

11.5. Далее мы можем ограничиться случаем, когда группа 
коэффициентов О совпадает с группой целых чисел Z. Действи­
тельно, рассмотрим естественный гомоморфизм
(11.6) т: Нош (V, Z )0 O -*  Н от (Y, О),
определенный формулой

g)-y =  <?(y)g, у£У , g£G , <р £ Нош (У, Z).
Если Y =  Z или, более общо, если Y является свободной группой 
с конечным числом образующих, то этот гомоморфизм является изо­
морфизмом. Следовательно, комплекс коцепей над группой свобод­
ного цепного комплекса, имеющего (в каждой размерности) конечное 
число образующих, можно получить из комплекса целочисленных коце­
пей, тензорно умножая его на группу О (ср. [23], 2.9). Поэтому, дока­
зав теорему 2.6 для случая группы коэффициентов Z, мы получим 
доказательство общего случая, если во всех выкладках произведем 
тензорное умножение на группу О.

Начиная с этого места, «символ со звездочкой *» (вида Кп*) будет 
всегда обозначать комплекс целочисленных коцепей.

Другая полезная редукция задачи дается следующей леммой.
11.7. Ле мма ,  Для цепного отображения f : C —>D тогда 

и только тогда существует такое цепное отображение g: D —> С, 
что g f — 1, когда отображение

/ * :  Я *  ( А  0 )^ Н *(С , О)
является эпиморфизмом для произвольной группы коэффициен­
тов О. Достаточно уже того, чтобы отображение

/ * :  А * ( А Я * ( С ) ) - . Я * ( С , Я * ( Q )
было бы эпиморфизмом при любом k.

Таким образом, для доказательства теоремы 6.7 достаточно пока­
зать, что для любой группы G с конечным числом образующих отобра­
жение
(11.3) N* (х) G: {Kn*lK )®G -*K n*%® Q
индуцирует эпиморфизм групп гомологий.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  11.7. Если отображение g сущест­
вует, то /* £ *  =  1, и потому отображение / *  является эпиморфизмом. 
С другой стороны, как известно ([6], 7.16; 7.17), существует такой 
элемент

1* € Я * ( С ,Я Л(С)),
что для любого свободного цепного комплекса С  сопоставление 
h —> {A* (i*)} устанавливает взаимно однозначное соответствие (даже 
групповой изоморфизм) между классами гомотопных цепных отображе­
ний А : С ' —*С и элементами группы Y\Hk (С\ Hk (С)). Так как отобра­

жение / *  эпиморфно, существует такой элемент £ H k (D, Нk(C)), 
что / *  (£*) =  ik. Пусть теперь отображение g: D —> С обладает тем
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свойством, что g* (1*) =  5=*. Тогда (gf)* (lk) =  f* g * (l*) =  l* и потому 
gfp^  1. Тем самым лемма полностью доказана.

Следуя работе [23], мы будем теоремы 2.6 и 6.7 доказывать по­
следовательно для следующих групп (здесь р — произвольное простое 
число):

(I) р),
( I I )  / » ) ,

(III) «  =  & (п, р),
(IV) «  =  (п).

§ 12. Случай группы я =  & (р, р)
12.1. Ле м м а .  Если для нормализованного комплекса 91ЛГ 

имеет место равенство (91/Ог =  0, то ^-модуль Ш(КР)Г проективен 
(т. е. является прямым слагаемым свободного « -модуля; см. 
[4], I, 2.2).

На самом деле, «-модуль ^\(Kp)r даже свободен, но этот факт 
нам не понадобится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку (9tAT)r =  0, модуль К г обладает 
базисом вида уа =  вца)х а, где х л£Кг-и  a Sj{a) — операторы вырожде­
ния, 0 < у ( а ) < >  (см. [3], 3.2 или [15], стр. 11) Поэтому элементы

1, «2>..ч <*р —  S j  (а,) •*« , X  S j  (я,)Хаг х  • • • X  S j  {яр )Хяр

составляют базис модуля (Кр)г. Пусть U — подмодуль it-модуля (КР)Т, 
порожденный элементами вида уа, « . . . , Очевидно, что подмодуль U 
является прямым слагаемым и фактормодуль (K p)rlU  свободен (ибо р — 
простое число!). Каждая образующая уа, а,..., а подмодуля U, очевидно, 
вырождена (принадлежит образу оператора S j («>), так что модуль U 
содержится в «-подмодуле D (K p)r вырожденных элементов модуля 
(Кр)г- Модуль D (K p)r также является прямым слагаемым, причем 
\КР)Г~Е>(КР)Т® Щ К Р)Г (см. [15] или [3] I с.). Следовательно,

(.Kp)r/U ^D (K p)r/U@m(Kp)r.

Так как «-модуль слева свободен, то «-модуль Ш(КР)Г проективен. 
Лемма полностью доказана.

Мы начнем с доказательства теорем 2.6 и 6.7 в некоторых част­
ных случаях.

12.2 Теорема 2.6 в случае, когда Hi(K) =  0 при ii=q, а груп­
па Hq(K) циклична (^ 1  или Ze).

С точностью до гомотопической эквивалентности мы можем 
считать (см. [5], 3.4), что (5RAT)/ =  0 при ii=q, q +  1, (9I/Og =  Z, 
(91/0,7+1 =  0 или Z в зависимости ol1 того, изоморфна ли группа Hq (К) 
группе Z или Z e . Тогда
(12.3) (Kp)t =  0, (Кр)*1 =  0 при i С д
( 1 2 .4 ) к д =  ( № ) я =  г ,  ( K p)q =  ( № p)q =  ® p( m ) q =  z,

(StKp)*< =  Z,
я

K q + 1 = (9 1 /0 ?+1 ® 2 м а д 9 (см. [3], 3.2 или [15],
«=о

стр. 11)
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(9f/C^+i =  ® р (9?ЛТ)<7+1 ©  свободный и-модуль =
( 12.5) = Z ©свободный чт-модуль, если группа Hq(K) ко­

нечна,
(9<A'P)*9+1 =  Z ©  свободный чг-модуль, если группа Hq(K) ко­

нечна,
( 12.6) ($1КР)*1 =  проективный чг-модуль при i >  q, если H q (К) ~  Z,

или при г> < 7+  1, если (см. 12.1) / / ? (АГ)~ Ze 
(91А'/’)*' =  0 при i^>p(q +  1)

<ср. [8], 4.23). Рассмотрим теперь следующую диаграмму:

<12.7) ■ (5№ )* « +3 —-  (ШКР)*9+2 
\

Q
9+1

vQ +1

Ро Q*
\

\
\

0- 0... •
/.

‘ ч  1 /
(ШКР)*<+1<-----J— (Э1/с/»)*«

'Нижняя строка является коцепным комплексом (Sfi/C )̂*. Верхняя строка, 
которую мы ради краткости будем обозначать символом Q, за исклю­
чением номеров q и # + 1 ,  совпадает с нижней. При этом QQ =  2к 
и отображение <р« является обычным пополняющим отображением 
Zt. —>Z [ср. (12.4)]. В случае когда Hq(K) =  Z9, модуль Q?+1 полу­
чается из модуля (5R/CP)*9+1 заменой слагаемого Z [см. (12.5)] модулем 
Zu; в этом случае <р9+1 =  (пополняющее отображение)© id . Если же 
t f , ( /Q  =  Z, то Q?+i —(ШК/')*?+1 и T*+i =  l.

Если ^-отображения ро и (3j выбраны так, что диаграмма (12.7) 
коммутативна, то комплекс Q является «-проективным цепным 
комплексом, отображение y :Q —*($\Kp)* является ъ-отображе- 
нием (причем <р'=1, если i=hq, q + \ ) и
< 12.8) <р/чс: Q/к sx ($1Кр)*/п.

С другой стороны, имеет место ^-отображение 
Ф: W <g) —

(здесь мы переходим к нормализированным комплексам; см. замечание 
3.9). Так как комплекс W ацикличен и имеет место изоморфизм 
Н* ((9RAT)(P)) ~  Н* (9?, Кр), то отображение Ф индуцирует изоморфизм 
групп гомологий. Поэтому (см. [6], 3.2) имеет место такое чг-отобра- 
жение
(12.9) < }> :Q -r ® (9 ? /Q (p)*,
что диаграмма

Q
/  \

<12. 10) у  \9
 ̂ \

г  ®  (дглг)(й* » ( Ж р)*
с точностью до чг-гомотопической эквивалентности коммутативна. 
•Факторизуя отображение ф по группе чс, мы получим такое цепное 
.отображение

1Г =  Ф/«: (9</Ср)*/чч =  Q/чг — W (З Д <р>*.
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что (Ф/7т)1г^ 1. Тем самым в этом случае теорема 2.6 полностью 
доказана.

12.11. Теорема 6.7 в случае, когда H i (K) =  0 при i^ q  а 
Нч(К) =  г, q > о.

Как и в п. 12.2, можно считать, что 01/С =  (Z, q). Заметим теперь, 
что если модуль Q тс-проективен, то норменный гомоморфизм индуци­
рует изоморфизм G/iz ^  G%. Действительно ясно, что это верно для 
G =  Ztc и, следовательно, для каждого тс-свободного модуля. В част­
ности,
(12.12) N*: ($1Кр)*1/к^(®Кр)*1*, i Ф q-
Далее, легко видеть, что отображение

(12.13) Z =  (01/Д7)*9 =  (ШКР)*У* Z  (WKp)*9* =  (WKp)*« =  Z
является не. чем иным, как умножением на р.

Группы гомологий комплекса W (х)ж (ШКУР)* ~  W ® „Z  представляют 
собой обычные группы гомологий группы тс с коэффициентами в груп­
пе Z (лишь с видоизмененной градуировкой); следует при этом иметь 
в виду, что при /? =  2 и нечетном q группа тс нетривиально действует 
в группе коэффициентов Z ^ (0 1 /Q (2>*. Следовательно (см. [4], стр. 320),
(12.14) =  Z) =  0 ( ? > 0 ! ) /
(12.15) № + ' ^ ® . W ' ,)*) =  V d ( H ) ( tc, Z) =  ZP.
Отсюда, в силу доказанной в п. 12.2 части теоремы 2.6, вытекает, 
что
( 12.16) Ня ((9ВД*/тс) =  0,
(12.17) =  Zp или 0.
Поэтому отображение^

8 : Z =  (Ш Р)*У* -> (Ш р)*<+11*
отлично от нуля и кограница 8(1) элемента l £ Z  либо делится на 
+  /?, либо делится только на + 1 .  С другой стороны, так как гомо­
морфизм N* является цепным отображением, то имеет место комму­
тативная диаграмма

Z -  (ЭТ/СД^/тс----- ---------> (9В Д **+1/1с

(12.18) N*

Z =  (0?Кр)* ^ —  ------- »(01 к р)* («,+1)*
(где 8* — граничный оператор комплекса (01 АТ7)**), из которой вытекает, 
что элемент 8( 1) на самом деле делится нар и потому Hq+l (01 Кр)*/^^ 
~ 2 Р, Далее, ясно, что элемент 8* ( 1) делится только на +  1, и потому
(12.19) //?(01Л '/’)*1С(х)<7 =  О для любой группы G,
в то время как группа Нч+1 ((01/Ср)*11) свободна. Так как отображение 
N* в размерностях, больших q, является изоморфизмом, то отсюда 
следует, что для любых групп коэффициентов оно во всех размерно­
стях индуцирует эпиморфизм групп когомологий. Тем самым теорема 6.7 
в этом случае доказана (см. лемму 11.7).

Заметим, кстати, что
( 12 .20) ((01АГр)**) =  0,
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так как эта группа свободна и является гомоморфным образом группы 
1Р (см. 12.15).

12.21. Теорема 6.7 в случае, когда / / г(Д') =  0 при i=hq, и 
q >  0.

Так же как в п. 12.2, можно считать, что (91/0; =  0 при i^=q, 
q +  1 и {ШК)Ч =  (9?/C)?+i =  Z. Рассмотрим точную последовательность 
симплициальных абелевых групп 
( 12.22) О —
где 9fZ =  (Z, q), и ШМ =  (1, q +  1).
Так как в размерностях, больших ^ - f l ,  отображение N* является 
изоморфизмом, то оно индуцирует эпиморфизм групп когомологий. По­
этому если показать, что для любой группы О с конечным числом 
образующих имеют место равенства
(12 23) № ( ( № Г ® 0 ) =  0,
1 ■ '  НЧ+1 ((ШК)*' 0  О) =  о ,

то утверждение теоремы будет вытекать из леммы 11.7. Но, в силу 
теоремы об универсальных коэффициентах (см. [4], VI, 3.3), для этого 
достаточно показать, что
(12.24) Я*((ЗМГ')*Я® * )  =  0, i =  q ,q + \
для всех простых полей k произвольней характеристики. В силу 
теоремы 5.11 работы [5], группы гомологий (а потому и группы кого­
мологий) комплекса (Кр/ъ)(2) k =  (К ®  k)p/-к зависят только от групп 
Я ( /Г 0 Л), так что группы

Н {К р^ ® к ) =  Н {{Ш р)*ж®Щ
однозначно определяются группой Я (Я (х)& ). С другой стороны, если 
характеристика поля k не является делителем числа 0, то Я  (K®k) =  О 
и потому Я  ((ЗЯО’)*1' (х) k) =  0. Если же характеристика р' поля k де­
лит число 0 , то

Таким образом, нам нужно лишь показать, что
(12.25) ^ ( ( Z © M ) '* « ® Z „ )  =  0, i =  q, q + \
для всех простых чисел р ' .

Но
(12.26) (L ®  М)р =  Lp @ M p@ F ,
где F — некоторый тг-свободный комплекс, а именно прямая сумма 
комплексов вида Zк®  Lr х  г +  s =  р, 0 < / - , ' $ < / ? .  Поэтому
(12.27) (L© M )p** =  Lp** ®  Мр** ®  F*x ,
где F*x — прямая сумма комплексов (Lr X  Ms)*, r + s  =  р, 0 < V , s<^p. 
Так как, в силу формул Кюннета, группы гомологий и когомологий 
комплексов Lr X  Ms равны нулю в размерностях, меньших 
rq +  s (q +  1 ) > q +  1, то
( 12 .28) i =  q , q +  U
так что нам остается только доказать, что правая часть этой формулы 
равна нулю. При i =  q это вытекает из формулы (12.19), а при 1 =  
=  q +  1 мы, в силу той же формулы (12.19), получаем, что
(12.29) Я «+1 (L ©  М)р** ®  k =  Я «+1 (Lp** (х) £) =  Тог (k, Я ?+2 (Z^*« ))
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[последнее равенство имеет место в силу формулы универсальных 
коэффициентов и формулы (12.20)]. Так как, в силу п. 12.11, группа 
Нч+2(ЬР* )̂ является гомоморфным образом группы //<р_1)9_2 (« , Z), 
равной нулю при (р — 1)0 — 2 +  0, то нам остается рассмотреть лишь 
случай (р , *7) =  (2,2) и случай (р , 0) =  (3,1). Но в этих случаях 
H i+2(Lp*%) ^ Z (ибо эта группа является группой когомологий „сим­
метрического квадрата двумерной сферы0 или соответственно „третьей 
циклической степени окружности0; случай (р , <7) =  (2.2) рассмотрен 
также в [8], 12.22) и потому Tor {k, Hi+2(Lp*'K) =  0. Теорема 6.7 пол­
ностью доказана и в этом случае.

12.30. З а м е ч а н и е .  С помощью „обобщенной конструкции пре­
пятствий0 из работы [8] довольно легко можно доказать, что Нt (Кр/к) =  
=  0 при i =  q, 0 + 1, откуда равенства (12.23) [а также равенства 
12.19)] следуют почти непосредственно.

12.31. Теоремы 2.6 и 6.7 в общем случае.
Рассмотрим теперь произвольную свободную, симплициальную абе­

леву группу К  с конечным числом образующих. Ясно, что

где Кх — симплициальные абелевы группы рассмотренного в п. 12.2 
вида (ср. § 11). Поэтому для доказательства теорем 2.6 и 6.7 доста­
точно показать, что эти теоремы верны для прямой суммы сим- 
плициальных абелевых групп, если они верны для каждого сла­
гаемого. Мы проведем доказательство этого утверждения для суммы 
К — Z @  М двух симплициальных абелевых групп. В общем случае 
доказательство проводится совершенно аналогично. [Следует иметь 
в виду, что в цаждой размерности сумма (12.32) конечна.] Так как

где F и F' — свободные ^-комплексы, состоящие из слагаемых вида 
Z тс (х) Z<r> (Я) и Zn@Lr X-Ms соответственно, то отображения Ф/к
и N* допускают разложение

W ® XZW* ®  W ® ХМЧ»* ®  W ® %F*a 0  Р Ф т ->

_  @  MP*/ic®F'*lic- а' Ф р' Ф т' £р*ъ @  Mp**@F'*% .

По предположению отображения а, р, а', (3' обладают правыми гомо­
топически обратными отображениями. Докажем, что отображения у и 
У  также обладают этим свойством. Для отображения у' это очевидно, 
ибо, поскольку комплекс F'* свободен, отображение у' =  N*:F'*ln —> 
—> F'** является даже изоморфизмом. С другой стороны, отображение 7 
составляется из отображения

<12.35) W ® „Z tc ®  (Z(r) ®  ЛК*))* —> (Zit (х) (Lr X  М*)*)1 ъ

и потому является гомотопической эквивалентностью, ибо комплекс 
W ®„Zrc ®  (/+> (х) совпадает с комплексом W ®  (Lr (х) Ms)* и по­
тому гомотопически эквивалентен комплексу (Z(r) ®  уИ^1)*, а комплекс 
ZK®(Lr X  Ms)*/k совпадает с комплексом (Lr(g)Ms)*, при этом отобра­
жение (12.35) гомотопически эквивалентно отображению Эйленберга — 
Зильбера.

(12.32) К = % К \

(12.33)
(12.34)

KM =  LM®M<n®F, 
Кр=  LpK@ M p@ F',
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§ 13. Случай группы те =  с (р‘, р), /> 0
Доказательство мы проведем индукцией по i, используя обозначе­

ния и результаты из [23], 14.
Пусть r =  pi_1, так что я =  г/7, и пусть те — циклическая группа 

порядка р , образующая х  которой действует на системе вычетов 
(0,1, . . . ,  я — 1) по формуле тс (£) =  £ + г mod я. Пусть далее С =  
=  ef (р1~1, р)\ мы разобьем систему вычетов (0, 1, . . . ,  я — 1) на р 
отрезков по г элементов в каждом отрезке и будем считать, что 
группа действует на системе вычетов (0, 1, . . . ,  я — 1) „по отрез­
кам", т. е. будем считать, что у-й сомножитель группы tp действует 
на у-м отрезке этого разбиения (см. [23], 14). В силу этих соглашений, 
те с  ef (я), d  if (я) и подгруппа группы (я), порожденная груп­
пами те и Ср, является силовской /7-подгруппой {р1, р) =  о.

Для любых свободных ациклических комплексов U и V над груп­
пами те и С соответственно комплекс W =  U ® V (p) является свобод­
ным ациклическим комплексом над группой а. (Здесь имеется в виду, 
что группа те действует на комплексе V(p) как группа перестановок 
сомножителей, а группа действует на комплексе 1/ (р) по сомножи­
телям и тривиально на комплексе U (см. [23], 14).)

Пусть теперь К0, К и •. . ,  ATn-i  — произвольные свободные сим- 
плициальные абелевы группы с конечным числом образующих (в каж­
дой размерности). Рассмотрим отображение

W ®  (®  KjT  ~  U ®  VW ®  (®  К)) »
7=0 7=0

m n  Р - 1  г -1
( 13Л) « £ / ® ® ( ^ ® ® / Г *  )— ^ ------ ---

k=0 j = о

( Г К ) * ,
7—0 / = о

где знаком ^  обозначены изоморфизмы перестановки сомножителей, 
а символами *F* и сF* — отображения, двойственные [в смысле фор­
мулы (2.4)] отображению F из теоремы 1.12, построенному для групп 
те и С соответственно.

Составное отображение (13.1) двойственно [в смысле формулы (2.4)] 
отображению

П — 1
(13.2) ’F: W ®  ( П ф ® / ,

/=о
Строго говоря, при дуализации отображения (13.1) возникают члены 
с двумя звездочками. Однако, так как все модули имеют конечное 
число образующих, двойная дуализация приводит к исходным моду­
лям. Отображение (13.2) переносится на произвольные модули Кj, 
в силу естественности. Отображение (13.1) мы также можем исполь­
зовать для нашего определения приведенных степеней, ибо, положив
К j — К . для всех у, мы получим „правильное" о-отображение (2.2), 
а именно отображение
(13.3) "Ф : W ®  Юп)* V</>) (х) RW* ~  и  @  (у  @  к(п*ур) _

■ 0(СФ)<Р) ^  и  ^  К̂ г*)(р) — j ( r p *  =  f t n*
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Факторизуя это отображение, мы получаем отображение
(13.4) Ф/а:

id (g)tt (Ф/ОШ
L/®«(Kr*/Q(p)— ' Кгр*!°.

Отображение Ф/тс, в силу результатов § 12, обладает правым гомото­
пически обратным отображением; в силу индуктивного предположения, 
тем же свойством обладает и отображение Ф/С, а потому и отображе­
ние id ® *  (Ф/С)(̂ > (по поводу последнего заключения см. [23], 5). Сле­
довательно, отображение Ф/о также обладает гомотопически обратным 
отображением. Тем самым для рассматриваемого случая теорема 2.6 
полностью доказана.

Теорема 6.7 доказывается аналогично. Действительно отображе­
ние aN# : Кп!° —► АГяа, как легко видеть, разлагается в композицию ото­
бражений
(13.5) Кп/о » (Кг11)р/к( CjV*)P/lt -> (К^У/к ^ - * ( К Г<)Р% ж  Кп°.
Отображение (для симплициальной абелевой группы Кп) обла­
дает, в силу результатов § 12, левым гомотопически обратным ото­
бражением; в силу индуктивного предположения, тем же свойством 
обладает и отображение W *, а значит, и отображение (W #)p/ic (так 
как функтор K -* K ph  сохраняет гомотопии; см. [5], 5.11). Следова­
тельно, отображение также обладает левым гомотопически обрат­
ным отображением.

§ 14.. Случай группы 9 = a f(n , р)
При п<^р группа % =  &’ (п, р) состоит только из единицы и тео­

ремы 2.6 и 6.7 тривиальным образом справедливы (отображение Ф/1 
является гомотопической эквивалентностью, а отображение N# =  N — 
изоморфизмом).

При п !> /? группа of (п, р), в силу [23], 13.2, является прямым 
произведением силовских групп оЕ{р1, р), для которых теоремы 2.6 и 
6.7 уже доказаны в § 13. Таким образом, достаточно доказать сле­
дующую лемму (относительно используемых в ней обозначений см. [23], 
стр. 212).

14.1. Ле мма .  Если теоремы 2.6 и 6.7 справедливы для групп 
С с-& (r) и acief(s), то эти теоремы справедливы и для прямого 
произведения т =  С.Х a a t f  (г +  s) этих групп.

Рассмотрим сначала теорему 2.6. Пусть U и V — свободные аци­
клические комплексы над группами С и о соответственно. Ясно, что их 
произведение W =  U ®  V является свободным ациклическим комплек­
сом над группой т (имеется в виду, что группа С X о действует на 
соответствующие сомножители; см. [23], стр. 212). Как и в § 13 
(см. 13.1— 13.3), легко видеть, что отображе^е хФ(п =  г +  s) пред­
ставляется в виде композиции
(14.1) ТФ: Г ® /С ( ' ’):,!̂ (^ ® Л Г < г)* ) (х ) (1 / (х )А :^ * ) -^ ^ ~ *

-> Кг* ®  К** ~  (Кг ®  К*)* (Кг X К*)* ж  Кп*,
где знаком ~  обозначены естественные изоморфизмы, а отображение 
/ :  Z,x X L2 —► Zx ®  L2 является отображением Эйленберга — Зильбера 
декартова произведения симплициальных абелевых групп в их тензор­
ное произведение. Факторизуя эти отображения, мы получим, что

(14.2) Ф/т: W ® ТАГ*П>* да (U  ® СЛГ<Г>*) ®  {V ® аК^*) ® Wo>
-  (Kr*/Q ®  (К**to) ж  (К* ®  K S° Y K nz* «  Kn*lx.



О когомологических операциях Стинрода 45

Так как отображения Ф/С и Ф/а обладают правыми гомотопически 
обратными отображениями, то этим же свойством обладает и отобра­
жение (Ф/С) 0 (Ф/а), а значит, и отображение Ф/т (так как / *  является 
гомотопической эквивалентностью).

Аналогично теорема 6.7 следует непосредственно из того, что 
отображение^Л/* : K nh  —► Кпх разлагается в композицию

( 14.3) / г » /т « (Kr/Q х  {K 'b ) tN* X-°N*̂  X К*' ~  /Сят.

§ 15. Случай группы * =  <5р(я)
Так же как и в работе [23], мы сведем этот случай к случаю си- 

ловских подгрупп с помощью гомоморфизмов переноса
(15.1) Т: K n*h —► Кп*1<з,
(15.2) t: Кп*°-+Кп*\
где а с  х — произвольные подгруппы группы S’ (п). Напомним, что для 
того, чтобы построить отображения Т и t, следует в группе т выбрать 
произвольную систему представителей {jc} правых (соответственно ле­
вых) смежных классов группы т по подгруппе а и рассмотреть отобра­
жение
(15.3) К п*->К п*, 
определенное формулой

и —*2  ■*(«), и £ К п*.
X

Отображение (15.1) получается из отображения (15.3) факторизацией, 
а отображение (15.2) — ограничением на инвариантных элементах 
(ср. [23], 11).

Из этого определения легко вытекает (см. [23], И), что составные 
отображения

/Сл*/т

J£n*t _i_» J.—+ /С«*т,
где р — естественная проекция,. a i — естественное вложение, сводятся 
к умножению на индекс m =  [т : в] подгруппы а в группе т. Это заклю­
чение останется верным и после тензорного умножения этих отображе­
ний на произвольную группу коэффициентов О. Поэтому (см. [23], 11.4)
(15.6) m Н {(Kn*h) ® 0 )а р (Н  {{Кп*1°) ®  О)),
(15.7) m H (K n*'® G ) czt(H (K n*°®G)).

Рассмотрим теперь диаграмму
U7®a/C(n>*— ■- Кп*°

(15.8) Р ’ Р

i

(где W — свободный ациклический т-комплекс, а значит, и а-комплекс; 
р '— естественная проекция. Легко видеть, что диаграмма (15.8) ком­
мутативна.

(15.4) 
и
(15.5)
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При т =  if (п) и а =  if (п, р) отображения Ф/о и °N* индуцируют 
(для любой группы коэффициентов) эпиморфизмы групп гомологий. Из 
вложений (15.6), (15.7) и коммутативности диаграммы (15.8) вытекает,
что каждый элемент группы Н ((Кп (л)) % О или группы Н (К*** (л)(х> 
0 0 ) ,  умноженный на индекс [if {я) \ if {я, р)\, принадлежит соответ­
ственно образу гомоморфизма Ф/if (я) или гомоморфизма Так как
при р, пробегающем все простые числа, наибольший общий делитель 
чисел [if (я ): if (я, р)\ равен единице, то каждый элемент группы
Н ((Kn*/af fo))(x)G (соответственно группы Н (Кп* ^ (л) ®  О)] уже сам 
принадлежит образу гомоморфизма Ф/if (я) (соответственно гомомор­
физма ^  WN*). Отображения Ф/if (я) и ^  (n)N* для любых групп коэф­
фициентов индуцируют эпиморфизм групп гомологий и потому, в силу 
леммы 11.7, эти отображения обладают левыми гомотопически обрат­
ными отображениями. Тем самым теорема 6.7 и в этом случае пол­
ностью доказана.

Аналогично доказывается теорема 2.6. Действительно, отображе­
ние Ф/т двойственно отображению
(15.9) (Д '«*/^)*ДЕД)!_(иу@т/^(я)*)*

(так как все рассматриваемые группы свободны и имеют конечное число 
образующих, то двойная дуализация возвращает нас к исходным груп­
пам). Поскольку, в силу леммы 11, отображение (15.9) обладает левым 
гомотопически обратным отображением, то отображение Ф/т обладает 
правым гомотопически обратным отображением.
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