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МНОГООБРАЗИЯ НАД ПЛЮРАЛЬНЫМИ ЧИСЛАМИ 
И ПОЛУКАСАТЕЛЬНЫЕ СТРУКТУРЫ 

В. В. Вишневский 

Отличительной особенностью касательных расслоений, этого* 
наиболее известного класса,расслоенных пространств, являются 
существующие в них интегрируемые аффйиорные структуры,. 
определяющие в этих расслоениях в каждом случае представ­
ление некоторой алгебры плюральных чисел ([27], [8]). С ал­
гебраической точки зрения это представление относится к- клас­
су кратных регулярному. За счет голоморфного продолжения. 
функций в плюральную область удалось дать весьма прозрач­
ную трактовку теории лифтов объектов в касательное рассло­
ение ([27]). Возникает естественный интерес установить, воз­
можны ли обобщения касательных расслоений, в которых аф-
финорная структура имела бы алгебраическое строение самого-
общего вида, и можно ли определить в них лифты и рассмот­
реть другие задачи, аналогичные уже решенным в касательных 
расслоениях? Известно, что аффинерные структуры такого «не­
правильного» алгебраического строения уже изучались в рабо­
тах ([8], [9], [И], [12], [13], [14]), и за счет сужения действу­
ющей в этих многообразиях группы оказалось возможным по­
лучить указанные обобщения. Систематическое построение этой 
теории вместе с изложением новейших результатов, получен­
ных в этой области, и является предметом рассмотрения на­
стоящей обзорной статьи. 

§ 1. ПЛЮРАЛЬНЫЕ ЧИСЛА И ФУНКЦИИ 

Алгеброй плюральных чисел порядка т+\ над полем дей­
ствительных чисел R называется множество 

R(em) = {ao+aie+a2e-+ . . ; +атет\а0,..., am6R, em+1-=0}. 
При т-=1 имеем алгебру дуальных, а при т — 2 — триальиых 
чисел. Она ассоциативна, коммутативна, унитальна (имеет 
главную единицу 6=1) и относится к классу фробениусовых 
([35]). Последнее свойство оказывается особенно существен­
ным при изучении модулей и дифференцируемых многообразий. 
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над R(em). Заметим, что величины 1, е, е 2 , . . . , е™ образуют ка­
нонический базис R(em). 

Пусть 
Х=Х°+ВХ1 + Е2Х2+ ... + гтхт (1.1) 

— переменная из R(sm), где xi при ( = 0 , 1 , . . . , m —действи­
тельные координаты некоторой точки из (т+1) -мерной обла­
сти SD. С помощью m+1 функций f-(A.°, x 1 , . . . , хт) на .2) по­
строит плюральную функцию переменной (L1) 

.F=fo+ef1 + e-f2+. . .+emf» (1.2) 
которую назовем голоморфной, если для дифференциалов dX и 
d-F имеем 

dF=F'dX, (1.3) 

причем производная F' не зависит от направления дифферен­
цирования, т. е. F' = dF/dX является функцией точки из Sb 
(заметим, что Г. Шефферс, впервые рассмотревший такие 
функции применительно к алгебрам общего вида, назквал их 
аналитическими ([112])). 

Обозначая F — X0+sK\ + e2%2-\- • • • +sm.-vm и подставляя в 
.(1.3), будем иметь 

т , j m m 

/ -о ./-о /=о 
где по индексам, расположенным на разных уровнях, предпола­
гается суммирование. Приравнивая коэффициенты при dx<\ 

т л j m 
получаем яг + 1 равенств 2 т ~ * 8 ' / = 2 hzJ+t> i = 0, 1, ..., т 
в которых мы теперь должны также приравнять и коэффициенты 
при одинаковых степенях е. Приходим к следующей системе 
•уравнений, обобщающих на случай алгебры R(em) условия Ко-
ши—Римана и в свою очередь вытекающих из полученных в 
[112] уравнений: 

д/» д/1 _ 
дх1 ~~ дх* ~~ " *-

df° d/- _ 
"дх« дх1 
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dp __ dfm-1 __ dfm , 
dx° • • • — дхт~г a.xm--' 

dfm-x _ dfm 

дх" ~ дх1' 
причем 

К уравнениям (1.4) можно придти также из следующих со­
ображений. Рассмотрим регулярное представление алгебры 
R(em), которое ([35], [23]) осуществляется матрицами: 

'Оо 0 . . . 0 
ai a0' . : 

a0+ea1 + e2a2+ . . . +гтат^\ e-# «i# <%/ g |. (1.6) 

п . . . a2 A-l 

Для того, чтобы функция (1.2) была голоморфной, как это 
следует из работ Шефферса ([112]) и A. П. Широкова ([74])., 
необходимо и достаточно, чтобы якобиева матрица системы 
функций f1 коммутировала с матрицами регулярного представ­
ления (1.6), т. е. сама имела бы вид (1.6), что равносильно 
системе (1.4). 

Система (1.4) может быть проинтегрирована для определения 
вида функций /•', входящих в (1.2), но вследствие громоздкости 
этого процесса для произвольного т рассмотрим вначале частный 
случай голоморфной функции (1-2), требуя, чтобы E(X)lx-=j:»----
=f(x°), где f — достаточно гладкая функция от я0. Тогда из 
(1.4) функции f' могут быть получены в следующем виде 
([23], стр. 98): построим вещественную функцию 

F(t)=f(x° + txl + tzx2+'... +tmxm), 
тогда 

J pi dtP (1.7> 

при p — 0, 1, ...-,• m определят голоморфную функцию 
(1.2), удовлетворяющую тому условию, что при Х=х° имеем 
F(X)=f{x°). Ее называют естественным продолжением вещест­
венной функции f(x°) в область R(em). Что касается строения 
общей голоморфной функции, то оно таково ([23], [1], [2]): 

F(X)=f(X) + egi(X))+E2g2(X)+..:+Emgm(X), (1.8) 
где f(X), g-'(X),..., gm(X) —естественные продолжения неко­
торых гладких вещественных функций f, g\ ..., gm в алгебру 
R(em). 

В качестве . примеров рассмотрим строение голоморфной 
функции для случая алгебр R(e) и R(e2). Интегрируя (1.4) 
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при / ."—1, имеем F(x° + ex1).---/(x0) + e -г^+ФС*-0)]. нРи 

Ф(Л"°);-зО получаем естественное продолжение вещественной 
функции /(x°) в а"лгебру R(s). Аналогичным путем для R (е2) 
находим F (x° + ex1 + e2x2,) = / (x°) + б Г-g- .xJ+Ф (x0)] + 

+ 82 [•J0y^ + %x2-+-^x' + ^^} а естественное про­
должение f(x°) в область R(e2) возникает, если при интегриро­
вании (1.4) положить ф (*°) =s ар (*-,)=. О. С помощью аналогич­
ных приемов легко получаются естественные продолжения ве­
щественных функций нескольких переменных. 

Рассмотрим подмножества элементов из R(Em): 
R(e*.'")-={d1e<---H2s-«+ . . . +bm^k+le"4bae4, e ^ - 0 } (1.9) 

для k=0, 1 т. Очевидно, что R(e0'w) = R(em), a R(e1'm) 
является максимальным по размерности из числа нильпотент-
ных идеалов (1.9) и служит радикалом в R(em). T. к. имеет 
место фильтрация R(em'm)c:R(em,~1'm)c:. .. crR(e1,m), то идеалы 
(1.9) мы будем называть подрадикалами алгебры R(em). От­
метим, что все идеалы (1.9)—главные ([23]), т. е. порожде­
ны каждый произведениями одного элемента 8*6R(em) на вели­
чины из этой алгебры. Легко видеть также, что R(sft'm) служит 
аннулятором для R(em-,'+1,m), и наоборот, • .-. 

Пусть теперь функция (1.2) голоморфна по переменной из :R(e'.'m) 
X=x1sh+xhk+i+ . . . -ЬГ-'+'е", (1.10) 

тогда из (1.3) следует, что df°~ ... =dfh~1 = 0, а производная 
dF/dX. определяется с точностью до произвольного слагаемого 
из R(em-"+1'm): 

где С —константа из. R(em). Производная (1.11) уже не допу­
скает дифференцирование по (1.10), и чтобы повторное диф­
ференцирование было возможно, умножим обе части (1.11) на 
е\ Будем иметь 

Величину. Fx будем называть голоморфной производной F по 
переменной (1,10). Вместо (1.3) теперь будем иметь 

dF = -£-4X. (1.13) 

Условия голоморфности (1.4) в этом случае изменяются не­
существенно, и мы их не приводим. Общий вид голоморфной 
функции переменной (1.10) также может быть получен из 
(1.8) с учетом того, что коэффициенты /, g1,... , g H в (1.8) не 

.зависят от X1. 
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Подобно тому, как определена голоморфная функция одно­
го плюрального переменного (1.1) или (1.10), вводится поня­
тие голоморфной функции нескольких переменных из R(em) 
(см. [23]), которые могут, в частности, принадлежать и подра-
дикалам. Мы укажем теперь удобную модель системы таких 
функций. 

Зададимся линейным оператором (аффинором) вейерштрас-
совой характеристики ([79]) 

[(/TZi + l, . . . , ffli + l, W2+l, . . . , /№'2+1, . . . 

/»e + l, •.•> /йа + 1)], (1.14) 

где 0{le}mi<m2< . . . <ma=-/n, a числа, заключенные в круглые 
скобки, означают размерности жордановых клеток с общим 
собственным значением в каноническом виде матрицы аффино­
ра. Предполагая без ограничения общности рассуждений, что 
собственное значение аффинора равно нулю, получим, что про­
стейший вид матрицы аффинора, отличающийся от жорданова 
ЛИШЬ нумерацией координат, будет следующим: 

(Г)1 

0 . 

••ЕьО 
'т^+1 блокоВ 

0 
Eft-

_M 
>тг+15локо8 (1.15) 

та+1 блоков 

где Es — единичный блок порядка s, 0 —нулевой блок, а пустые 
места замещены нулями. Размерность области 3), в которой 

а 
определен у, таким образом, будет -V = 2 ( / п г+-)^- Аффинор 
f задает представление R(em), порожденное этой алгеброй и ее 
подрадикалами, которое будет в общем случае нерегулярным, 
но непременно точным, т. е. изоморфно представляющим ал­
гебру R(8m). Отметим также, что для R(em) представление, 
определяемое аффинором (1.15), будет самого общего вида. 

., xN)~ система достаточно гладких 
3> _в некоторую область 3)' (здесь 
..,N). Потребуем, чтобы якобиева 

Пусть теперь fA (x\ .. 
функций, отображающих 
и далее А, В, С,... = 1, 

dfA 

матрица J«-.-"^в 
этой системы функций коммутировала с ма-
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рицей (Г 15): /-y — Tj- Тогда применяя известную теорию ком­
мутативных матриц ([24]), которая в нашем случае несколько 
видоизменяется ввиду того, что мы предпочитаем использовать 
НИЖНЮЮ жорданову форму, приходим к следующему строению 
матрицы J: 

(?;= 

kk 
к • * 

к 
m • 

' * к 

• * • 

• • • 

• 
• • • 

• • • 

к 
Ik 

• • 

И̂  

(1-16) 

Каждый блок матрицы (1.16) по отношению к матрице (1.15) 
обладает тем свойством, что его произведения слева и справа 
на диагональные блоки подходящей размерности из (1.16) 
совпадают, вследствие чего блоки в (1.16) имеют специфиче­
ское строение, которое обнаруживается следующим путем. 
Рассмотрим блок матрицы (1.16), стоящий на пересечении 
i-й горизонтальной и /-й вертикальной полос матрицы (1.16) 
(i,j — l,..., а). Разобьем его на m. + l горизонтальных полос 
шириной U и на /ttj+l вертикальных полос шириной 1}. Тогда 
из того, что при умножении слева на диагональный блок из 
(Г 15) каждая клетка блока из (1.16) смещается на один ряд 
вниз, а при умножении справа на такой же блок она смещается 
на один ряд влево, следует, что рассматриваемый блок /.-, 
матрицы / должен иметь следующее строение: 

а) При i<j 
• V f - - О 
А , V ?г. 
А . • ."А *А 0« 

_ 1тц+, А г Л1 и 

(1-17) 

Ь) При t>/ 

0 . . 

• " • . ''• ' * .п 
. . . . . 
д . . . . . Д А 

(1-18) 
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с) При i=j из (1.17) и (1.18) получим квадратную матри­
цу нижней „треугольной формы, 

Характерным во всех трех случаях является наличие в каж­
дом блоке матрицы (1.16) треугольника из вообще говоря не­
нулевых клеток в левом нижнем углу блока, у которого на 
трансверсалях, параллельных главной диагонали матрицы 
(1.16), расположены равные клетки. Если приравнять между 
собой частные производные, стоящие на одинаковых местах в 
равных клетках, и к нулю частные производные в нулевых 
клетках блоков (1.17) и (1-18), то мы получим системы диф­
ференциальных уравнений типа (1.4), выражающие собой не­
обходимые и достаточные условия того, что функции 

F^==fb+l
E

m-m>'+fs%+'f-+i
8

m~mK+l+... + / ^ + ' ^ + V , (1.19) 
{lambda}-1 

где 5г,—2 (Ото+ 1)^о i = l, . . .,h, Л==1, , . . , « , голоморфны 
по переменным 
X»J=*xs»+i&m-m» + xs»+'»+JBm-mv-+1~\- . . . +x

s»+l»m»+}em. (1.20) 
Функции (1.19), как и аргументы (1.20), вообще говоря, опре­
деляются в подрадикалах алгебры R(em), и только последняя 
серия при Я,=а (соответственно {mu}=«) —во всей R(sm). Они 
будут все определяться в алгебре R (sm) при условии, что в 
(1.14) /i = /2—• • • =-a~i—0, т. е. в характеристике аффинора 

. присутствуют только равные числа, а в каноническом виде 
матрицы -у — только жордаиовы клетки одинаковой размерно­
сти т+\, и следовательно, представление R(em), определяемое 
аффинором 1, тогда является кратным регулярному. Посколь­
ку очевидным образом из голоморфности функций (1.19) по 
переменным (1.20) следует строение (1.16) якобиевой матри­
цы, то имеет место следующая 

Теорема . Для того, чтобы якобиева матрица системы 
функций fA коммутировала с матрицей (1.15), необходимо и до­
статочно, чтобы N—h + k+ ... +L функций (1.19) из R(em) 
были голоморфны по переменным (1.20). 

При |/|{ne}0 определяется обратное отображение Ж)'-*-2Ь, 
, причем поскольку обратная матрица У-1 также коммутирует 
с f, то обратное отображение обладает аналогичными свой­
ствами с точки зрения его интерпретации в алгебре :R(sm). 

Рассмотрим теперь модули над R (вт). Простейшим из них 
будет регулярный, определяемый матрицами вида (1.6). Наибо­
лее общий модуль над Щёл) строится следующим образом. 
пусть .2'Г1:::Са(8'л)=ш. w -

Х = (Хц,..., Xiit; X2U..., •x2/a; • • •! xaii • • •»xa[a), (•-••-•*) 
— множество строк длины iV = / 1 + . . . +«•"<-. в которых 
xM6R (&m-m^m). Вводя обычным образом операции сложения 
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строк и умножения их на величины из R(e~), мы получаем, что 
2?ц...1а (е"1) удовлетворяет известным аксиомам модуля над 
R(em). Он будет конечно-порожденным, т . к. обладает системой 
образующих Л-,., у которых все элементы строки (1.21) равны 
нулю, кроме Хи=ът~т*' (Х=\,...,а; i = 1,..,,/•.), а произ­
вольная строка (1.21) тогда представима в виде разложения 

а -А 

Коэффициенты x%t здесь определяются с точностью до произ­
вольного слагаемого из R (&тх+1,т), откуда непосредственно вы­
текает, что i.?^..,)a

a(e'B) — несвободный модуль. Его система 
образующих {Л-.;}—-линейно-зависима: 

а 'К 

. _ _ a ~ ' - - u < - = 0 ' ^ w e R ( e ^ + 1 ' m ) . 
• ..=1 i=i 

Называя элементы этого модуля плюральными векторами, ука­
жем его вещественную реализацию. 

Пусть 3?jf -— вещестйенное векторное пространство, в котором 
задан аффинор у характеристики (1.14) c матрицей (1.15) в не­
котором базисе. Сопоставляя вектору х%&-$ с координатами х1 

(i~\,...,N) строку (1.21) из •.?"., ./*a(em), с помощью соотно­
шений Х\>.} •=- Х^'1 и формул (1,20) легко заключаем, что при 
этом сумма строк (1.21) изображается суммой их образов в -2?--., 
а произведение строки (1.21) на действительное число a—-произ­
ведением образа -в .2'-- на а. Несколько сложнее интерпретирует­
ся умножение строки (1.21) на e6R(s'"), при котором степени в 
в (1.20) возрастают на единицу, а последний член аннулируется. 
Нетрудно видеть, что к этому же результату мы придем, воз­
действуя аффинором у на вектор х, т. к. в силу (Г15) в каж­
дой серии координат вектора х, рходящих в (1.20), происходит 
их перемещение на одно место вправо с замещением освободив­
шегося слева места нулем, Таким образом, умножение строки 
(1.21) на б равносильно воздействию на соответствующий вектор 
из 3?jj оператором у, представляющим е в нашем 3?-$, и следо­
вательно, умножение ее на а0 + шх + . . . + 2,mam,6R (em) равно­
сильно переходу х-^-аах-\-ахух-\-... •\-атутх. Отсюда непосред­
ственно вытекает, что вещественной реализацией (т. е. изоморф­
ной вещественной моделью) модуля 3?7!.'..'i1a(zm) будет служить 
S'jf с фиксированным нильпотентным аффинором у характеристи­
ки (1.14), которое мы будем обозначать символом ^.. ' . ' .^"(Y). 
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Нетрудно видеть, что канонические координаты в Stl\\\\a
 а(у), 

в которых его матрица имеет вид (1.15), определяются с точ­
ностью до линейных преобразований, матрицы которых переста­
новочны с (1.15). При этом происходят линейные преобразования 
в модуле icit,..ia (ат), обратимость которых равнозначна обра­
тимости их образов в •2,/,!...{cdot}0,C!(y). Таким образом, коммутатор­
ная группа аффинора y вещественно реализует фундаменталь-
ную группу модуля 2'il.,.ia (em). Ясно, что дифференциал ото­
бражения SD-^-SD', осуществляемого с помощью системы голо­
морфных функций с якобиевой матрицей (1.16), принадлежит 
к рассматриваемому классу преобразований. 

Перейдем к рассмотрению сопряженного к {cdot}-?™!"/™" (s~) мо­
дуля и его вещественной реализации. Поскольку R(e'")—-фробе-
ниусова алгебра (т. е. ее структурные константы с\. таковы, что 
имеются qk, при которых матрица Q = (ck

L]q^ не вырождается), 
то существование такого сопряженного модуля тем самым обес­
печено ([23]). Его модель в пространстве . 5^ , сопряженном £Р-
строится вполне аналогично рассмотренной, с той лишь разницей, 
что теперь умножение плюрального ковектора на s должно 
интерпретироваться операцией да^/, т. е. умножением вещест­
венной строки wk на матрицу (1.15) справа. Это приводит к сле­
дующему. выражению координат плюрального ковектора через 
координаты вещественного образа: 

. . . + д а ^ + / в - . (1.23) 

Взаимный след вектора из ^u'.'.Tj'i&m) c координатами (1.20) на 
.23) из дуального модуля 9?ix..j (s~) 

(или операция спаривания элементов этих модулей) опреде­
ляется следующим соотношением, которое вытекает из ([23], 
форм. (2:13)) и является конкретизацией последней для алгебры 
R(em) при условии, что фробениусова метрика в R(em) задает­
ся (см. [23], форм. (2.18)) с помощью матрицы Q = 

<№, X»= < да, утх > + < да, v"1"1* > е + . . . + (да, х > в", (1.24) 
где 

+ -TS-W (r2-X21 + ^ - X " + • • - +W2[,X2t') + 
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+ -5.-W (^iXal + ^ ° ! + • • • т ^ , Х " ' ) - (1-25) 
e a . 

Для удобства суммирования в (1.25) введем следующий оператор 

тогда спаривание (1.25) примет вид 

4№,X»-Wb.tAuX»,J, (1-27) 
причем следует иметь в виду, что оператор (1.26) имеет смысл 
лишь в свертывании, т. к. содержит идеальные элементы 
-—"д,, которые можно интерпретировать как соответствую­
щее понижение степени е. С применением (1.26) дифференциа­
лы голоморфных функций (1.19) по переменным (1.20) удобно 
теперь записать в виде 

dF^-^LUdX*, (1.28) 
где dFujdXv'3 — голоморфные частные производные в смысле 
сказанного выше. 

Имея модули &ix.,.ia (em) И •-?/,.../„(•-'"), нетрудно опре­
делить тензоры более высоких порядков как линейные отобра­
жения декартовых произведений этих модулей в алгебру R (em). 
Их вещественными реализациями -в Sh\\'ja

a (y) будут тензоры 
тех же порядков, обладающие свойством чистоты относительно 
•Y, т. е. перестановочности по любой паре своих индексов (или 
аргументов) с аффинором Y. Свойства чистоты тензоров отно­
сительно аффинорных структур изучались рядом авторов 
([113], [73], [74], [80], [33], [37], [10], [И], [14], [15], [39]) и 
наиболее подробно освещены в [23]. 

§ 2. АФФИНОРНЫЕ СТРУКТУРЫ И МНОГООБРАЗИЯ 
НАД АЛГЕБРОЙ ПЛЮРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

Пусть М — вещественное или комплексное дифференцируе­
мое многообразие класса С™, на котором задано (1,1) -тензор­
ное поле f того же класса гладкости, тогда говорят, что на М 
задана аффинорная структура у. В дальнейшем будем предпо­
лагать, что Y интегрируема, т. е. на М существует такой глад­
кий атлас локальных карт, что матрица f имеет в любой карте 
этого атласа постоянные компоненты; различные признаки ин­
тегрируемости аффинорных структур исследованы в работах 
[72], [101]-[104], [25], ![70Г [98], |[99], [32], [33]. В этом слу­
чае в некоторой допустимой локальной карте матрица Y примет 
квазидиагональный вид 
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(2.1) 

где по главной диагонали расположены постоянные матрицы с 
одним собственным значением, а пустые места заполнены нуля­
ми. При всех преобразованиях допустимых локальных коорди­
нат, сохраняющих матрицу (2.1), якобиева матрица преобра­
зования в силу известного свойства перестановочных матриц 
([24], [65]) будет иметь аналогичный (2.1) квазидиагональный 
вид 

•/— J\ , (2.2) 

откуда следует, что М является композицией ([42], [45]) под­
многообразий М\, -Мг, ...,Mp, огибающих корневые подпро­
странства аффинора (2.1). Далее будет показано, что'на каж­
дом из подмногообразий Ms определяется некоторая аффинор-
ная структура с нулевым собственным значением, и следова­
тельно только этот случай аффинориой структуры является ти­
пичным, а общий случай сводится к композиции таковых. 

Пусть аффинор .у имеет минимальный полином 
ф М----^-^)*.. (к-%2)«> ... &-ХР)*Р. (2.3) 

Разложим дробь 1/Ф(Х) в сумму дробей с взаимно простыми 
знаменателями: 

V ?'<Ц . (2.4) 
чЫ -Ja—W 

Многочлены 
РДХ)--——-—^ (2.5) 

обладают следующими свойствами: 
Р р 

1". В силу (2.4) 2 -°-W = l> поэтому 2 Л М =--<-• 
2°. Если Ei—корневые подпространства собственных значе­

ний %i, то для yv&Ei имеем (^- -̂id)a-t)£-—= 0, поэтому 
f>s(l)vi==2^{s^'i)^ ибо по (2-5) в Ps{"i) присутствует множитель 
(y —Xi-id)"-; таким, образом, многочлены (2.6) определяют опе­
раторы Ps (у), аннулирующие, векторы корневых подпространств 
с другим номером. 

3°. Аффинор Ps{y) тождественно действует на корневом 
подпространстве Es- Действительно, по 2° для VvsQEs имеем 
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(2P<(Y)]e---.2(^(¥)o-)'==-D-(Y)o-- Но по 1° (2-°'^-— 
= о„ поэтому Ps(y)vs=vs. 

Из 1°—3° вытекает, что многочлены Ра(ч) служат проекто­
рами на корневые подпространства Es; они были определены в 
[70]. 

Введем новую аффинерную структуру 

Y - Y - S V M ' Y ) . (2.6) 

обладающую очевидными свойствами: 
1°. Собственные векторы аффинора -у будут ими и для f, но 

собственные значения их — нулевые. 
2°. Если матрица -у приведена к жордановой форме, то и 

матрица f тоже имеет жорданов вид. 
Таким образом, в каждом подмногообразии Ж- с помощью 

T задается аффинерная структура с нулевым собственным зна­
чением. По этой причине мы теперь подробно изучим случай 
нильпотентной аффинорной структуры, а к общему случаю 
вернемся в конце параграфа. 

Рассмотрим дифференцируемое многообразие М™!../^" (7) (для 
простоты вещественное) класса G°° с интегрируемой нильпотент­
ной аффинорной структурой у характеристики (1.14). Тогда в не­
которых локальных координатах, определяемых в области 3)с 
c:M.,!...'aa(y), матрица у примет вид (1.15) Тем самым выделяет­
ся целый класс допустимых локальных карт, характеризующийся 
тем, что при переходе от одной из них к другой якобиева 
матрица преобразования коммутирует с (1.15) и, следовательно, 
принимает вид (1.16). Как показано в § 1, это означает, что 
допустимое преобразование локальных координат J C A ' = / л (х1,... 
...,хи), где Nf=ulmM[t

l.'.','ia
a (у), обладает тем свойством, что. 

определяемые с помощью величин хА' и хА по формулам (1.19) 
и (1.20) переменные из R (em) преобразуются голоморфным 
образом. 

Покажем, что M/.!../0
a(y) является вещественной моделью-

дифференцируемого многообразия над алгеброй R (em), которое 
мы определим следующим образом. Назовем R (ет)-картой на то­
пологическом пространстве V пару (U, h), состоящую из области 
UczV и гомеоморфизма h\U->U' этой области на некоторую-
область U' модуля Sf\\'\ma{&m), введенного в § 1. 
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Набор величин (1.20) назовем координатами точки области U. 
Совокупность таких R(sra)-KapT или координатных областей, 
покрывающую V, мы назовем R(sm) -гладким атласом на V, 
если для двух пересекающихся R(em)-KapT UA и UB гомео­
морфизм hD°hA~l : hA(UA[\Us)-^(UAf\UB) задается системой 
голоморфных функций (1.19) от координат (1.20). Если 
R(eTn)-карта на V обладает этим свойством по отношению к 
любой карте атласа, то она называется согласованной с этим 

;R(em) -атласом; R(em)-гладкий атлас, содержащий все согласо­
ванные с ним R(em) -карты, называется максимальным. И на­
конец, хаусдорфово топологическое пространство со счетной 
базой вместе с заданным на нем максимальным R(em) -глад­
ким атласом назовем гладким многообразием над R(em) раз­
мерности N. Поскольку в его определении существенную роль 
играют числа характеристики (1.14), то мы обозначим его 

т1...т„ 
символом Mi i (em). Заметим, что наше определение от-
личается от определения гладкого многообразия над алгеброй, 
данного в ([23]), тем, что в более общем смысле понимается 
R(8m) -модуль. 

Теперь нетрудно заключить, что многообразие M™.'...-™1* (y) 
является вещественной реализацией 'M?*,'','ia

 a (sm). Действительно, 
R(em)-KapTa последнего, как уже отмечалось выше, реализуется 
областью в Si^ja

a(i), а преобразование локальных координат 
на пересечении двух R(em)-KapT—преобразованием, сохраняю­
щим матрицу аффинора (1.15), откуда непосредственно и вы­
текает наше утверждение, как следующая 

Теорема . Гладкое многообразие с интегрируемой аффинор-
ной структурой характеристики (1.14) является вещественной 
реализацией гладкого плюрального многообразия Mit

i.\''ig
a(%m). 

Заметим, что нерегулярные аффинорные структуры разоб­
ранного типа и их интерпретации с помощью алгебры R(em) 
были рассмотрены в работах [8], [9], [12], [13], [14], [15], а 
термин «плюральные числа» предложен А. П. Норденом. 

Дальнейшие факты дифференциальной геометрии на M/..'."..-a
ol(e'n) 

развертываются так же, как и во всяком дифференцируемом мно­
гообразии над алгеброй. Тензорное поле на Mi','.'.'ia

a(&m) реали-
зуется в М;,..!/я (y) в виде тензорного поля той же валентности, 
удовлетворяющего условиям чистоты относительно у ([23])-
При этом особую роль играют голоморфные тензорные поля, 
компоненты которых являются голоморфными функциями локаль-
ных координат на Mu...ta (sm); они реализуются в виде чистых 
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относительно у тензорных полей на M.,....-a
a (у), частные произ­

водные которых по допустимым локальным координатам обладают 
свойством чистоты [13], [23]. Линейная связность М^'Т^{^т) 
вещественно реализуется в виде линейной СВЯЗНОСТИ на 
Mh...ia (V), сохраняющей у, т. е. удовлетворяющей условию 
Vy-=0 ([13], [23]). Для голоморфного тензорного поля его кова-
риантная производная будет голоморфным тензорным полем 
тогда и только тогда, когда компоненты линейной связности го­
ломорфны; реализуя эту связность в ^ . . . ^ " ( у ) . получаем, что 
компоненты вещественной связности не только чисты относитель­
но,, у, но и имеют чистые частные производные по допустим ым 
локальным координатам. Признаком такой связности наМ,,!"'-^^), 
которую мы также называем голоморфной относительно структу­
ры у, является чистота ее тензора кривизны ([13], [23], [33]). 
В этом случае тензор кривизны вещественно реализует тензор 
кривизны на М^,.,^ (гт). 

Если среди собственных значений аффинора (2.1) имеются 
комплексные или М — комплексное многообразие, то проведен­
ные выше рассуждения легко переносятся на этот случай путем 
комплексйфикации. В вещественном М двум комплексно-со­
пряженным собственным значениям вещественного аффинора 
(2.1) будут отвечать комплексно сопряженные'корневые под­
пространства и такие же подмногообразия в композиции, кото­
рые в совокупности определят одно вещественное подмногооб-
ра-je с аффиНорИ„й _ „ , „ з у - а - ^ с я - рабо-а* 1,01, 

Вернемся к общему случаю многообразия М с интегрируе­
мой аффинорной структурой (2.1). Мы показали, что структура 
•Y может быть заменена новой тоже интегрируемой аффинорной 
структурой (2.6), у которой в корневых подпространствах, от­
вечающих блокам матрицы (2.1), возникают нильпотентные 
аффиноры, порождаемые аффинором (2.6). По отношению к 
определяемым ими аффинорным структурам подмногообразия 
Ми...,Мр являются вещественными реализациями некоторых 
гладких многообразий над алгебрами плюральных чисел соот­
ветствующего порядка, ^ ж н о пойти и дальше, используя 
свойства голоморфных функций над прямыми суммами алгебр 
([7]), с точки зрения которых Vkf можно рассматривать как ве­
щественную реализацию многообразия над прямой суммой р 
алгебр плюральных чисел соответствующих порядков ([12], 
[23]). 

К таким многообразиям можно придти также, исходя из 
следующих соображений. Пусть аффинор Y имеет минимальный 
полином (2.3), тогда факторизуя множество всех ПОЛИНОМОВ ОТ 
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Я по ф (Л,), мы получаем полиномиальную алгебру, для кото­
рой аффинор т задает представление. -Строение полиномиаль­
ной алгебры хорошо известно ([12]): каждому из взаимно про­
стых множителей полинома (2.3) в ней отвечает прямое 
слагаемое, являющееся алгеброй плюральных чисел соответст­
вующего порядка, а над полем действительных чисел при на­
личии комплексно сопряженных корней (2.3) каждая пара 
таких корней порождает прямое слагаемое в виде комплексно­
го расширения алгебры плюральных чисел. Таким образом, 
мы снова приходим к рассмотренной выше композиции плю­
ральных многообразий, которая служит реализацией многооб­
разия над полиномиальной алгеброй аффинора ^ ([12], [36], 
[93], [106]). Рассмотрим примеры. 

1. Структура на М, удовлетворяющая условию f2= —id, 
называется почти комплексной. Таким структурам, а также их 
обобщениям — почти произведениям (72 = id) и почти касатель­
ным (Y2 = 0) структурам — посвящено значительное число ра­
бот (см. обзоры [3], [75], [76]). Много внимания уделяется кэ-
леровым многообразиям ([100]), их аналогам и приложениям 
([43]), а также интегрируемым структурам; отвечающим алгеб­
рам двойных и дуальных чисел и возникающим в линейчатой 
геометрии ([81], [82]; [23]). 

2. Пусть метрический тензор gii риманова многообразия М 
является голоморфным полем относительно интегрируемой аф-
финорной структуры -у общего вида. Такие многообразия явля­
ются композицией римановых подмногообразий, определяемых 
на огибающих корневых подпространств ([7]). По терминоло­
гии А. П. Нордена ([41]) метрический тензор в них является 
Б-тензором относительно -у, поэтому М называется В-многооб-
разием ([47]-[51], [107]-[П0], [4]-[6], [69], [ЮБ1, [ 9 6 ] -
[97]). Связность Леви-Чивита на М голоморфна ([7], [9]). 

3. Пополним достаточно гладкое многообразие М струями 
'г-то порядка, тогда- многообразие этих струй образует новое 
многообразие ТГ(М), называемое касательным расслоением по­
рядка г многообразия М. Этим расслоениям также посвящено 
весьма много работ (см. обзоры ([75], [76], [78]). В {27] по­
казано, что они обладают интегрируемой аффинорной структу­
рой, удовлетворяющей условию -f+ — 0, причем имеющей пра­
вильную характеристику (1.1-4) вида [ ( г + 1 , . . . , r+ i l ) ] . Струк­
тура у означает, что ТГ(М) служит вещественной моделью 
некоторого многообразия M(er) над алгеброй R(s r), в котором с 
помощью естественных .продолжений- нолей, дифференциально-
геометрических объектов (например, метрик) из М в алгебру 
R(er) могут быть определены различные виды лифтов ([27]), 
а также получены и различные синектические объекты, пред­
полагающие продолжения более общего вида в R(er) (см. 
[23]). Таким образом строятся, например, синектические мет-
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рики, которые служат новым подходом к -В-многообразиям, 
упомянутым в примере 2. 

4. В случае, если f — жесткая (О-деформируемая) структу­
ра []33], то при условии ч~+1-=0 ее называют почти г-касатель-
ной ([83], [86]—[91], [84], [94]). Теория голоморфных объектов 
здесь требует обобщения, и мы в связи с этим обратим вни­
мание на возможность использования с этой целью понятия Ф-
оператора, введенного в {114] и развитого далее в работах 
[115]. [33], [73], [57]-[60]. 

§ 3. ПОЛУКАСАТЕЛЬНЫЕ РАССЛОЕНИЯ 

Пусть М — дифференцируемое достаточно гладкое вещест­
венное многообразие (dim.М = N=/i+/.}+]. ..+/•-) с заданной 

на нем (а—1)-ступенчатой субмерсией [46] 

^ ^ . . . - 5 , - ь (3.1) 
а 

где dimBS=NS— 2 4» •s — l,...,a—l. Нетрудно видеть, что 
Ь—s+l 

размерность слоя 
Z,== {z\z = (nsons^.. .on,)-1 у, yeBs} 

над базой Bs будет следующей: dimZ .̂— ^ ^ . 
Введем в окрестности Ux точки XQM специальные локальные 

координаты (x*1; х1"; ...; х'а), где каждая серия имеет следую­
щий смысл: (x'°)— локальные координаты на базе Ва-и 
{х'а~и, x'a)— на базе .9а_2 и т. д., (х^; . . . ; х1*) — локальные 
координаты на базе Bi. Такие координаты мы будем называть 
адаптированными к субмерсии (3.1). Если U- для xQM снабжена 
аналогичными координатами, то на Uxr\U- формулы перехода 
будут иметь вид 

xJ'^fh(x^;x1'; ...; x'°), 
x;- — //'(x.,;...; хЧ (3.2) 

jcya—/ya(x'"), 

а якобиева матрица /=1—-Н преобразования (3.2) примет .верх­
нюю блочно-треугольную форму 
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Ml Ml... Мх
л 

r , о M^...At , 
7 - • ; ' . " • > . (3.3> 

- • < -0 . . . 0 Â  
Условие dety-7-=0 таким образом равносильно необращению 
в нуль диагональных миноров: 

где Л.в = (-

\Mi\¥-o, \М:\ФО,...,\М£\+О, (з.4> 
дхА 

,дхв 

Пополним M струями порядка w1 на M, струями порядка 
т2 на Вх и т. д., струями порядка ma на Ва-ь где, следова-
тельно, предполагается, что /fti</re2< . . . <та = т. Полученное 
многообразие обозначим символом Tit

t.'.'.'/g
a(M) и назовем полу-

касательным расслоением порядка т многообразия М с задан­
ной на нем многоступенчатой субмерсией (3.1). При / 1 = . . . 
, . . =±/о_1=-0 имеем хорошо известное касательное расслоение 
Тт(М). 

Рассмотрим в точке х£М координаты струи k-vo порядка 
отображения -ф: R-—>-Л1, которое в локальных координатах име­
ет вид xA=xA(t) и при £=0 дает точку х. Тогда индуцирован-
ные локальные координаты этой струи определятся формула­
ми ([23], стр. 153) 

01 dt* (a=-0,l,...,k). (3.5). 

Пополним теперь локальные координаты хА, адаптированные 
к субмерсии (3.1), координатами струй соответствующих порядков. 
к подмногообразиям Bs; будем иметь 

x't, х1"\ . . . , jc-»mi; х'*, х1"1, . . . , х1"т*;... 
...;х*«, " Ч . . . , ^ ' в « . (З.бу 

О координатах (3.6) будем говорить, что они. индуцированы 
локальными координатами на М,' адаптированными к субмерсии 
(3.1). Можно показать, что они являются локальными коорди­
натами в окрестности UxdTi^"lia

a(M), полученной продолжением: 
окрестности ихсМ. Если аналогично построить продолжение Ux 
окрестности U~cM, то на UX{]U* определится преобразова­
ние индуцированных локальных координат, которое можно интер­
претировать следующим образом. 

Образуем из координат (3.6) плюральные переменные 
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Xlt ==em-mix f l + em-m-+1.x:/"1 + , . . +e m x ( - ' m ' , 
^•-_=e"i--OT-A;b + em _ '" s + 1Jc ;8'1+ . . . -\-&тх1^тк /%j\ 

Х1« = х*а-\-лх1аЛ+ • •. + smx'a 'ra, 
где размерность алгебры R(em)' определяется максимальным 
.порядком та—т струйполукасателы-юго расслоения Т......а (М). 
Аналогичные величины можно построить и в области U-, и учи­
тывая, что естественные продолжения плюральных функций 
определяются по (1.7), а локальные координаты струй — анало­
гичными формулами (3.5), мы заключаем, что плюральные пе­
ременные (3.7) преобразуются по формулам 

Xi'^Fh(Xi\Xt\...,Xta), 
: X'* = F'°(A'V..,X4 (3>8) 

Xy<~--=E/a(X4 
Эти функции можно рассматривать как естественные продолже­
ния переходных функций (3.2), и их обратимость по этой причине 
обеспечена. Однако, ее нетрудно проверить и непосредственно. 
Именно, записав якобиеву матрицу преобразования координат (3.6), 
мы получим, что она имеет вид (1.16), где все блоки, располо­
женные ниже диагональных блоков, в силу специального строения 
•функций (3.2) будут нулевыми. Значит, якобиан det./ = 

дхА,а 

оказывается равным произведению диагональных мино-дхв« 
;ров, каждый из которых является степенью диагонального минора 
матрицы У, поэтому с учетом (3.4) 

ЮТп det/=-=u/I'imi.|A/:h...Ka|'"Va 
Таким образом, . Т/",. ..""(M) дифференцируемо, причем 

а 

dlmr/1!...-a
a(M)--=A',----2(/7-i + - )^ - Оно является специальным 

..случаем введенного в § 2 многообразия M/,.'.'./ a (y) в том смысле, 
•что груша, действующая в нем, служит подгруппой группы не­
вырожденных матриц вида (Г 16), коммутирующих с аффинором 
(Г 15). Для полукасательной структуры 1-го порядка соответ­
ствующая этой группе G-структура исследована в [86], где, 
•однако, не отмечено наличие интегрируемой аффинорной струк­
туры у, а аффинорные структуры в полукасательных расслоениях 
1-го, 2-го и произвольного порядков рассмотрены в [16], [18], 
[22]. Из результатов § 2 теперь нетрудно усмотреть, что 
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r—mi. ••та , . 

J h...ia \м) является вещественной реализацией некоторого) 
М[г,..1а (ет), причем функции перехода в последнем имеют вид 
(3.8) и получаются в результате естественных продолжений 
в область R(sm) переходных функций (3.2), заданных на M; 
В свою очередь, Г™.'.'.'̂ 01 (M) обобщает rm(M) и сводится к по^ 
следнему, если положить /--=•....-= /„„1---0; в этом случае М.: 
диффеоморфно базе Ва-\ касательного расслоения m-ro поряд­
ка. Заметим, что рассмотренное полукасательное расслоение 
определяется с точностью до локального диффеоморфизма. 

Возможность построения Ti,..,ia (M) за счет естественного-
продолжения в область R(em) базы М с субмерсией (3.1) позво­
ляет определить голоморфные продолжения объектов из М 
в Tti.'.'.'tq* {Щ, которые мы будем называть, как обычно, лифтами.] 
Однако в противоположность случаю Тт(М) теперь такие 
лифты будут допускать не все гладкие объекты из М, а 
лишь те, которые специальным образом ассоциированы с мно­
гоступенчатой субмерсией (3.1), заданной на М. 

Пусть / — функция точки в окрестности UxcM. Будем на­
зывать ее (а—-1)-проектируемой, ерли / = /а_1-яа_1ол,0,_2о.. .°n-,; 
где /«-I— функция • на В а _ ь причем /ft_i — /к°Щ для 
k — \, ...,а—1 есть проектируемая по отношению к субмерсвдз 
nb'.Bk^-^-Bk функция в известном смысле ([71]) и /0—/>' 
Такая функция характерна тем, что в адаптированных к много­
ступенчатой субмерсии (3.1) локальных координатах она зависит 
лишь от переменных последней серии xia, т. е, от локальных 
координат на В а-ь и это свойство очевидным образом сохра­
няется при допустимом преобразовании (3.2). 

Рассмотрим дифференциалы проекций (3.1) лк, по отношению 
к которым имеют место следующие морфизмы касательных 
расслоений: 

Л , .Т2 Яз -"а—1 

Т (M){to} Т (51){to} Т (В2){to} . . ,—{to}r (5a-i). (3.9) 
Векторное поле v на М называется (>а—1)-проектируемым от­
носительно многоступенчатого проектирования (3.1), если -оно 
проектируемо в смысле работы [71] на каждой ступени субмер-. 
сии (3.1), т.е. если проекция v на каждую из баз Bb.:Vh = nh.Vk-i 
для k = \,..., а— 1, где t>0—а, является функцией только точки 
Bh. В адаптированных к (3.1) локальных координатах для 
(«•—1) -проектируемого поля о будем иметь следующий при­
знак: 

vl^ = v^{x^, x^t ...,х1а), I 
ваз 



t)(--=o'-(JC-'s . . . , x1*), (3.10) 

причем естественно, что это свойство сохраняется при допусти­
мом преобразовании (3.2). 

Поле 1-форм (ковекторное поле) на М называется (а—-1)-
проектируемым, если его след на произвольном (а— ^-проекти­
руемом векторном поле является (а—1)-проектируемой функцией. 
В адаптированных к (3.1) координатах для (а — 1)-проектируемого 
ковекторного поля w имеем следующий характеристический 
признак: 

•ви;,--=зд2 — ...—эд,а_.-=0, tDia = Wia(xJa). (3.11) 
Далее естественным образом ЭТИ определения можно распро­
странить на объекты более общей природы, например на тен­
зоры и связности. В частности, если v = T(v, ...,гЛ—векторно-

1 к 
значкая функция, линейная по каждому аргументу, то 
определяемое ею (1, А)-тензорное поле Т/,.../й на М назовём 
•(а—1)-проектируемым, если при любых (а— 1)-проектируемых 
векторных полях о, . . . , v поле v также (а—1)-проектируемо. 

1 к 
Вообще, тензорное поле любого типа (а—1) -проектируемо, ес­
ли его след на любых (а—1)-проектируемых аргументах есть 
(а—1)-проектируемая функция. Координатный признак (а—1)-
лроектируемого тензорного поля нетрудно получить с помощью 
(ЗЛО) и (3.11) из того факта, что такое поле должно удовлет­
ворять этим условиям ПО'каждому индексу. 

Пусть V — линейная связность на М. Назовем ее (а—1)-
проектируемой, если для произвольных (а—1)-проектируемых 
векторных полей « н о ковариантная производная V„u есть 
(а—1)-проектируемое поле. Применяя к этому полю ковариант-
ное дифференцирование еще раз в направлении другого 
• (а,—1)-проектируемого поля и альтернируя результат по на­
правлениям этих векторов, приходим к заключению, что тензор 
кривизны (а—-1)-проектируемой связности также (а—1)-про­
ектируем. Для а = 2 проектируемость тензоров и связностей 
рассмотрена в обзоре Б. Н. Шапукова ([71]). Связность в слу­
чае двухступенчатой субмерсии изучена М. О. Рахулой ([55], 
[56]), а 2-проектируемые тензорные поля и связности в случае 
этой субмерсии под названием ассоциированных с субмерсией 
(3.1) рассматривались в [21], [52], [63]. 

Переходя к "лифтам проектируемых тензорных полей и связ­
ностей, рассмотрим вначале случай полукасательного расслоения 
1-го порядка, который был разобран Т. В. Кирсановой ([29], [31]). 
Пусть п:М-+В —-расслоение на М, определяемое субмерсией я . 
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Тогда адаптированные к ней локальные координаты (ха, ха), где 
a, b, . . . — I, . . . , п—т; а, р\ . . . ~п— /га + 1, . . . .и.; dim M—n; 

. dim В — т, пополняются координатами струй 1-го порядка к В, 
которые обозначим символом ха. Тогда (ха, л:а, xa)—индуцирован­
ные на Т°п'1т,т(М) локальные координаты *>. Проектируемые 
векторное и ковекторное поля на М имеют вид v — (vb(xa, xa), 
v$(Xa)), •w—(0,w$(xa)), а их взаимный след sp (t>, да)—даро.3. 
Лифты (полный и вертикальный) этих полей на Т%'1т,т(М) опре­
деляются. формулами: 

CV = (О», О», ^аО-3 • Л5) , VV = (0, 0, t>P), 
— (о • 12Л cw=(0, daw^xa,w&), vw={Q, дар, 0), 

где <?ооР=—-;. Нетрудно убедиться, что операции (3,12) инва­
риантны. Взаимный след этих продолжений имеет вид: 

spC-o, -Чр)---а8р(р'Ю>..»Я (3.13) 
дх 

Чтобы установить, что лифты (3.12) порожцены голоморфными 
продолжениями проектируемых полей в T°nim,m (M), заметим, что 
•матрица аффинора (1.15)"в нашем случае принимает вид 

/о о о\ 
(Ч)= 0 0 0 (3.14) 

\о вт о) 
и, следовательно, определяет отображение векторных полей из 
Т°„-т,п{Щ по (1.20) и (1.23) следующим образом: 

c l /6= e 06, V B = aP + 8<V.ye-x°, * V = 8 . V , 
с\^6 = 0, cWp = wB + e<5a«>p..̂ , K W - s . c W . 

Взаимный след этих полей (см. (1 -25)) имеет вид 
« V , c\y»=sp.(t),TO)+8asP( t ,

c; te , ).^ (зле) 
дх 

ц служит естественным продолжением в R(е) функции sp(u, до), 
тогда как °У и CW в (3.15) определены такими же продол­
жениями вторых серий координат, возникающими за счет по­
полнения базы В касательными к ней векторами (струями 1-го 
порядка). 

Формулы (3.12) и (3.15) могут быть распространены и на 
проектируемые тензоры, среди которых мы отметим ТОЛЬКО 
случай (0,2)-тензора. Его проектируемость означает, что в 

*) Здесь и далее в символах типа Тй
п'}_тп1{М) индексы для удобства 

разделяются запятыми. 
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адаптированных координатах такой тензор'g.s имеет матрицу 

^(ofoM))' (ЗЛ7) 

а лифты этого тензора определяются следующим образом; 
• ' / 0" ' 0 0 • \ / 0 0 0 \ 

C g — 0 (̂ crg-ap • x a ) (g-ap) , ^ - 0 Ы ) 0 , (3.18) 
\ 0 (gap) О У V0 0 О/ 

порождая в M°Lm, m(8) (0, 2)-тензоры с матрицами 

С ° = (0 (GaP))' 'V°-{o (sGaP))' (3.19) 
Г д е Gap== gaB + 8(?o-grap-xCr. TaKHM ОбрЭЗОМ, СредИ рИМЭнОВЫХ 
метрик на Т„-т,т(М) нет метрик полного лифта,, т. к. таковые 
необходимо вырождаются. 

Переходя к лифтам связности, определим их условиями 
cVVW=c(V0a), vVcv

cu^(vvti), (3.20) 
где CV и VV — соответственно полный и вертикальный лифты 
проектируемой связности V. Ненулевые компоненты первой из 
них определяются соотношениями: 

- J c - - - t o -I й« = l*ai - a 4 = - - - J i - . -ар- -l a0i /o o n 

< T ^ С Г ^ - сГ2р -=rV
aP(x°).Cr^ = « • #, 

где Г — компоненты проектируемой связности V на М в адап­
тированных координатах, причем в правых частях (3.21) участ­
вуют все ненулевые компоненты Г, поэтому связности V и °V 
взаимно однозначно определяют друг друга. Из (3.21) следует, 
что связность на М^_тт (е), определяемая голоморфной отно­
сительно структуры (3.14) связностью CV, задается соотноше­
ниями 

-'г? — рг? с - ' - р л - , с?ч —РГ? 
Ье-•«я бс, с-аЬ — bJ- a&, ^.-.----Ы i a , . 

При этом связность ^ v легко получать из CV> если учесть, что 
в M°'_!mj m (е) ей отвечает связность с компонентами кг — е.сг, 
поэтому среди компонент VF Связности VV имеется только одна 
ненулевая серия; иГр-у-=--Гр7. Обратим внимание на то, что лифты 
(3.12) и последующие определяются без участия связности, но 
как и в обычном касательном расслоении, здесь возможен лифт 
и с применением связности. 

Пусть Г — компоненты проектируемой связности V на М, 
тогда с ее помощью можно построить также и горизонтальный 
лифт проектируемого векторного поля . 
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*-----.(->в, т.-, -Т$аФх*>, •••••".• (3.23) 
удовлетворяющий условию 

V f f f l . » 4 (3.24) 
а также определить условием ffVffv

ffu~/f(Vvti) горизонтальный 
лифт СВЯЗНОСТИ V, ненулевые компоненты которого находятся 
из соотношений: 

Яра -ра Я-ра pa Я Г о т-а Яра va 
•I 6с — . -бе , J-6а — -L 6а, J-аб — -• аб, J-яр — -I «0> 

(3.25) 

^ • - - - ^ - ^ v - r g y (.П я Г р
а 7= (^Гр а

7 -Г^Гр \+Г^Г^ Т . 
Перейдем к рассмотрению построенной T. А. Пантелеевой 

в работах [52]— [64], [21] теории лифтов в полукасательном рас­
слоении 2-го порядка, определяемом на многообразии М с двух-' 
ступенчатой субмерсией M-->£1{to}.B2, где ditnM--=A'—ra+ff...+j-, 
dim£i==fft + p, dim B2 = p- Адаптированные к этой субмерсии 
локальные координаты обозначим (.xa, ха, х% где а, Ь, . ..= 
= 1, . . „ в ; а,- р, . . . =«. + 1, . . .,/i-fm; i, j , . . . =//.+/& + 
- | -1 , . . . , N. Тогда пополняя M струями 1-го порядка на .5-
и струями 2-го_ порядка на В%, получаем многообразие Т°п\ m,%(-/W) 
размерности iV = n + 2m- + 3p' c индуцированными локальными 
координатами {ха, ха, ха, xl, xl, xl), где_а-=п.+ /ге + 1, . . . , n + 
-\-2m; г = /г + 2/ге+-1, . . , , и.+2/tt + p; i -=/ i - f2/n .+p+l , . . . 
...,n-\-2m-\-2p\ I = / i + 2 / n + 2 p + 1 л + 2/п+З/?. Таким об­
разом, при переходе от M к Т°п', m?p (M) номера локальных коор­
динат Xi «сдвигаются» на величину т, и то же будет происхо­
дить с координатами векторных полей и компонентами связностей 
при продолжении их из M в Т°п\ „? р (Ж). 

Матрица интегрируемой аффинерной структуры у (1-15) в этом 
случае принимает строение 

< Н Ет°о 1 <3'26> 
а дважды проектируемые (ДП) векторное и ковекторное поля 
в адаптированных координатах будут иметь вид 

(3.27) 
ш=(0, 0, о»Дд:-)), 

причём sp(u, ш) --ш^-1, 
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Лифты этих полей в Т°п\ !£,-„ (M) (полный, промежуточный и 
вертикальный) определяются формулами: 
ccVsssL0bt .yp, d*vtjc* + dtv*xT,tvi, д^хт, -^dkm'o}xTx^+dmv'x^j, 

vcv=:(Q,0, Ф, 0, v>, divU1), vvv = (Q>, 0, 0, 0, 0, vJ), 
(3.28) 

1 ее w-- 0, 0, 0, -^dkm-w}xkx'n+drnWjXm, dmWjXm, v>tj 
vcw = (0, 0, 0, dnWjXm, w,, 0), vvw =- (0, 0, 0, да,, О, О), 

где дг•=-—., ^ - — ^ - ^ 3 • Легко видеть, что vcv=y-ccv, vvv*= 
= y.vcv, и аналогично для ковекторных полей. При отображе­
нии на М°п\ m,p (e2) будем иметь поля 

ссу=(^ьг s^ + s^ida-v^x^+d^x1), я*+е,др1хт+ 

+ &{±dkmvix»xm+dmi>Jx")), vcV = e-ccV, KV—e- .c cV, (3.29) 2 
:W= (0, 0, Wj + sdmwJx»'±& [j dkmwJx^x'" + dmWjX"l 

vcW~eccW, VVW=&CCW 
с взаимным следом (1.25) 

<£ccV,ccW^> = sp(v,w)-\-edisp(v,w)xT + 

+ e2 ( - <?Am sp (о, та») дЛж«+<3m Sp (t), w) л-»), 
являющимся естественным продолжением &p(v,w) в R(e2). 
Формулы (3.29) показывают, что полные лифты ДП вектор­
ных полей (3.28) возникают на основе естественных продол­
жений второй серии координат (проекций на Bj) в радикал 
алгебры триальных чисел R(s2) и третьей серии координат 
(проекций на В..) в R!(е2). По этому же принципу могут быть 
определены лифты ДП тензорных полей, цз которых мы разбе­
рём только случай1 (0,2)-тензора. 

Пусть gAB — ДП (0,2) -тензор, тогда его матрица в адапти­
рованных к двухступенчатой субмерсии координатах примет 
вид 

/О 0 0 \ 
g = 0 0 0 , (3.30) 

а полный лифт определится формулой 
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где 0--нулевой блок 3-го порядка, а 

G ~ = U 7 £ i / Q 
\£ц О О 

— блок, возникающий за счет продолжения блока gLj, опреде­
ляющего матрицу (3.30), в R (в2): g^—dftg^x*, g == 
— •2-diimgi]x*'xm-\-dkgtjX*. Аналогично строятся и два другие 
лифта: vcg^ccg.y, VKo- = c c g.f . Тензор из M&O- 2 ) . который 

СС I 

реализуется с помощью g, имеет матрицу 
ее /0 0 0 \ 

0= 0 0 0 , (3.32) vo о о у ; 
где Qij=gtj + edkgtjx^+e2[jdkmgiix%x"l+dkgi}xk), которая силь­
но вырождена. Тем более вырождены будут и матрицы VCQ= 
= e-ccG, KKG--=8-.ccG. Таким образом, в Г°,!^р (M) также не 
существует римановых метрик полного лифта и тем более двух 
остальных лифтов. 

Перейдём к рассмотрению лифтов ДП связности (в работе 
[21] для этой связности применялся термин «связность, ассо­
циированная c двухступенчатым расслоением»), которые опре­
делим условиями 

ССVcCt,ccw-= CC(V-."), vcVccv
CCu=vc(Vva), 

vvVccv
ccu = vvCvvtt), (3.33) 

где «, о, V — произвольные ДП векторные поля и связность 
на М. Раскрывая первое условие, получаем, что ненулевые 
компоненты ССГ связности CCV следующим образом выража­
ются через компоненты Г связности V: 
•СС^а -г-а СС-г-а т-а ССт-а т-а СС-г-а -па СС-^а т-а 

i-bc = i-bct -.fta = --*ai - М - - . - й / , J- «6 = ••• ай» •-<x0 — - -ар , 
CC^a т-а СС-^а x-a CC-^a -.-.a CC-r-o ---a. 

ССГ« - ccrf5 = ССГ|"а = Tfa (XK x% 
ССГ^--=ССГ^ = ССГ^ = Г^ (л \ Л:'»), 

с сг?е=с сг^=с сг|--=г?р(^ , .*<*), 
ССра ^ СС-, а̂  = ССро: = га^ ^ ^ (3.34) 

сс-р* •сст-Г__сст,| ссгТ сс-^Т_ссрТ _ r i , Mv 
-;*---• ' j i - - Г > = r ^ = r j f t - lji-LMx mh 
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ccr?P—Эдл*+d^x», CCTYJ = ад/+dmv t,x*, 
С СГ^= С СГ^ = С СГ^ = dmYl

jkx^ 

-• - / f t= =*J Vmtf jkX X --.-С'щГуй.ЛГ'™. 

В (3.34) участвуют все ненулевые компоненты ДП связно­
сти V, поэтому связности C^V и V взаимно однозначно опре­
деляют друг друга. Что касается компонент связиостей VCV 
и v y V , то они легко получаются из (3.34) свёртыванием по 
любому индексу с аффинором (3.26) и его квадратом соответ­
ственно. Связности (3.33) вещественно реализуют связности 
на М ^ 2

р (е2), а именно связность (3.34) служит реализа­
цией следующей плюральной связности: 

с с „ а .-2-Ла ССг," .-.9ТТ- Сс„а -Лт--- СС а „от-а 
сс~а „ 9 п а СС„а от-а ССа -т-а СС^а -„..а 

С % = 8-Г?,, ССгВ
а
0 = 8Гра

ст + 8- [dtftaX* + <?Лх»0, 
ссг£ — еГ г̂ + 8- ( д л Г ^ + < Ш Л ° % — 8Г?р + 

+ 82 (д,??^ + <Эт1 %.кт)> с% = еГ?; + S2 (dtffjX*- + dmr?;xm). 
с % = = rJA + ъдАх* + 8- [— W ' ^ V + djrJfrX»). 

Две другие связности на Mn',m2,p (е2) определяются так: 
ксг-=в.ссг, ууг~гКссг. (3.36) 

Отметим следующие свойства лифтов тензорных полей и 
связиостей в .полукасательных расслоениях первого и второго 
порядков: 

1. Они обладают свойством чистоты относительно струк­
турных аффиноров (3.14) и (3.26) и, более того, определяют 
голоморфные поля относительно этих интегрируемых структур. 

2. Структурный аффинор 7 «оварнантно постоянен в каж­
дой из этих связиостей, которые однако не являются самыми 
общими связностями, сохраняющими эту структуру. 

3. Тензор кривизны каждой из них служит соответству­
ющим лифтом тензора кривизны исходной связности. 

4. Тензор Риччи проектируемых связиостей на М, вообще 
говоря, не будет проектируемым, и его лифт не определяется. 
Это свойство обусловлено тем фактом, что свёртывание тензо­
ров в пространствах над алгебрами не реализуется веществен­
но той же операцией ([39]). 

•5. Если группу (3.10) сузить до подгруппы, сохраняющей 
слои, то М распадется в композицию в смысле A. П. Нордена 
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([42], [45]), а полукасательное расслоение — в 'композицию 
касательных расслоений соответствующих (порядков , базовых 
подмногообразий этой композиции. В этом случае возможны 
•-римановы метрики полного лифта, которые получаются путём 
обычных поднятий римановых метрик, заданных на -позициях, 
в касательные расслоения этих позиций. 

Укажем еще один способ построения связности полного лифта 
в Т\',г(М), примененный в [20]. Пусть я:М-+В — субмерсия на М 
(ditnM=2, dim 5 = 1). Тогда группа преобразований адаптиро­
ванных к п локальных координат на М определится матрицами 
вида 

А = ( ^ 5 1 - (3-37) О А 2 

Пополняя M струями 2-го порядка к В, мы получаем T°',i(M)\ 
которое является частным случаем введенного выше Т°п'}т,р{Щ 
при tt==p-= 1, tn—0. На Г?;?(УИ) возникает интегрируемая аффи-
норная структура с матрицей 

• /0 0 0 0 \ 

< Н 8 ? 8 8 • <--38) 
ч> о 1 о/ 

Пусть на М задана связность без кручения V с компонентами 
Gi/, сохраняющая субмерсию п, т. e. удовлетворяющая усло­
вию Vu—kj для всякого векторного поля v, касательного к 
слоям n~lb, ЬОВ. Отличными от нуля компонентами такой 
связности могут быть следующие: 

Oil, G.2 = G2b G22, G22. (3.39) 
Лифт этой связности в Г?;? (Ж) будем искать в виде такой связ­
ности без кручения, в которой структурный аффинор (3.38) 
ковариантно постоянен, что равносильно тому, что отличными 
от нуля компонентами такой СВЯЗНОСТИ могут быть следу­
ющие: 

Г!ь rl2.---r.Jb Г22, Г^—Г|з — Г3
32 = Г^ — Г12 — Г к 

•рЗ --,4 --4 г 4 р4 р 4 __-р4 (.У-Щ 
-•22 = • - 2 3 = 1 32, 1 2 2 , 1 11ч 1 2 2 = 1 21-

Предполагая дополнительно, что эта связность голоморфна отно­
сительно структуры (3.38), получаем, что величина Г22+еГ|г+ 
+ 82Гк из R(82) должна быть голоморфной функцией переменной 
x2 -f ex3 + е-А:4, поэтому компоненты г|2 и Г22 могут быть опре­
делены за счет естественного продолжения Ги в R (е2): 

Га
22 = <?2Г22̂ , Г22—-5-^Г22(^3)- + ^г12Л:4, (3.41) 
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Таким образом, среди компонент (3.40) с учетом (3.41) по сравне­
нию с (3.39) содержится две лишних, и можно положить 

Г?1.-Г?2—-0, (3.42) 
т.к. при допустимом преобразовании индуцированных на Ti',\(M) 
локальных координат эти компоненты преобразуются однородно, 
и условия (3.42) таким образом инвариантны. Если добавить 
к этому также инвариантное предположение о том, что 

Gl2--=G222(.*;-), (3.43) 
то условиями 

rh — Gm Г!а — (?Ь, Гк = Оя, r|2--=G2
22 (3.44) 

при дополнительных предположениях (3..41), (3.42), (3.43) на 
r?'i(M) определится связность полного лифта, инвариантная 
относительно индуцированного на Т?;?(М) преобразования локаль­
ных координат. Нетрудно видеть, что мы пришли к полному 
лифту (3.34) .проектируемой связности на М, который ^ыше 
был определён для более общего случая. 

На этом примере хорошо видно, что связность полного 
лифта (334) служит лишь частным случаем связности, сохра­
няющей структуру (3.26), и не совпадает с ней даже при 
предположении, что последняя голоморфна относительно 
(3.26). Связности самого общего вида, сохраняющие аффинор-
ную структуру (3.38) характеристики .[(1,3)], частным случаем 
которых являются рассмотренные здесь связности ПОЛНОГО 
лифта, изучались в работе Т.. Г. На.кова ({40]). 

§ 4. ГОЛОМОРФНО-ГЕОДЕЗИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
СВЯЗНОСТЕЙ В ПОЛУКАСАТЕЛЬНЫХ РАССЛОЕНИЯХ 

Пусть М—достаточно гладкое вещественное дифференци­
руемое многообразие, снабженное интегрируемой структурой 
представления ассоциативной, 'коммутативной, унитальной и 
фробениусовой алгебры 91 порядка т и являющееся веществен­
ной реализацией дифференцируемого • многообразия М (91) 
над % в смысле §§ 1—2 или для более общих, чем полиноми­
альные, алгебр в смысле работы [23]. 

Если на М(%) в некоторой окрестности точки X задана 
кривая уравнениями в локальных координатах 

Х*-*Х*(Г), i, / , . . . -1 , . . . , d imM (9 i ) , (4.1) 
где Х*(Т)—голоморфные в смысле алгебры 9t функции пара­
метра Т&% то вещественной реализацией линии (4.1) в М бу­
дет служить m-'Мерное подмногообразие 

*- = *'(*•,. . . ,*-•), . / , / , . . . 4 , . . . , d i m M , (4.2) 
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касательные площадки которого голоморфны относительно 
91-алгебраической структуры на M, т. е. инвариантны относи­
тельно аффиноров представления 91 (мы будем называть его 
голоморфным подмногообразием в М). 

Предположим, что (4.1)—геодезическая в голоморфной 
связности без кручения на М(Щ), т. е. ее касательный вектор 
Vi~dXildT при дифференцировании ВДОЛЬ кривой удовлетво­
ряет уравнениям 

V V - Л У , . (4.3), 
где Л — голоморфная функция Т. Тогда вещественной реали­
зацией уравнений (4.3) на М будут уравнения 

Wj - *>L (4.4) 
где V—абсолютный дифференциал вдоль поверхности (4.2), 
a vi

I=dxl/dti, и обратно, из (4.4) следует (4.3). Таким обра­
зом, касательный вектор к (4.2) при параллельном перенесении 
вдоль этого подмногообразия остаётся принадлежащим ему, и 
значит геодезическая из М(Щ реализуется (разумеется, ло­
кально) на М в виде вполне геодезического голоморфного 
подмногообразия ([34]). 

Пусть 
t - i ' ( 0 (4.5) 

— внутренние уравнения кривой на вполне геодезическом под­
многообразии (4.2). Тогда в силу (4.2), (4.4), (4.5) для её ка­
сательного вектора vI~dxl/dt имеем, что его абсолютный диф­
ференциал принадлежит касательной площадке к (4.2). Но 
последняя совпадает с голоморфной площадкой касательного 
вектора этой кривой, за исключением особых случаев, когда 
эта площадка имеет меньшую, чем т, размерность, которые 
мы исключаем из рассмотрения. Следовательно, кривые на 
вполне геодезическом подмногообразии (4.2) обладают тем 
свойством, что их касательный вектор при параллельном пе­
ренесении вдоль кривой остается принадлежащим своей голо­
морфной площадке. Такие кривые называются голоморфно-
геодезическими. 

Пусть г и г—объекты линейных связноетей без кручения на 
М(Щ, имеющие общие геодезические линии, тогда соответ­
ствующее преобразование связности на М(Щ называется геоде­
зическим, и признаком его, как и в вещественном случае, служит 
следующее строение тензора аффинной деформации 7—г—г 
([63]): 

Т}*=2б(,вЛ), (4.6) 
где бу—символ Кронекера, a 0ft—ковекторное поле на M(9l). 
Переходя к вещественной реализации этого соотношения на М, 
получаем с учетом [15], что 
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Г^-=2Ф(у0^, (4.7) 
а 

где G .̂—система ковекторов, реализующих 0^, фу—-структурные 
а 

аффиноры на M, изоморфно представляющие базисные, единицы 
еа&% TSK—TJK—Гу —-тензор деформации связностей, реали­
зующих на М связности г и г. По сказанному выше преобразова­
ние (4.7) сохраняет свойство подмногообразий (4.2) быть 
вполне геодезическими, а следовательно, сохраняет и голо­
морфную геодезичность кривых на М, поэтому мы будем на­
зывать преобразование (4.7) голоморфно-геодезическим. Такие 
преобразования, в ТОМ числе и по отношению к более общим 
кватернионным и антикватернионным структурам, изучались в 
[92], [19], [34], [17], [66]-[68], {59], [64], ![ 111], [116]. Что 
касается вопроса о том, будут ли самые общие преобразова­
ния, сохраняющие класс голоморфно-геодезических ЛИНИЙ, 
иметь тензор деформации вида (4.7), то для достаточно ши­
рокого класса алгебр ответ будет утвердительным, что, в ча­
стности, для более общей ситуации, когда на М задана неко­
торая полиаффинориая структура, исследуется в [38]. 

Таким образом, геодезическое преобразование связности на 
М(Щ реализуется на М в виде голоморфно-геодезического 
преобразования с тензором деформации (4.7), поэтому инва­
рианты этого .преобразования на М(Ж) (проективные пара­
метры Томаса и тензор проективной кривизны Вейля — см. 
[63]), определяемые на М(Ш) так же, как и в вещественном 
случае, реализуются на М в виде инвариантов голоморфно-
геодезических преобразований. Однако, прямое использование 
этих инвариантов на М встречает принципиальные трудности, 
т. к. в конструировании инвариантов на M(3t) участвует опе­
рация свёртывания, которая выражается с помощью свёрты­
вания в М только для полупростой алгебры ([39], [61], '[62]). 
Это заставляет искать указанные инварианты голоморфно-гео­
дезического 'преобразования на М непосредственно, что, в ча­
стности, рассматривалось в [17], где установлено следу­
ющее. 

Пусть Яик=2[диГ;]к+Гщ/ТУ]к)-~ тензор кривизны, тогда 
по [44] (стр. 130, форм. 7) при преобразовании (4.7) имеем 

^7^-/?/у^+2ф^8"/./]+2Фке7,^ (4.8) 
а а 

где ^—-тензор кривизны связности Г, 

9?y=V/e«-eyejC' (4-9) 
а с*— структурные константы 91 в базисе еа, т. е. е0ех — с%хеа. 
Свертывая (4.8) по / , L, получаем, что тензор РИЧЧИ /?./#----
=Яик преобразуется при этом так: 
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#7*----#/* + 2©&fr./]+20fre"i.*. (4-Ю) 
a a 

Если рассматривать (4.10) как систему уравнений для определе­
ния Qfj, которая является вообще говоря, переопределенной, то 
р тех случаях, когда она совместна, ее решение имеет вид 

9?/=-=^M#-R)- (4-11) 
Подставляя (4.11) в (4.8) и перенося в левую часть все надчерк-
нутые величины, мы получаем равенство вида 

whK~whK, (4.12) 
где ^ ^ - = - ^ / / — - 2 Ф ^ ^ / л ( ^ ) - 2 Ф ^ /

а
к ( ^ ) . а W—аналогия-

а а _ 
ный тензор, сконструированный из связности Г. Таким образом, 
(4.12) есть инвариантный тензор голоморфно-геодезической 
кривизны или обобщенный тензор Вейля, и его отыскание фак­
тически сводится к решению системы (4.10). В [17] пока­
зано, что в случае коммутативной алгебры разрешимость 
уравнений (4.10) накладывает довольно сильные ограничения 
на саму алгебру 91, так что, например, для алгебры R'(sm) она 
невозможна. Примерно так же обстоит дело и с обобщенны­
ми параметрами Томаса. Здесь и оказывается весьма полез­
ной теория лифтов проектируемых тензоров и связностей, из­
ложенная выше, которая позволяет построить инварианты го­
ломорфно-геодезического преобразования связности ПОЛНОГО 
лифта. 

Пусть Т\)т,р (M)--полукасательное расслоение 2-го порядка. 
Для того, чтобы преобразование связности полного лифта было 
голоморфно-геодезическим, необходимо и достаточно, чтобы 

f ^ = - - r ^ + 26(/eJO + 2Y(/eJo+2V(/eJO, (4--3) 
2 ' _ ~ 

где yrj = yr
Lfj, е*—Ч^9л, 6*—y£9z, a I, J, К, . . . = 1, . . . , 7V--= 

= n+2ffi + 3p. Формулы (4.13) есть конкретизация формул 
(4.7), причем вк служит полным лифтом ковектора того геоде­
зического преобразования на М, которое порождает (4.13). 
В (4.13) и дальше значок С С у связности полного лифта 
опускается. Заметим, что голоморфно-геодезическая линия на 
Ти,т% (M) реализуется на М в виде геодезической линии с за­
данным вдоль нее обобщенным полем Якоби, отличающимся от 
обычного поля Якоби ([26], [П7])> удовлетворяющего уравнению 
vl^+RjkiVx^x'^O вдоль кривой х1 = х'У), тем, что правая 
часть этих уравнений-ненулевая (см. [54]). Аналогичный ре­
зультат в полукасательном расслоении 1-го порядка отмечен 
в [30]. 
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Свернем (4.13) по / , К, тогда будем иметь 

Усматривая из (3.28), что &/ есть вертикальный лифт ковектор-
ного поля, по которому легко восстанавливается и полный лифт 
6/, мы получаем этот ковектор в индуцированных на Тп'?т,Р(Щ 
локальных координатах: 

о/ ^и, и,и, _ + з ^ 2 , dxkQxl xjc-t дхк х, 

-=—- d ^ f / - r f / ) Д X ^ - r d (4.15) 

Подставив (4Л5) в (4.13) и перенося все члены с Г влево, а 
члены с Г-вправо, приходим к соотношению вида 

T'jK^r'jK, (4.16) 
где в обеих частях расположены одинаковые функции от ГиГ 
соответственно, которые определяют, таким образом, объект, 
инвариантный относительно преобразования (4.13) связности 
ПОЛНОГО лифта. Мы назовём его обобщенным голоморфно-гео­
дезическим объектом Томаса или голоморфно->проективной 

• связностью. 
Очевидно и обратное: если преобразование связности удов­

летворяет условию (4.16), то тензор деформации имеет вид 
(4.13), т. е. оно — голоморфно-геодезическое. Таким образом, 
имеет место 

Теорема. Для того, чтобы преобразование связности пол­
ного лифта было голоморфно-геодезическим, необходимо и до­
статочно, чтобы оно сохраняло обобщенный объект Томаса. 

Это-обобщение известной теоремы из теории геодезических 
преобразований ([63]). Что касается компонент обобщенного 
объекта Томаса, то произведя соответствующие выкладки при 
выводе (4.16), можно определить _для каждой из шести серий 
значений координат a, a, a, i,. i, i в Т°п'}т,Р (M) общий вид 
каждой серии этих компонент, полученных Т. A. Пантелеевой 
([54]), но ввиду громоздкости мы эти формулы не приводим. 
Аналогичные факты в полукасательном расслоении 1-го поряд­
ка рассматривались T. В. Кирсановой в [30], а случай Т(М) 
изучен A. П. Широковым в [77], 

Пусть связность полного лифта преобразуется по (4.13), 
тогда для тензоров кривизны их имеем ([44]): 

RiijK=RuK+2Qim&L
K + 29[Л/]ЧА- + 2Bi/./jy£ + 

+ 2Sfy9/K + 2yf./9/i.r + 2?f-'e/^, (4.17) 
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где 
(a) e//—V/9/—ё/8у—е/0>~е/еу, 

(b) e/y—e/A-Y/ — V/0/-e/ey—в/ву, (4.18) 
(c) e7y—e7^-=-V/e/—о/в./.. 

Отметим, что тензор (4.18а)' является полным лифтом анало­
гичного тензора, возникающего на М при геодезическом пре­
образовании, поэтому "его матрица будет иметь вид (3.31). 
Такой же вид примут и матрицы (присоединенных к нему тен­
зоров (4.18Ь) и (4.18с). Ненулевые их блоки устроены следу­
ющим образом: 

где 
6ц=дА1}х*, Q==^-dklQiJxJxT+dkQlJx\ (4.19> 

а 0(/~- компоненты последней серии того ДП тензора на М, 
полный лифт которого дает (4.18а). Отсюда хорошо видно, что 
тензор (4.18с) вполне определяет в нашем случае тензоры (4.18 а) 
и (4.18b), что в общем случае многообразия Mn.m,P {у), рас­
смотренного в § 2, места не имеет, и это для дальнейшего будет 
иметь решающее значение. 

Свернем (4.17) по /, L, тогда 
RJIC=RJK + &KJ-MJK, (4.20> 

откуда с учетом JV>3 имеем 
Q'K~-bhfrWRjK+^KA-(NRjK + bRKj)\. (4.21) 

В силу специфического строения (QJK) в (4.21) достаточно-
положить J—i, K—j, т.к. для остальных комбинаций индексов. 
в обеих частях (4.21) имеем нули. Получаем 

ву-ру-р , - , - (4.22). 
где _ 

ft,--fa±£-i. , (4.23) 
a pij так же выражается через JR^. Восстанавливая с помощью 
(4.19) компоненты тензоров (4.18а) и (4.18Ь), заключаем, что 
в силу (4.22) они также представимы в виде разностей одних 
и тех же функций от Дц и ~,г/. Таким образом, в нашем случае 
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система (4.10) разрешима относительно тензоров (4.18), играю. 
щих в Тп'}т,р(М) роль тензоров (4.9), и подставляя найденные 
их компоненты в (4.17), мы получим после переноса в левую 

'часть всех членов, содержащих компоненты RfjK, что имеют 
место (4.12). В связи с тем, что тензоры (4.18) определены по­
компонентно, то и тензор WffK будет тем самым определен 
•покомпонентно, и.ввиду достаточной громоздкости этих формул 
•мы отсылаем читателя к работе [54], где вычислены все не-
.нулевые серии компонент этого тензора. Заметим для дальней­
шего, что этот тензор имеет вид правой части (4.17) при допол­
нительных условиях (4.19), (4.22) и (4.23), причем следует цоло-
жить"ру=0. В случае Т2(М) тензор голоморфно-геодезической 
кривизны изучался Т. В. Капустиной ([28]). 

Следуя [54], назовем Т°'^т,р(Щ голоморфно-геодезически-
плоским, если оно допускает голоморфно-геодезическое преобра­
зование связности полного лифта в плоскую связность. Т. к. для 
плоской связности Г имеем WL

[JK=0, то необходимым признаком 
голоморфно-геодезически-плоского Т°п'^2,р(М) является условие 
W/jK—0. Выясним вопрос о достаточности. Пусть для связности 

.полного лифта Г выполнено №/^----0, тогда в силу сделанного 

.выше замечания о тензоре WjJK будем иметь 
RLIJK= —-Й1.л/1б£ - Щи]Ч% - 2 в , / л ^ ' -

-2^Лцк—2?£/в/1.г — 2у|78/1.г, . (4.24) 
"где тензоры (4.18) определяются из (4.23), (4.22) и (4.19) при 
рг/ = 0. Чтобы связность Г была голоморфно-геодезически-плоской, 
ДОЛЖНО быть обеспечено существование такого ковекторного 
ноля полного лифта 9У, ЧТО определяемое им на Т°„'}п<р{М) 
преобразование связности переводит Г в плоскую связность Г. 
Будем искать это поле из системы (4.18а) 

V/6y = 8/y + 0/6y+&/9y + e/8y. • (4.25) 
Ее-условия интегрируемости получаются повторным дифферен­
цированием (4.25), альтернированием по индексам дифференци­
рования и применением известного соотношения S7[/S7J\QK = 
== — у RUK$L вместе с (4.24). Будем иметь после упрощений 

VIQJK — VJQIK^O. (4.26) 
Покажем, что это условие в общем случае следует из (4.24), 

'и для этого применим тождество Бианки VMRUKJT'S7/RJ-MK + 
-\-VJRMIK=0, которое после подстановки (4.24) и свертывания 
по М и L дает 

'168 



——- Vue^]jr + V[/9^]-/+V[ifey|/----0. (4.27) 

Циклируя в J4.27) индексы I, J, К и сокращая полученное равен­
ство на — (/V + 3)-7--O, имеем 

V[/eyiJr+V[/ujr]/+V[jfe/]/-=o. (4.28) 
Если сложить (4.27) и (4.28), то получим 

(6— N ) V [/!./]*—О (4.29) 

Итак, при jV{ne}6 тензор (4.18с) удовлетворяет условию 
(4.26), но т. к. в силу (4.19) по тензору (4.18с) восстанавли­
вается и тензор (4.18а), то и он удовлетворяет соотношению 
(4.26), и следовательно, условия интегрируемости системы 
(4.25) выполнены, и искомое поле 8/ существует. Определяемое 
им преобразование в силу (4.17) переводит связность Г в 
связность Г нулевой кривизны, так что имеет место установ­
ленная в [54] 

Т е о р е м а . Для того чтобы Тп?т,Р{Щ было голоморфно-
геодезически-плоским, необходимо, а при N=£6 • и достаточно, 
чтобы тензор голоморфно-геодезической кривизны был равен 
нулю; при N.-6 дополнительно требуется, чтобы выполнялось 
условие (4.26). 

Равенство (4.26) в силу (4.19), (4.22), (4.23) сводится к 
некоторому простому условию, которому должен удовлетво­
рять тензор Риччи. Рассмотрим, когда возникает особый слу­
чай N-=«+2m+3p-=6. Здесь р¥=0, поскольку «ри этом мы 
имели бы полукасательное расслоение 1-го порядка, в 'Котором 
аналогичные результаты были получены T. В. Кирсановой 
([30]), поэтому для входящих в N величин n=4'vm M—dim В\,. 
m=dl1imB1—dim В2, p=dimB2 возможны следующие комбина­
ции значений. 

1) n=m—p=l , тогда трехмерное многообразие М рассла­
ивается дважды: субмерсией я1 на одномерные слои, а суб-
мерсией щощ — на двумерные. 

2) п=3, т = 0 , р==1; четырёхмерное М расслаивается на 
трёхмерные слои, а одномерная база пополняется струями 
2-го порядка. Имеем случай, аналогичный [20]. 

3) п=т—0, р=2 ; здесь мы приходим чк обычному 2-каса-
тельному расслоению Т2(М) двумерного многообразия М. 

ЛИТЕРАТУРА 
1. Абдуллин В. Н,, л-мерные римановы пространства, допускающие поля 

ковариантно постоянных симметрических тензоров общего типа. I. Изв. 
i вузов. Мат., 1970, № б, 3—13 (РЖМат, 1970, 12А590) 

б» 



2. —, n-мерные римановы пространства, допускающие поля ковариантно 
постоянных симметрических тензоров общего типа. П. Изв. вузов. Мат., 
1970, № 6, 3—15 (РЖМат, 1970, 12А591) 

3. Беклемишев Д. В., Дифференциальная геометрия пространств с почти 
комплексной структурой. В сб. «Геометрия. 1963. Итоги науки. ВИНИТИ 
АН СССР>. М., 1965, 165-212 (РЖМат, 1966, 11А390) 

4. Василева М„ Върху разлагането на обобщени В-тензорни полета на 
кривина. Науч. тр. Пловдив, ун-т. Мат., 1981, 19, Ш 1, 386—397 
(РЖМат, 1983, 11А875) 

5. —, Б-многообразия с постоянна холоморфна кривина на четиримерните 
линейни холоморфни подпространства. Науч. тр. Пловдив, ун-т.,' Мат., 
1982, 20, № 1, 251—263 (РЖМат, 1984, 8А726) 

6. —, Едно достатъчно условие за конформно-холоморфно изображение. 
Науч. тр. Пловдив, ун-т. Мат., 1984, 22, № 1, 253—264 (РЖМат, 1986, 
7А855) 

7. Вишневский В. В„ Об одном свойстве, аналитических функций над ал­
гебрами и его приложении к изучению комплексных структур в римано-
вых пространствах. Уч. зап. Казан, ун-т, 1966, 126, № 1, 5—12 (РЖМат, 
1968, 2А566) 

8. —, Структуры проективных пространств, порождаемые аффинорами. 
Изв. вузов/Мат., 1969, № 6, 35—46 (РЖМат, 1969, 11А509) 

9. —, Аффинерные стуктуры пространств аффинной связности. Изв. вузов. 
Мат., 1970, № 1, 12—23 (РЖМат, 1970, 6А537) 

• 10. —, Теория аффинорных модулей- Уч. зап. Казан, ун-т, 1970, 129, № 6, 
33—53 (РЖМат, 1971, 2А554) 

11. —, Аффинерные структуры как структуры, определяемые алгебрами. 
Уч. зад. Казан, ун-т, 1970, 129, № 6, 54—68 (РЖМат, 1971, 2А614) 

12. —, Полиномиальные алгебры и аффинорные структуры. Тр. семинара ка­
федры геометрии. Казан, ун-т, 1971, вып. 6, 22—35 (РЖМат, 1972, 
6А660) 

13. —, Некоторые свойства дифференциально-геометрических структур, оп­
ределяемых алгебрами. Науч. тр. Пловдив, ун-т, 1972, 10, № 1, 23—30 
(РЖМат, 1973, 4А812) 

14. —, Аффинорные структуры многообразий как структуры, определяемые 
алгебрами. Tensor, 1972, 26, 363—372 (РЖМат, 1973, 12А625) 

15. —, О вещественных реализациях тензорных операций в пространствах 
над алгебрами. Изв. вузов. Мат., 1974, № 5, 62—65 (РЖМат, 1975, 
1А780) 

16. —, Пример нерегулярной касательной структуры. Геометрия обобщен. 
пространств. Уфа, 1982, 26—32 (РЖМат, 1983, 6А693) 

17. —, К вопросу о тензоре голоморфно-проективной кривизны. Тр. геометр. 
семинара. Казан, ун-т, 1983, № 15, 14—23 (РЖМат, 1984, 5А739) 

18. —, О геометрической модели полукасательных структур. Изв. вузов. 
Мат., 1983, № 3, 73—75 (РЖМат, 1983, 8А728) 

19. —, Газиева Ф. А., Антикватернионные структуры и связности- Тр. гео­
метр. семинара. Казан., ун-т, 1980, № 12, 19—26 (РЖМат, 1981, 7А664) 

'20. —, Гуреева Т. Г., Об одном классе полукасательных структур второго 
порядка. Тр. геометр, семинара- Казан, ун-т, 1984, № 16, 9—19 (РЖМат, 
1985, 5А617) 

.21, —, Пантелеева Т. А., Голоморфные продолжения объектов в полукаса­
тельное расслоение второго порядка. Изв. вузов. Мат., 1985, № 9, 3—10 
(РЖМат, 1986, 4А857) 

22. —, Рюзешрельд Б. А., Широ/сов А. П., О развитии геометрии пространств 
над алгебрами. Изв. вузов. Мат., 1984, № 7, 38—44 (РЖМат, 1985, 
ЗА655) 

23. —, Широков А. П., Шурыгин В. В„ Пространства над алгебрами. Ка­
зань: Изд-во Казанск, ун-та, 1985. 262 с. (РЖМат, 1987, 7А694К) 

24. Гаятмахер Ф. Р., Теория матриц. М.: Наука, 1966, 576 с. (РЖМат, 
1966, 11А126) , ' 

25. Гаухман В. А., О диагонализируемых почти тензорных структурах. Ус-

70 



пехи мат. наук, 1964, 19, № 6, 226—228 (РЖМат iQfifi кьлкк\ 
26. Дуйровин Б. А., Новиков С. П., Фоменко AT г ' А 4 5 5 ) 

Методы и приложения. М.: Науи198бетч I" £ Х М е Т п
Я о / е ^ е т Р и я -

27. Еетуишк Л.Е., Лумисте Ю. ГГбстана И м 1 ^ 1 ' 198
Л

6' *А™8Ъ 
ференциально-геометрические структуры на М - Ь п ^ Р 0 / С ° е \ я

 Я ' Д и ф" 

ГА&Г' в и н и т Пробл- ̂ ^^TSST^S Ж 

29. Кирсанова Т. В., Полукасательные CT'DVKTVTIH l m т--.по „„о т-
семинара. Казан, ун-т, 1984, № 16, 4 ? Л ^ №ЖМат РгЭ85 Йвш М в Т р -

30. - , Голоморфно проективные щ е с й р а а о в ^ 1 ^ ^ ^ ^ . » » . 
^SSrW1^В с е с 'к о н ф-п о совр-пробл- ~р»и ' т ~ 

31. - Лифты и связности ш многообразии с полукасательной структу­
р е ? Ц' Г е ° М е Т р И Я (СаРатов). 1985, № 8, 36-44 (РЖМат, 1986. 

32. Кручкавич Г. И., Условия интегрируемости регулярной гиперкомплекс-
пои структуры на многообразии. Укр. геометр, сб., 1970, вып 9 67—75 
(РЖМат, 1971, 6А706) н ' ' ' 

33. —, Гиперкомплексные структуры на многообразии. I. Тр. семинара по 
векторн. и тензорн. анализу с их прил. к геометрии, мех. и физ Моек 
ун-т, 1972, вып. 16, 174-201 (РЖМат, 1973, ЗА684) 

34. —, Гиперкомплексные геодезические и их вещественные реализации. Тр. 
Моск. ин-та радиотехн., электрон, и автоматики, 1973, вып 67 3—11 
(РЖМат, 1974, 5А708) 

35. Кэртис -/., Райнер И., Теория представлений конечных групп и ассоциа­
тивных алгебр. М.: Наука, 1969, 669 с. (РЖМат, 1969, 6А210К) 

36. Лобанова Л. Б., Геометрии над полиномиальными алгебрами. Геометр. 
сб. (Томск), 1984, № 24, 104—106 (РЖМат, 1985, 10А607) 

37. Мазанова Г. А., О тензорах модуля г-полурегулярного представления 
коммутативной алгебры. Пространства над алгебрами и некотор. вопр. 
теории сетей. Уфа, 1985, 33—53 (РЖМат, 1986, ЗА822) 

38. Малахальцев М. А., L-геодезические линии и проектирование связности 
Епшаряна. Докл. АН СССР, 1986, 288, № 3, 543—546 (РЖМат, 1986, 
11А829) 

39. Минибаееа Ф. Г., Свертывание тензоров в пространстве над коммута­
тивной алгеброй. Дифференц. геометрия (Саратов), 1975, № 2, 99—106 
(РЖМат, 1976, 11А813) 

40. Наков Т., Върху някои метрични свързаности, запазващи бинарна афи-
иорна структура. Науч. тр. Пловдив, ун-т, 1973, 11, № 2, 9—17 
(РЖМат, 1974, 4А548) 

41. Норден А, П., Об одном классе' четырехмерных А-пространств. Изв. ву­
зов. Мат., 1960, № 4, 145—157 (РЖМат, 1961, 4А394) 

42. —, Пространства декартовой композиции. Изв. вузов. Мат., 1963, № 4, 
117-128 (РЖМат, 1964, ЗА367) 

4 3 — 0 структуре связности на многообразии прямых неевклидова прост­
ранства. Изв вузов. Мат., 1972, № 12, 84-94 (РЖМат, 1973, 5А675) 

44. —, Пространства аффинной связности. М.: Наука,1976 
45. - , Теория композиций. Итоги науки и техн. ВИНИТИ АН СССР. Пробл. 

геометрии, 1978, 10, 117-145 (РЖМат, 1979, 5А638) 
46. Остиану Н. М„ Ступенчато-расслоенные пространства Тр. геометр се­

минара ВИНИТИ АН СССР, 1974, 5, 259-309 (РЖМат, 197.5 1А772) 
47. Павма Е. В., Един клас пространства ^дуална структура. Науч. тр. 

Пловдив, ун-т, 1973, И, № 3, 17-23 (РЖМат, 1974, БА713) 
. 4 8 . - , Някои свързаности в многообразие снабдено с -*Р^™Р™ ДУа™| 

структура. Науч. тр. Пловдив, ун-т. .Мат., 1973, 11, № 4, 143-155 
(РЖМат, 1975, 11А730) 

71 



49. —, Върху геометрията на многообразие с f-структура- Науч. тр. Плов­
див, ун-т. Мат., 1983, 21, № 1, 307—314 (РЖМат, 1986, 1А840) 

50. —, Об одной характеристике симметрического конформно-евклидова 
многообразия. Тр. геометр, семинара. Казан, ун-т, 1982, № 14, 70—76 
(РЖМат, 1983, 6А729) 

51. —, Хоптериав X., Алгебраичен метод за въвеждане тензор от Бохнеров 
тип в В-многообразие. Науч. тр. Пловдив, ун-т. Мат., 1980, 18, № 1, 
191—201 (РЖМат, 1983, 9А638) 

52. Паяте/юева Т. А. Лифты дважды проектируемых тензорных полей в по­
лукасательное расслоение второго порядка, Казан, ун-т. Казань, 1985, 
20 с. Библиогр. 4 назв. (Рукопись деп. в ВИНИТИ 1 июля 1985 г., 
№ 4696—85Деп) (РЖМат, 1985, 11А612 ДЕП) 

53. —, Дважды проектируемые тензорные поля и связности в полукаса-
тельном расслоении второго порядка. Тр. геометр, семинара. Казан, ун-т, 
1986, № 17, 43-53 (РЖМат, 1986, 8А755) 

54. —, Голоморфно-геодезические преобразования в полукасательных рас­
слоениях второго порядка. Казанск. ун-т. Казань, 1986, 18 с, Библиогр. 
4 назв. (Рукопись деп. в ВИНИТИ 08.04.86 № 2476—В) (РЖМат, 1986, 
9А699 ДЕП) 

55. Рахула М. О., Инфинитезимальная связность в расслоении. Итоги науки 
и техн. ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 1977, 8, 163—182 (РЖМат, 1978, 
1А630) 

56. —, Теория катастроф и дифференциальная геометрия. Итоги науки и 
техн. ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 1984, 16, 35—80 (РЖМат, 1985, 
4А680) 

57. Салимое А. А., Почти аналитичность римановой метрики и интегрируе­
мость структуры. Тр. геометр, семинара. Казан, ун-т, 1983, № 15, 72—78 
(РЖМат, 1984, 5А733) 

58. —, Ф-оператор и почти аналитичность. Дифференц. геометрия (Саратов), 
1983, № 7, 73—80 (РЖМат, 1984, 7А620) 

59. —, Голоморфно-проективные преобразования связности на многообра­
зиях со структурами, определяемыми алгебрами. Тр. геометр, семинара. 
Казан, ун-т, 1984, № 16, 91—103 (РЖМат, 1985, 5А561) 

60. —, Замечание о почти интегрируемости структуры. Изв. вузов. Мат., 
1985, № 12, 70—71 (РЖМат, 1986, 6А936) 

61. Сафщлжна Ф. Г., Л-планарные преобразования связностей с кручени­
ем. Уфим'. авиац. ин-т. Уфа, 1985. 20 с. Библиогр. 7 назв. (Рукопись 
деп. в ВИНИТИ 4 сент. 1985 г. № 6506—85 Деп.) (РЖМат, 1986, 
1А847ДЕП) 

62. —, Л-планарные преобразования связностей с кручением. Уфим. авиац. 
ин-т, Уфа, 1986, 13 с. Библиогр. 6 назв. (Рукопись деп. в ВИНИТИ 
19.06.86, № 4524—В) (РЖМат, 1986, 10А774ДЕП) 

63. Синюкав Н. С, Геодезические отображения римановых пространств. М., 
Наука, 1979, 255 с. (РЖМат, 1980, 1А821К) 

64. —, О развитии современной дифференциальной геометрии в Одесском 
государственном университете им. И. И. Мечникова за последние годы. 
Изв. вузов. Мат., 1986, № 1, 69—74 (РЖМат, 1986, 7А788) 

65. Супрунежо Д. Л., Тышкевич Р. И., Перестановочные матрицы. Минск, 
1966. 

66. Тамашн В. С., Я-планарное преобразование связности в вещественных 
реализациях многообразий над алгебрами. Изв. вузов. Мат., 1979, 12, 
72—76 (РЖМат, 1980, 5А649) 

67. —, Один способ расширения й-планарных кривых до Я-субпланарных. 
Тр. геометр, семинара. Казан, ун-т, 1983, № 15, 79—83 (РЖМат, 1984, 
6А704) 

68. —, Об одном применении принципа перенесения Котельникова—Штуди. 
Пространства над алгебрами и некотор. вопр. теории сетей. Уфа, 1985, 
53-77 (РЖМат, 1986, ЗА835) 

69. Хошюриев X., Многообразия с алгебраична структура. Науч. тр. Плов­
див. ун-т, Мат., 1983, 21, № 1, 331—357 (РЖМат, 1986, 1А891) 

72 



70. Цаленко М. М., Интегрируемость тензорной структуры на многообра­
зии класса С- Тр. геометр, семинара ВИНИТИ, 1969, № 2, 333—ЗбЭ 
(РЖМат, 1970, 4А639) 

71. Шапуков Б. Н., Связности на дифференцируемых расслоениях. Итоги 
науки и техн. ВИНИТИ. Пробл. геометрии, 1983, 15, 61—93 (РЖМат, 
1984, 5А725) 

72. Широков А. П., Об одном свойстве ковариантно постоянных аффиноров. 
Докл. АН СССР, 1955, 102, № з, 461—464 (РЖМат, 1956, 6109) 

73. —, К вопросу о чистых тензорах и инвариантных подпространствах в 
многообразиях в почти алгебраической структурой. Уч. зап. Казан. 
ун-т, 1966, 126, № 1, 81—89 (РЖМат, 1968, 2А590) 

74. —, Об одном типе G-структур, определяемых алгебрами. Тр. геометр. 
семинара ВИНИТИ АН СССР, 1966, 1, 425—456 (РЖМат, 1967, 
6А383) 

75. —, Структуры на дифференцируемых многообразиях. Итоги науки и 
техн. ВИНИТИ Алгебра, Топология, Геометрия, 1967, 1969, 127—188 
(РЖМат, 1970, 2А629) 

76. —, Структуры на дифференцируемых многообразиях Итоги науки и 
техн. ВИНИТИ Алгебра. Топология. Геометрия, 1974, 153—207 (РЖМат, 
1974, 11А795) 

77. —, О голоморфно-проективных преобразованиях в касательном расслое­
нии. Тр. геометр, семинара. Казан, ун-т, 1979, № 11, 111—114 (РЖМат, 
1980, 5А647) 

78. —, Геометрия касательных расслоений и пространства над алгебрами. 
Итоги науки и техн. ВИНИТИ АН СССР. Пробл. геометрии, 1981, 12, 
61—95 (РЖМат, 1981, 10А546) 

79. Широков П. А., Тензорное исчисление Алгебра тензоров. Казань, Казан. 
ун-т, 1961, 447 с. (РЖМат, 1963, 8АЗЗЗК) 

80. Шурыгин В. В., Чистые тензоры на многообразиях с коммутативной 
алгебраической структурой. Изв. вузов. Мат., 1978, № 3, 120—124 
(РЖМат, 1978, 9А663) 

81. Юрьев В, А., Некоторые вопросы линейчатой геометрии многообразий 
гиперболических прямых. Тр. семинара кафедры геометрии. Казан, ун-т, 
1974, вып. 7, 176-184 (РЖМат, 1975, 6А797) 

82. —, Связность и геодезические линии многообразия изотопных прямых 
гиперболического пространства. Геометрия обобщен, пространств. Уфа, 
1982, 67—88 (РЖМат, 1983, 5А577) 

83. Carfagna D'Andrea Antonella, Di Febo Marlnelli Rosa, Su una genera-
lizzazione delle strutture quasi tangenti. Rend. mat. e appl„ 1982, 2, № 2, 
257—267 (РЖМат, 1983, 3A685) 

84. Clare R. S., Goel D, S., Almost tangent manifolds of second order. To-
hoku Math. J., 1972, 24, № 1, 79—92 (РЖМат, 1972, 11A529) 

85. Due Tong Van, Structure presque-transverse. J. Differen. Geom., 1979, 14, 
№ 2, 215—219 (РЖМат, 1981, 5A634) 

86. Eliopoulos H. A., Some properties of differentiables structures defined 
by nilpotent operators of degree r. Bull. Soc. Math. Grece, 1956, 7,\ 
Fasc. 1, 81—94 

87. —, Structures preque tangentes sur les varietes differentiables. С г. 
Acad, sci., 1962, 255, № 14, 1563—1565 (РЖМат, 1964, 5A424) 

88. —, Structures r-tangentes sur les varietes differentiables. С. г. Acad. 
sci., 1966, 263, № 13, A413—A416 (РЖМат, 1967, 5A538) 

89. —, Homogeneous г-tangent structures. Bulb cl. sci. Acad. roy. Belg., 
1972, 58, № 4, 476—480 (РЖМат, 1973, 7A708) 

90. —, Hermitian structures subordinated to r-tangent structures. Tensor, 
1972, 25, 313—319 (РЖМат, 1974, 1A675) 

91. —, On certain Riernannian structures compatible with г-tangent struc­
tures. Tensor, 1982, 39, Commem. Vol. 3, 23—30 (РЖМат, 1984, 8A728) 

92. Fujimura Sigeyoshi, Q-connections and their changes on an almost quater­
nion manifold. Hokkaido Math. J., 1976, 5, № % 239—248 (РЖМат, 1977, 
4A711) 

73 



93. Goldberg S. L., Yano K-, Polynomial structures on manifolds. Kodai Math. 
Semin. Repts, 1970, 22, № 2, 199—218 (РЖМат, 1971, 2A613) 

94. Gouli-Andreu Florence, Symplectie structures subordinated to /"-tangent 
structures. Tensor, 1982, 38, Commem. Vol. 2, 163—168 (РЖМат, 1984, 
10A604) 

95. Gribachev K. I., Djelepov G. D., Mekerov D. G., On some subclasses of 
generalized B-manifold. Докл. Болг. АН, 1985, 38, № 4, 437—440 
(РЖМат, 1985, 12А803) 

96. —, Mekerov D. G., Djelepov G. D., Generalised B-manifold. Докл. Болг. 
АН, 1985, 38, № 3, 299—302 (РЖМат, 1985, 10А694) 

97. —, —, —, On the geometry of almost S-manifolds. Докл. Болг. АН, 1985, 
№ 5, 563—566 (РЖМаг, 1985, 12А804) 

98. Hangan Т., On the canonical form of a second order mixed tensor. Rev. 
math, pures et appl. (RPR), 1962, 7, № 4, 617—626 (РЖМат, 1964, 
9A396) 

99. —, Sur l'integrabilite de certaines G-structures tensorielles. С. г. Acad. 
sci., 1979, AB288, № 17, A835—A837 (РЖМат, 1979, 11A614) 

100. Kahler E., Dber eine bemerkenswerte Hermitesche Metric. Abh. Math. 
Sem. Hamburg. Univ., 1933, 9, 173—186 

101. Lehmann-Lejeune J., Integrabilite des G-structures definies par une 1-for-
me a valeurs dans le module des champs de vecteurs, o-deformable. С r, 
Acad, sci., 1964, 259, № 23, 4216—4219 (РЖМат, 1965, 8A418) 

102. —, Sur l'integrabilite de certaines G-structures. С, г. Acad. sci. 1964, 258, 
№ 22, 5326-5329 (РЖМат, 1965, 4A409) 

103. —, Integrabilite des G-structurres definies par une 1-forme a valeurs dans 
le module des champs de vecteurs, O-deformable et nilpotente. C. r. Acad, 
sci., 1965, 260, Ш 3, 772—775 (РЖМат, 1965, 8A417) 

104. —, Integrabilite des G-structures definies par une l-forme o-deformable a 
valeurs dans le fibre tangent. Ann. Inst. Fourier, 1966 (1967), 16, № 2, 
329-387 (РЖМат, 1967, 10A544) 

105. Mekerov D. G., On some classes almost B,-manifolds. Докл. Болг. АН, 
1985, 38, № 5, 559—561 (РЖМат, 1985, 12А805) 

106. Opozda В., A theorem on metric polynomial structures. Ann. pol. math.., 
1983, 41, № 2, 139—147 (РЖМат, 1984, 5A761) 

107. Pavlov E. V., Conformally equivalent generalized B-manifolds. Докл. 
Болг. АН, 1985, 38, № 10, 1315-1317 (РЖМат, 1986, 6А957) 

108. —, Hopteriev H. Т., Manifolds with an algebrais structure and СЯ-тар-
pings. Докл. Болг. АН, 1982, 35, № 2, 141—144 (РЖМат, 1982, 12А752) 

109. —, —, A sufficient condition for СЯ-mapping. Докл. Болг. АН, 1984, 37, 
№ 4, 473-475 (РЖМат, 1984, 11А644) 

ПО. —, —, Conformally equivalent B-manifolds. Докл. Болг. АН, 1986, 39, 
№ 1, 15—17 (РЖМат, 1986, 11А815) 

111. Prvanovic M., Holomorphically projective transformations in a locally 
product space. Math, balkan., 1971, № 1, 195—213 (РЖМат, 1972, 3A660) 

112. Scheffers G., Verallgemeinerung der Grundlagen der gewohnlich comp-
lexen Funktionen. Berichte Sachs. Acad. Wiss., 1983, 45, 828—848 

113. Schouten I. A,, Yano K., On invariant subspaces in the almost complex 
X%n. Ргос. Коп. ned. akad. wetensch., Ш55, .455, № 3 261—269 (РЖМат, 
1957, 6659) 

114. Tachibana Shun-ichi, Analitic tensor and its generalization. T6hoku Math. 
J., 1960, 12, N2 2, 208—221 (РЖМат, 1962, 8A397) 

115. —, Koto Satoshi, On almost-analytic functions, tensors and invariant sub-
spaces. Tohoku Math. J., 1962, 14, № 2, 177—186 (РЖМат, 1965, 2A650) 

116. Tashiro Yoshihiro, On holomorphically projective correspondence in an 
almost complex space. Math. J. Okayama Univ., 1957, 6, № 2, 147—152 
(РЖМат, 1959, 4158) 

117. Yano Kentaro, Kobayashi Shoshichi, Prolongations of tensor fields and 
connections to tangent bundles. I. General theory. J. Math. Soc. Jap., 1966, 
18, № 2, 194—210 (РЖМат, 1967, 8A451) 

74 


