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§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Дисперсия случайной величины дает один из возможных 
способов количественно охарактеризовать ошибку, допускаемую 
при измерении случайных величин. Она характеризует квадрат 
нормы отклонения случайной величины от среднего. Для случай­
ных величин со значениями в Rn эта норма — евклидова норма 
вектора %—М% (см. [6, 11]): 

25(|) — M | | - M I | — j | l ~ M i | 2 P ( d i ) 
M£ = J|P(d£). 

С точки зрения физических приложений, использование фик­
сированной метрики в формулах (1.1) неестественно, поскольку 
события в системе и ее метрические свойства имеют различную 
природу .и определяются различными факторами [7]. Наконец, 
ошибка может-вноситься измерительным прибором, которому 
свойственны собственная метрика и собственная статистика 
ошибок (см. [4]). 

Следует также отметить, что для описания физических сис­
тем с помощью функции состояния могут использоваться раз­
личные представления: в одном случае система описывается 
функцией распределения вероятностей Р, в другом — характе­
ристической функцией распределения Р (т. е. Фурье-образом 
распределения Р), в третьем — полным набором моментов рас­
пределения случайной величины {т^о°° и т. д. 

Хотя в приведенных выше примерах при переходе от Р 
К Р или к {mk}°o свойство неотрицательности плотности Р 
не сохраняется, тем не менее можно утверждать, что если 
Р—характеристическая функция распределения, а__ {тк}"-— 
полный набор моментов случайной величины, то —Р не может 
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быть характеристической функцией никакого распределения, 
а {— mk}o не может быть ПОЛНЫМ набором моментов никакой 
случайной величины. С другой стороны, если {Ре}1-
набор характеристических функций некоторых распределений 
и {Khn —набор неотрицательных чисел, сумма которых равна 

единице, то р==_Я;-Ру--характеристическая функция неко­
торого распределения. Аналогичное утверждение справедливо 
и относительно набора моментов {m./.}o°. 

Важное обстоятельство -СОСТОИТ в том, что множество знако­
переменных функций, обладающих (см. Л. В. Канторович, 
1950) .структурой положительного конуса и используемых для 
описания статистического состояния физических систем, может и 
не совпадать с множеством функций распределения вероятно­
стей или производных от них величин. B дальнейшем эти функ­
ции мы будем называть распределениями или плотностями, ин­
терпретируя их как плотности распределения зарядов, имею­
щих как положительные, так и отрицательные значения. Такая 
интерпретация аналогична обычно используемой в статистиче­
ской механике [7] интерпретации плотности вероятности как 
распределения единичной массы бесконечного числа частиц в 
фазовом одночастичном пространстве, основанной на перехо­
де от корпускулярной статистической модели к полевой. При­
ведем несколько пр.имеров<, ПОЗВОЛЯЮЩИХ читателю представить 
.возможные .ИСТОЧНИКИ множеств знакопеременных распределе­
ний, называемых положительными конусами и их сечениями. 

Вблизи границы п-р перехода транзистора с одной ее 
стороны скапливаются электроны, а с другой—-дырки. Поэтому 
плотность пространственного распределения заряда меняет 
знак на границе п-р перехода. Если для фиксированного 
положения п-р перехода плотность пространственного рас­
пределения зарядов неотрицательна справа, то ПЛОТНОСТЬ 
неположительная справа уже не имеет физического смысла 
для заданной ориентации п-р перехода. Если в'режиме малых 
токов и напряжений на линейном участке вольт-амперной 
характеристики транзистора можно реализовать плотности 
распределения зарядов {ре}1

п, то можно реализовать и плот-
п п 

ность р = 2 ^ Р г для Яг>0, У,%1=\. 
•1 • • • . . . Т 

Аналогичным «конусным» свойством обладает семействе) 
разностных операторов, -аппроксимирующих фиксированный 
линейный оператор. Каждый разностный/ оператор можно 
описать соответствующей ему функцией Гамильтона, которую 
можно интерпретировать как знакопеременную функцию. 
состояния разностной, схемы .[8,12]. Если, функции из мно-
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жества {Неу описывают разностные схемы, аппроксимирую­
щие фиксированный оператор Я, то функции {—He}f заведомо 
це соответствуют таким схемам. Напротив, функции гамиль-

п_ п 
тона Н = 2л%кНк, где V>0> 2 v = - l - отвечает разностная 

1 1 

схема, аппроксимирующая оператор Н. 
В электрических целях, используемых для связи, потери за 

счет токов проводимости очень малы. Такие цепи удобно опи­
сывать передаточными функциями h, сохраняющими интеграль­
ную характеристику сигнала. 

Пусть h(t) —передаточная функция [15]. Сигнал на выхо­
де цепи.может быть, вычислен по формуле 

t 

Уъых{*) = JA(!f-T)/BX(-t)dT. 
— СО 

Е с л и /вх — ток> то условие отсутствия потерь за счет тока 
проводимости имеет вид 

о 
[h(t)dt = \. (1.2) 

Ясно, что если h — передаточная функция, то для функции —К 
условие (1.2) не выполнено и она не может быть передаточ­
ной функцией. С другой стороны, выпуклая оболочка любого 
числа передаточных функций вновь обладает свойством (1.2). 

Использование произвольных конусов для описания стати­
стических состояний лежит в основе операционной теории фи­
зических систем [5, 18, 19, 2, 14], .включающую вроебя как клас­
сическую, так и квантовую статистическую теорию. 

Статистическое описание любой физической систе 
мы определяется заданием ее статистического состоя 
ния. Множество допустимых состояний S предполагается 
замкнутым относительно операции L смешивания в сле­
дующем смысле. Если система находится в одном из 

заданных состояний S.6S с вероятностями Я,г6(0, 1), ^,Хг==1, 
• • • • ' • • 1 

то она описывается вполне "определенным статистическим 
состоянием seS, которое называется смесью множества состоя-

п 
ний {Si}a обозначается через -?-=^.\--5-., 

• , ' • • • 1 

, -Обычно множество 5 представляется как выпуклое порож­
дающее подмножество некоторого полуупорядоченного банахо­
ва пространства L, в котором операция смешивания является 
линейной'"операцией составления выпуклых комбинаций, а от-
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ношение порядка определяется в терминах положительного ко­
нуса L+, состоящего из элементов вида 2a..s.. ajS-O, s.65. Мно­
жество состояний S является порождающим для пространства 
L в том смысле, что оно является базисом конуса L+c_L, со­
стоящего из элементов вида -SajS,- и не содержащего элемен­
тов множества —S. Любой элемент пространства L является 
линейной комбинацией элементов конуса L+. Поэтому конус 
L+ называется воспроизводящим' [5, 13]. 

Теоремы о реализации полуупорядоченных пространств 
(см. '[5, 13]) показывают,-что отсутствие знакоопределенности в 
обычном смысле у элементов конуса L+, вообще говоря, не яв­
ляется препятствием для их интерпретации как «положитель- -
ных» величин. В частности, если L+ —• нормальный конус, 
т. е. если существует б>0 такое, что ||ei + e2|l>6 для любых 
eh2BL+, ]|e1,2]|'==l, то существует линейное непрерывное и взаим­
но однозначное отображение банахова пространства L в под­
пространство банахова пространства \ непрерывных функций 
С (К), где К — некоторый -бикомпакт, при (котором элементам 
конуса L+ и только им соответствуют неотрицательные функ­
ции [13]. Для сепарабельных пространств К—[О, I]. Это об­
стоятельство позволяет надеяться, что для знакопеременных 
плотностей существуют неотрицательные аналоги дисперсий. 

Плотности распределения зарядов p(x), как и ПЛОТНОСТИ 
вероятностей, наблюдаемые в эксперименте, обычно не норми­
рованы и доступны лишь для опосредованного наблюдения. 
Экспериментатору доступна информация рВых (x) на выходе 
измерительного прибора или канала связи, описываемого пе­
редаточной функцией /и (х, I): 

РвыАх)=]ьх(х,1)р{1)с11. 
Аналогично, обрабатываются и случайные величины, подвер­
гаемые статистическому анализу 

На основе поступающей на выход информации эксперимента­
тор судит о нормирующем множителе Np, о функции f{x) от 
«случайной» величины х, о fee среднем, дисперсии и других «ве­
роятностных» характеристиках: 

def Р (* С 

j W P ( / ) = < / > - ) \ ) Р(I)hi(*, ЮК{х, ц) f (n)dxdldiy, 
. ^ P ( / ) = - W p | / - < / > | 2 — Ч ( 1 ' 3 ) 

«Jdx jj p^h!(x, |)d | |5(/(ti)- < /•> )h2(.*, ч)</ч|*>о. 

58 



Если каналы связи не вносят искажений, т. е. являются иде­
альными (hi(xt Q=h2(x, £)-=s(x—!)), и Р(х) —нормирован­
ная плотность вероятности, то формулы (1.3) переходят в клас­
сические определения среднего и дисперсии относительно р. 
Замечательное обстоятельство состоит в том, что форму­
лы (1.3) могут быть перенесены и на знакопеременные распре­
деления р(х) при некоторых дополнительных предположениях: 
Например, если при всех f функция 

d (1) = J dxhx (x, i) | J ( / (r\) - < / >) h2 {x, n) dri | * 
является элементом сопряженного положительного конуса L\, 
характеризуемого условием 

(е%,е+) > 0 Ve*+£L*+, ,e+eL+ 
и 16L* , то для любого р такого, что -Vp>0 можно ввести не­
отрицательный аналог дисперсии Dp(f) по формулам (1.3). 

Формулы (1.3) ..показывают принципиальную возможность 
введения неотрицательной оценки ошибки усреднения относи­
тельно знакопеременных плотностей из положительного кону­
са L+. Это обстоятельство представляется важным, посколь­
ку выбор той или иной характеристики ошибки является до 
известной степени условностью или соглашением. Такое согла­
шение приобретает практическую ценность лишь постольку, 
поскольку оно является основой для накопления эмпирических 

• данных, позволяющих экспериментатору судить о точности и 
надежности измерений, исходя из имеющегося у него опыта 
использования принятых правил оценивания ошибок. Именно 
поэтому можно надеяться, что правила оценивания ошибок 
измерений относительно знакопеременных плотностей также 
окажутся полезными. 

Второй важный вывод состоит в том, что правила оцени­
вания ошибок измерений предполагают использование измери­
тельных приборов со специальными характеристиками, зави­
сящими от класса измеряемых величин. Их математическое 
описание связано с использованием понятия сопряженных ко­
нусов L+ и L* , введенных выше, и более общей конструкции-
пространству Канторовича [5]. 

Формулы (1.3) содержат лишь характеристики «анала 
связи и приводят, вообще говоря, к смещенным оценкам сред­
них значений. Перейдем теперь к обсуждению способов .опи­
сания измерительного прибора, обеспечивающего несмещенные 
оценки средних значений. 

Пусть о (x)==-p+(x)—p_(x)—знакопеременный заряд, равный 
разности плотностей положительных и отрицательных зарядов, 
недоступных раздельному измерению. Если 0 < \ р± (x) dx < oo, 
то плотности р+ и р_ допускают двойственную интерпретацию. 
Нормированные плотности 
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Р ± ( * ) - р ± И / $ р ± ( у ) ^ 
можно трактовать как плотности распределения вероятностей, 
относительно которых можно ввести среднее и дисперсию. 
«Средним» относительно заряда а(х) в этом случае естест­
венно называть -разность средних относительно плотностей р+ 
ир -с учетом нормировки: 

def f» . , • 

Ма^ (f)+- (f)-~)f(x)o(x)dx. 
Если множество физически реализуемых .знакопеременных за­
рядов &(х) имеет структуру положительного конуса L+ неко­
торого банахова пространства L, как это имело место в рас­
смотренных выше примерах, то можно определить величины, 
аналогичные дисперсии для всех элементов конуса L+. 

Рассмотрим процедуру измерения дипольного момента. 
Прибор, предназначенный для этой цели, должен реагировать 
на пространственное распределение зарядов, в том числе на 
вклад отдельных заряженных частиц. Если, например, в точке 
с координатой х помещен единичный заряд, то ожидаемый ре­
зультат измерений дипольного момента равен х. . Результаты 
отдельных измерений принимают, вообще говоря, случайные 
значения, распределение вероятностей которых характеризует1 

измерительный прибор. В идеальном случае такое распределе­
ние вероятностей имеет плотность, равную 6-функщш Дирака, 
сосредоточенную в точке x. . ,. 

Таким образом, статистические свойства прибора, предна-, 
значенного для измерения дипольного момента, можно опи­
сать условным распределением вероятностей тх(А), характе­
ризующим распределение вероятностей показаний прибора при 
единичном воздействии в точке х: 

(показания прибора, измеряю- при условии, что ву 
тх(А) — Р|щего дипольный момент,- точке х помещен 1 = 

[принадлежат множеству А единичный заряд J 
=Р{ЫА\х). 

Поскольку предполагается, что измерительный прибор обеспе­
чивает несмещенную оценку измеряемого параметра, среднее 
значение показаний прибора должно совпадать со значением 
измеряемого параметра: 

х=Мх\ * \^р {l£dX [ х} = \}%тх (d%). 
Вероятность произвольного показания прибора равна единице,' 
поэтому мера т^(А) должна удовлетворять условию норми­
ровки: 

\=Jimx(dX). .,: ^ . . . \' ._. 
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Прибор, предназначенный для измерения значений произ­
вольного линейного функционала $[а] — r f(x)a(x)dx распре­
деления зарядов 0(>с), можно описать с помощью условного 
распределения mj: 

при условии, что в 
точке х помещен 
единичный заряд 

("показания прибора, изме-
т{ (А)= Р ряюЩего Ь принадлежат 

[множеству А 
= pf{leA\x}. 

Условие несмещенности оценок имеет вид: 

f(x) = mf ( i )-=JxP/ftedX|4=J Xm^dX), (1.4) 
а вероятностная интерпретация меры,т* влечет условие нор­
мировки 
: \ = §mf(d%). (1.5) 
Если заряд распределен в пространстве с плотностью cr(x), 
то, в силу принципа суперпозиции, среднее значение показа­
ний прибора равно: 

тв ( / ) = J X [J с (.*0 mf
x (dX) dx\=J / {x)a (x) dx. 

В частности, среднее значение измерений дипольного момент 
равно 

tna{x)*=\ xa(x)dx. 
Измерения физических величин, допускающие описание по 

изложенной выше схеме, называются косвенными, семейство 
условных вероятностей mfx (d£), удовлетворяющее условиям 

•нормировки и несмещенности (1 -4) — (1.5)—разбиением еди­
ницы. 

Предположим, что заряды, находящиеся .в различных, точках 
пространства, распределены с плотностью cr(x) и оказывают 
независимые воздействия на показания прибора. Если плотность 
а(х) нормирована и неотрицательна, то, в соответствии с фор­
мулой ПОЛНОЙ вероятности, величина 

•р/ (A) -= j" a (JC) mt(A)dx (1.6) 
имеет смысл распределения вероятностей показаний прибора, 
измеряющего значения физической величины F , имеющей 
плотность f(x) при условии, что пространственная- плотность 
распределения' заряда равна а(х). Отсюда следует формула 
дисперсии косвенных измерений: 

Do{f)~$ll-Ma(f)?Pf,(dl). (1.7) 
Формулы (1.6) —-(1.7) так же, как и формулы (1.3), обобщают-
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ся на ненормированные знакопеременные функции а{х), при­
надлежащие некоторому положительному конусу L+ банахова 
пространства L. Нормировка элементов. конуса осуществляется 
с помощью единичного элемента е из сопряженного положитель­
ного конуса Щ. ; 

Относительно элемента е также формулируется условие нор­
мировки разбиения единицы: • 

... e~\mf
x{dl). (1.9> 

Для условных мер mf
x(A) со значениями в положительном 

сопряженном конусе L+* единица е мажорирует значения т/ 
e-mf

x{A)zL+*, vA, 
а функция множества Pf

a{A), определенная формулой (1.6) для 
нормированных плотностей сг, сохраняет вероятностный смысл: 
Р?а{А)>0, \ Pfg(dQ = l. Множество нормированных плотностей 
в пространстве Канторовича (L*, L% , е) образует сечение L+ 
замкнутое относительно вычисления выпуклых линейных ком­
бинаций. Вероятностная 'интерпретация Pf

0(A) дает основание 
рассматривать дисперсию косвенных измерений (1.7) относи­
тельно знакопеременных плотностей из L+ в качестве оценки 
уклонения результатов измерений от среднего. 

Рассмотрим более п̂одробно два примера. 

§ 2, ОЦЕНИВАНИЕ ОШИБОК В ТЕОРИИ ИЗМЕРЕНИИ 

С точки зрения теории измерений, дисперсия — это наимень­
шая возможная ошибка косвенного измерения случайных вели­
чин. Пусть р(л.)=р+(я) — p_(x), где p±(x) — распределения 'по­
ложительных и отрицательных зарядов на отрезке [—1, 1],. 
причем 

1 

jp(x )dx = l; p(x)>0,. V x e [ - 1 . 1]. (2.1> 
—i 

Определим квазидисперсию 25р(/) любой действительной 
функции / из L2[ — 1 , l] относительно распределения зарядов p(x), положив 

1 1 2 
a5P(/)-=Jl/Wpp(x)dx~ $/{x)p(x)dx -

- г - i 
г 

= j ( / (x ) -M p ( / ) )2p (x )dx , Mp(/) = j/(x)p(x)dx. (2.2) 
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Косвенные измерения физической величины F с плотностью 
f(x) для некоторой системы, состояния которой описываются 
распределением p(x), можно охарактеризовать с помощью про­
извольного разложения единицы 

оо 

- = - J от; (-»-). (2-3) 
—оо 

удовлетворяющего условию несмещенности 

/(-*)--= J Яте^Х), (2.4) 

где т x(dX) S-O — неотрицательная мера на R1. При этом числа 
16R представляют собой возможные результаты косвенного из­
мерения, f(x), а мера mf

x(d'K) описывает статистическую харак­
теристику измерительного прибора. Функция р(х) и разложение 
единицы mf

x(dl) определяют распределение вероятностей ре­
зультатов косвенного измерения 

Pf
p(d%)^p{x)m£{dl)dx, (2.5) 

—1 

математическое ожидание 
1 

• щ (/)=jj ЬР1 т=$ / (x) Р (x) dx (2.6) 
и дисперсию: 

Dp(f)=^(k-Mp(f)ypf
p(dX)^(K-f{x)finf(dk) p(x) d x + 

+ J ( / (x) - Mp (/))-p (x) dx • $ mjdk) + 

+ 2$ (/(x)-Mp(/))p(x)dx I (k-f(x)) mfx(dk)=* 

-= % (/) + ^ {%- f (x)fmfx{dl)p(x)dx>2JP(/). (2.7) 

. Интеграл \(к—•f(x))2mf(d%)>0 характеризует локально не­
точность' косвенного измерения функции / в точке х. В данном 
примере локальная неточность может быть сведена к нулю 
путем специального выбора меры mf

x {dk): 

mi (гЛ)-вЛх, (dX)-{J }[i]lH: (2.8) 
т. e. mj — дираковская б-мера, удовлетворяющая условиям 
(2.3—2.4). Таким образом, неравенство (2.7) показывает, что 
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наименьшая дисперсия косвенных измерений DP(f) совпадает с 
квазидисперсией (2.2). 

Рассмотрим теперь случай знакопеременной функции cr(x): 
p+(x)=0, *6[—1,0]; р_(л,)----0, x6[l,0], т. е. плотность cr(x)=j 
= р+(х) — p_(x) —неотрицательна справа от нуля и неположи­
тельна слева. Будем считать это распределение нормированным 
в следующем смысле: 

[a{x)sign(x)dx={\a(x)\dx=\. (2.9) 

Квазидисперсию функций из «S52 [— 1- -] естественно опреде­
лить следующей формулой: 

25а(/) = 5 f*(x)a{x)dx-(^ f{x)a{x)dx\, (2.Ю) 

где fs*(x)=P(x) signx. 
Неотрицательную величину (2.10) можно, как и в первом при­
мере, использовать в качестве нижней границы среднеквадра­
тичной ошибки косвенного измерения функции f(x), при усло­
вии, что эти измерения описываются не разложениями едини­
цы (2.3), а разложениями функции sign (x): 

? [ - 1 *<°> 
sign(x)-=\OT^ (d^=- 0 *-=0, (2.11) 

J l+ l x>0, 
определяемыми мерами mf

x (dX), принимающими неотрицатель­
ные значения лишь на полуинтервале [0, 1]: 

mf
x(d%)>0, хф', 1]; тх (dX)<0, хв[—1, 0]. 

В этом случае, несмотря на неположительность тх и а, 
формула • 

1 

pfa (dK) = [ а {х) mf
x (d%) dx > 0, (2.12) 

- i 

в силу условия (2.8), определяет неотрицательную нормиро­
ванную на единицу меру на R1, которую, можно интерпрети- ' 
ровать как распределение вероятностей косвенного измерения 
величины f(x), Ee математическое ожидание при выполнении 
условия несмещенности определяется формулой (2.6), а дис­
персия— формулой (2.7). Локальная неточность Дя (/)•=-
= J (^—f(x))2mx (d%) © этом случае является.•неположительной 
величиной, но ее среднее значение относительно любого рас­
пределения зарядов о*(х) такого, что 'cr(x);^0 при x3-0 И 
0(x)--SO при x*-S'0, является неотрицательной величиной . • 
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JJM/M*)dx>o. 
Поэтому, как и в предыдущем примере, квазидисперсия (2.10) 
не превышает среднеквадратичную ошибку косвенного измере­
ния. Заметим, что квазидисперсия совпадает с дисперсией кос­
венных измерений для разбиения единицы 

mf
x (d %) =-= sign {х) bHx) (d.\), (2.13) 

т. е. нижняя грань достигается и в этом случае. 
Описанные выше примеры можно обобщить, рассматривая 

заряды ст, принадлежащие сечению произвольного положи­
тельного воспроизводящего конуса L+ некоторого банахова 
пространства L. Сечение конуса определяется условием квази-
нормировки 

(0, е) = 1, 
где е — фиксированный элемент из сопряженного положитель­
ного конуса L\. , элементы которого определяются условием 
. неотрицательности соотношения свойственности: 

(l+, i | ) > 0 , vi+6L+, 11Щ.. (2.14) 
Тройка (L*, L+*, e) называется пространством Канто­
ровича [5]. В первом примере в качестве такой единицы ис­
пользовалась функция, тождественно равная единице на отрез­
ке' [—1, 1], а во втором — sign (я). В первом примере конус 
L+ состоял из всех неотрицательных п. в. функций р (х) вЬ2 
[—1, 1|], а во втором из всех функций п. в. неположительных 
на [—1, 0] и п. в. неотрицательных на [0, 1] из L2 [—1, 1]. 

Для определения неотрицательной дисперсии DP(f), мажо­
рирующей квазидисперсию 3)a(f), в общем'случае необходимо 
определить билинейную операцию квазиумножения в L* 

A:L*xL*{to}D*, (2.15) 
сужение которой на диагональ -^-—однородная операция сте­
пени два, действующая из L* в L+. , называемая квазиквад-
ратом: 

( / ) 2 a = ^ ( / ) — A ( / , / ) e ^ , v/6i*. ( 2 Л 6 ) 

В качестве такого квазиквадрата, в первом случае был исполь­
зован обычный квадрат, а во втором —квадрат, умноженный 
на sign (я). В терминах квазиквадрата определяется квази-
дисперсия элемента fGL* относительно нормированного заряда 
0GL+: 

2 W ) - ( ( / - e X ( / ) ) p ^ ) , * (2.17) 
rAe.M,-(f)=<f,(T>, (в, сг)---1. 

Для того, чтобы сохранить описанную выше статистическую 
интерпретацию квазидисперсии как нижней границы средне­
квадратичной ошибки произвольного косвенного измерения, 
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потребуем дополнительно выполнения условия положительной 
определенности квазиквадрата в следующем смысле. Пусть 
для, любого конечного набора функций {/nOi00 ИЗ сопряженного 
положительного конуса L% , мажорируемых в сумме единич­
ным элементом 

п 

для любого я > 0 выполняются матричные неравенства' 
(-Л°п + Ма

п)>0, (2.18) 
гдеУЖ—симметричная, а Жл—диагональная матрицы разме­
ра пХп, зависящие от agL+: 

лУ^(А(т\М), ст), M^=-(m-,a). (2.19) 
Неравенства (2.18), понимаемые в смысле неотрицательной 
определенности разности соответствующих матриц, содержат 
в качестве простейшего условия (/г=1) для функций на R" 
неравенство 

[ {т)\{х)o{x)dx<[m(х)а{х)dx (2.20) 
для любого М(х), мажорируемого единицей е. 

На языке теории вероятностей неравенство (2.20) означает, 
что среднее значение квазиквадрата неотрицательной функции, 
мажорируемой единицей, не превосходит ее среднего значения. 

Предположим, что билинейная операция A:L*XL—>-L* 
удовлетворяет дополнительному условию корректности 

A(f,.e)=A(e,f)=f,VfeL*. (2.21) 
Тогда имеет место 

Предложение 2.1. Пусть борелевская мера т1 (d%) : 
-z?1{to}L+ определяет разложение квазиедкницы е из L*. 

и удовлетворяют условию несмещенности 
f=[xmf(d%), v /e l + . 

Пусть билинейная операция А и квазиквадрат Л удовлетво­
ряют условиям корректности и положительной определеннос­
ти (2.21) и (2.18). Тогда для любого a6L+ и любого /6L* ква­
зидисперсия ЗЗд (/), определенная формулой (2.17), дает ниж­
нюю оценку среднеквадратичной ошибки Da(f)' косвенного 
измерения величины / относительно' заряда о: 
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где 
Mo (/) — (/, о) и Pf

0{a)^{mf (а), о). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Учитывая условия несмещенности 

оценок, корректности билинейной операции A и нормировку 
заряда, нетрудно получить следующее тождество, связывающее 
квазидисперсию .25,-(f) и дисперсию косвенного .измерения 
ЗД): 

Da (Л --- ($ U - (f, o)Ymf (dX), a) = (J WW (d^) - (f)l, a) + 

+ ((/-•-•(/ , a))?, a) = 
— (J WW (d.\) — (jj W (rfA.))*, a) + 35a (/). (2.22) • 

Всякую измеримую функцию m/(dA,) МОЖНО сколь угодно точно. 
аппроксимировать простыми функциями 

-^2 
"V-ЯГ, 

причем можно считать, что сумма простых функций сходится 
к m,f снизу в смысле отношения порядка в Д : 

m / ~ 2 OTyGL+ • 
1 

При этом 
(J №mf(d%), а)-*-(Л.-я>,>ЙЛ.<я>) и ((J X/re/(d^,a){to}(X('!), ц^<Л)). 
Теперь неотрицательность первого слагаемого в правой части 
равенства (2.22) следует из условия положительной определен­
ности матриц (2.18). Предложение доказано. 

Как показывает предложение 2.1, условия (2.18) и (2.21) 
существенны для статистической интерпретации квазидиспер-
сии. Отказавшись от них, можно, тем не менее, определить со­
держательные оценки отклонения функций от средних значений 
относительно знакопеременных плотностей (т. е. зарядов). Сей-
час мы рассмотрим вопрос о том, в каком случае можно ввести 
операцию квазиквадрата, отображающую банахово пространство 
L* в положительный конус L+ так, чтобы квазидисперсия 
(2.17) обладала естественными свойствами 

.250(/)>0, (2.23) 
{25o(/)-=O,V(reL+M/-=Mo(/)}> (2.24) 

где Af~(f) ~(f,a), 3>a{f) = ((f—Ma(f))i, а). Для того, чтобы вы­
полнялось условие (2.23), достаточно, чтобы операция квази-
квадрата отображала L* в конус L+ . Для выполнения второго. 
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условия достаточно, чтобы конус L+ был воспроизводящим и 
операция квазиквадрата имела только тривиальное ядро. Спра­
ведливо следующее 

•Предложение 2.2. Пусть L+ —воспроизводящий конус 
банахова пространства L*, сопряженного оепарабелытому бана-
ховому пространству L. Тогда существует билинейный опера­
тор A: L*xL*{to}L*, сужение si которого на диагональ действует 
из L* в L+ , причем М (f) == 0 тогда и только тогда, когда f — 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В сепарабельном банаховом простран­
стве L существует полная минимальная система нормированных 
базисных элементов {eh}, а в сопряженном пространстве L* — 
сопряженная нормированная система {е% }, образующие вместе 
биортогональную систему (см. [13]). 

Каждый элемент е% сопряженной системы можно предста­
вить в виде разности элементов положительного воспроизводя­
щего конуса L+ : 

el=e\(k)-eHk), ё[л(к)0Ц. . 
Пусть {К}? — последовательность положительных чисел, обес­
печивающая сходимость ряда 

• 2 М И (k)\\ + \\el(k)\\), 
1 • • 

и Л (и, -о)—билинейный оператор, действующий из L*XL* в 
. L* по правилу 

со 

А (и,' ч>) =г 2 К (е* {k) + el (к)) (и, eh) (v, ек), 

и A{f)—его сужение на диагональ: 
DO 

-4(/) = 2М*? (&) + е? ( W , е/г)2. 

Тогда оператор s&(и) обладает указанными выше свойствами. 
Действительно, поскольку ih (f, ek) 2>0 и е* {k)-\-el {k)&L+,. 
то .я оно, что< М-.: L * {to} L+ . 

Пусть •&(}) —О. Если f¥=0, то существует, номер k>\ та­
кой, что (f, eK) -5-V0;.' в силу плотности системы {ек}. С другой 
стороны, из условия' s&(f) =0 мы заключаем, что для данного k 
выполнено равенство, противоречащее определению положи­
тельного конуса: 

е\ (А) + е! (А)- - . -—!—-2Ч>( / . - ' в / (вГ (j)'Vel (;)), 

ибо левая часть — элемент конуса L+ . а правая часть заведо­
мо не принадлежит этому конусу. Предложение доказано. 
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Следствие . Если выполнены условия предложения 2.2 и 
конус L+ — воспроизводящий, то в качестве квазиквадрата мож­
но взять операцию Ы<\ 

(f)s
2=^(f). 

До сих пор мы ограничивались изучением простейшего в 
своем роде случая, когда плотности положительных и отрица­
тельных зарядов были нормируемыми, а суммарный заряд от­
личен от нуля. С точки зрения приложений, значительно боль­
ший интерес представляет изучение флуктуации зарядов в 
электроиейтральных системах, содержащих бесконечно большое 
число положительных и отрицательных зарядов: о = р+—р_, 
<ст, е>'=0, J p±(x)dx=a. Эту ситуацию мы рассмотрим при до­
полнительном предложении о том, что часть переменных в не­
котором смысле выделена и может быть охарактеризована как 
«скрытые» параметры. Как мы увидим ниже, перенормировка 
решений вероятностных уравнений по скрытому параметру свя­
зывает вероятностные и квантовомеханические процессы. Кро­
ме того, вероятностные уравнения со скрытым параметром да­
ют новые содержательные примеры положительных, конусов 
L+) L\. и конструкции дисперсии косвенных измерений относи­
тельно знакопеременных плотностей. 

§ 3. СКРЫТЫЙ ПАРАМЕТР 

Предположим,, что знакопеременная функция a (q, s), яв­
ляющаяся элементом положительного конуса L+ банахова про­
странства L, зависит от параметра s. Иными словами, в систе­
ме есть дополнительная степень свободы. Для простоты, будем 
считать, что.она одна. Зависимость от параметра будем назы­
вать 'нормируемой, если'. 

J ds J J dqa (q, s) | < oo 
• и локально нормируемой, если для любого действительного N 
существует компактная измеримая область ш.у такая, что 

j dsjdqa(q,s) = N. (3.1) 

Примером такого параметра может служить параметр я, 
лимитирующий "по числу частиц или по доступному для измере­
ний объему разрешающую способность прибора, измеряющего 
распределение системы частиц по энергиям. С уменьшением 
разрешающей способности прибор измеряет распределение по 
энергиям системы, состоящей из все большего числа частиц или 
системы, заключенной во все большем объеме. Если все части­
цы имеют одинаковое распределение по энергиям, не завися­
щее от пространственных координат, то с уменьшением разре­
шающей способности прибора характер распределения, очевид-
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но, изменятся, смещаясь в сторону больших значений энергии. 
В то же время наблюдаемое распределение не зависит от того, 
каким образом выбираются частицы или фиксируется простран­
ственная область. Это свойство зависимости плотности от пара­
метра s мы назовем свойством интегральной инвариантности. 

Определение 3.1. (Локально) нормируемая функция 
a(q,s) называется интегрально инвариантной относительно па­
раметра s, если функция 

-М?) = --.7" § dsa(q,s) (3.2) 
«.у 

не зависит от области aN, определенной соотношением (2.1), а 
зависит только от N. Параметр s в этом случае называется 
скрытым. 

Рассмотрим ситуацию, когда система, а вместе с ней и функ­
ция a(q, s) меняются со временем. Если в начальный момент 
функция <-GL+ содержала зависимость от скрытого параметра s, 
то естественно потребовать, чтобы параметр s оставался скры­
тым в процессе эволюции, а заряд a(q,s) оставался элементом 
положительного конуса -L+. С другой стороны, если динамика 
системы задана, это условие в ряде случаев можно рассматри­
вать как ограничение на класс 'начальных условий и конструк-

'цию конуса L+. 
Определение 3.2. Семейство функций o(q,s,t) назы­

вается динамически инвариантным относительно параметра 
s&S на множестве Т, если при каждом tGT параметр s является 
скрытым и •""(•, s, t) 6L+ при всех значениях s65, tGT. 
; Ниже будет построен пример системы, динамически инвари­
антной относительно скрытого параметра. 

Рассмотрим дискретное фазовое пространство R2n, состоя­
щее из точек {хир^, х^Кп, piGR™. на котором заданы две не­
отрицательные функций p±(x, p)^0, удовлетворяющие условию 
нормировки; 

Ит 2 в-"*^- '"»(P+(x,, Pj) - р_(*„ Р;)) = 0. . 

Иными словами, в точках ixj, pj} фазового пространства распо­
ложены заряды p±(xj,pj), причем в целом система электроиейт-
ральна, но локальные флуктуации зарядов имеют ненулевую 
вероятность. 

Пусть множество точек {х, р} образует фазовое пространство 
R2n к частицы движутся по ее узлам, перескакивания в случай­
ные моменты времени из одной точки -непрерывного фа­
зового пространства в другую по правилам, которые будут 
сформулированы ниже. При этом меняется заряд a(x,p,t,s)—. 
= p+(x,p,t,s)—p_(x,p,t,s), зависящий от скрытого пара­
метра s, управляющего движанием частиц Гамильтониан 
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системы, описывающий это движенце и обеспечивающий 
динамическую инвариантность заряда а и существование ин­
вариантного конуса L+, будет предъявлен ниже, а сейчас мы 
сформулируем первое условие на класс начальных зарядов 
<Jo(x. Р> s) = o(x> Р, s. -О |.=-о. Именно, в дальнейшем изложении 
предполагается, что заряд сг0 локально нормируем и s — скры­
тый параметр. Такой заряд будем называть статистическим. 

Рассмотрим более подробно движение заряженных частиц 
{xt,p,} в фазовом пространстве. Их движение предполагается 
дискретным, т. е. в случайные моменты U координаты (х, р) 
заряженной частицы изменяются на величину(± —. + —-г), где 
1г, /г' —точки R», a h — .некоторая фиксированная величина. 
Плотность совместного распределения величин к и к' равна 
— ]x(kj('), где p = h_1 J" \\,{k,k')dkdk'. Она сосредоточена в точ­
ках плотности R2" и удовлетворяет условию четности: |л (/г,/г') =. 
= l.i(—к, —к'). Знак ± приращения координат частицы опреде­
ляется знаком дискретной случайной величины %{t), принима­
ющей значения ±1/2 в момент tj, распределенные по закону 
Пуассона со средним равным р. Этот процесс можно тракто­
вать как обмен частиц импульсами со случайным полем в слу-

hk hk' чайные моменты времени, где —, ——импульсы поля. 
Выберем непрерывный справа гамильтониан, определяющий 

движение частиц (3.3) в виде 

Я (х, p,n,s) - - h 2 [% (pkj + xk/) + / (kjk/%)] б (t - tj+0) -
j 

-s24i-ir\-0)d(kjk/H). (3.3) 
j 

Такой выбор функции Гамильтона основан на следующих 
предположениях. Первый член в сумме (З.З) отвечает за скачки 
координаты и импульса. Слагаемое f(k,k',%) и s-d(w) можно 
прибавить к гамильтониану, не нарушив предположений 
о величине скачков. В дальнейшем изложении предполагается, 
что функция /(/г,/е',н) имеет производную -— = g ф, /г') + 
+ 2п/г (/г,/..'). где n(k. АО — произвольная целочисленная функ­
ция, а d(kk'x)-- гладкая функция, равная sign (и) при | х | > 
> е > 0 , е < 1 . 

Функции Гамильтона (З.З) отвечает следующая система 
уравнений движения: 

*—+4 -̂--+*2 (̂--̂ -°)-
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's-^-^{pkj^xk/ + ̂ {kjk/Y)b(t-tt-0)\ (3.4) 

дН 
2s~(kJk/K)6(t-tJ-0), 

В системе (3.4) 5 —гамильтонова переменная, сопряженная к. 
Значения % определяются из последнего уравнения. Конечные 
значения гамильтоновых переменных считаются заданными 
в конечный момент t: 

X(t) = X, p(t)=p, s(t) = S, И(!.)== ±"2. 
Решение системы (3.4) ищется при т6[0, t). Именно поэтому 
нас интересуют решения, непрерывные справа. 

Пусть в момент t значение переменной % равно ± — 
с вероятностью --у. Из уравнения для и и определения функ 
ции а следует, что приращения значений % в моменты tt 
равны signx. Таким образом, значения % образуют непрерыв­
ную справа последовательность, которая с вероятностью ---. 

-. 1 1 1 . ^ 1 1 1 
равна либо —•---, ----, — •---,..., либо •---, ——, -> 

Производная ddfdx равна нулю при |и]>е для 8< — 
и предполагается, что это условие выполнено. Поэтому вторая 
сумма в правой части уравнения для s также равна иулю. 
Теперь нетрудно выписать решение системы (3.4), учитывая, 
что моменты tf образуют убывающую последовательность с 
интервалами t{—t1+i, распределенными по закону Пуассона со 
средним Р—/г* l\a{kk')dkdk'. При xQ[U+x, ti_1) имеем: 

/—i 

Рх = Pi{xps)=p + /z2« yk/ + A«iVe(t; — т — 0), 
i - i 

Хг •= Хх {XPS) = X — h 2 ИуЙу — Ь-ЩЪ-х 6 (11 — X — 0), 
-/=1 

St.—ST(xpS)-=S + 

/ - 1 I Г t-l 

- - - Г i '-l 

A 2 />fy+ Ay 2 */*/ + •**/— 
/ - i -i r ; - i 

- k/ 2 и A + 4£ (^ k/Kj) + A pA, + ft, 2 * A' + (3.5) 
и • -

Jcft,/-Aj'2M/ + g^(Mi''««)l,e(^---;--0)> 

** — «/,.,-0 — sign (и^._о) • 0 (*, - т — 0), 
72 



где '8(i*—х—0) —непрерывная справа в точке t функция, рав­
ная нулю, при %>t и единице при x<t. Решение (3.5) стоха­
стической системы (3.4) удобно записать, используя случайную 
аддитивную функцию множества v(dk, dk', d%), равкую числу 
скачков описанного выше случайного процесса в фазовом 
пространстве за время dx, значения которых принадлежат об­
ласти фазового пространства dkY.dk': 

i 

pt — p + h J *-•-. J k'v(dkdk'dv), 
X 

t 

h j %v j kv{dkdkrdv), 
t 

sT=s + hjj J (pvk + xvk' + -^{kk'Kv))v (dkdk'd-v), 
X 

*x -[v(/?", R", (T, t]) (mod2)-H t, 

где % — не зависящая от времени случайная величина, рав­
ная плюс или минус единице с равной вероятностью; 

Из полученного решения системы Гамильтона следует, что 
приращения гамильтововых переменных за одни скачок равны 

j\x = — h%k, 
l\p = h%k', 

As = h [kp + k'K-\-dfld%\, ^3"6* 
Ьм= — sign и, 

где' k, k' — случайные целые числа с совместной плотностью 
распределения p-1.h(p,(&/e')), р = /т1 $ \x,(kk')dkdk', а производная 
df/d% равна g(kk')-\-2nn(;kk'), где n(kk')—произвольная це-
лючйслевная функция, {mu} — четная, a g — нечетная функции. 

Функция g(kk') в дальнейшем изложении называется фа­
зовой функцией гамильтоновой системы (3.4). 

Будем говорить, что плотность распределения зарядов 
Gt(xps) переносится стохастической гамильтоновой систе­
мой (3.4), если функция Gt(xps) равна математическому ожи­
данию ее начального состояния Go; 

G((x/?s)-=M.Gg(xo(.«. Р, -О- ро{х, р, s), s0(x, p, s)), 

где x0(x. Р, s). po(x> P, s), s0(x, р, s) —координаты гамильто­
новой траектории в момент % — 0. 

Исходя из формул (3.6) для приращения гамильтоновых 
переменных за один скачок, нетрудно вывести уравнение Кол-

7а 

dkY.dk'


могорова—Феллера для функции Gt: 
h ^ - {xps) -= J Pt (* + Ax.p+Ap, s+As) - Q - (Л, p, s)} X 

S(K.+ T) + 6(K—-R-Y 
X {mu} (A&O — - j - - - dkdk 'dx , . (3.7) 

G|,=o — Go(.*/>s). (3.8) 
Предположим теперь, что при любом t параметр 5 функции 
Qt(xps) является скрытым, т. е. функция 

0N(xpt) = \ox{x, p, s)ds (3.9) 
о-д-

не зависит от области aN(t), определяемой соотношением 

jdxdpjdsG,(xps) = Ar, (3.10) 

а. зависит ТОЛЬКО от N для любого действительного значения N. 
Пусть плотность распределения зарядов Gt(xps), завися­

щая от скрытого параметра, переносится стохастической га-
мильтоновой системой (3.4). 

Определение 3. Функция• 

G(xpt) = j Oi(xps)ds 
.ffl iO 

называется перенормированной по скрытому параметру плот­
ностью распределения зарядов, если область «(г.) удовлетво­
ряет условию ' 

J dxdp J Qt (xps)ds = l. 

где \i(kk')—плотность вероятности совместного распределе­
ния скачков гамильтоновой системы (3.4). . 
[ Для того, чтобы определить квазидисперсию относительно 
G, зависимость от скрытого параметра функции Gt(xps) 
должна быть такой, чтобы при всех t перенормированная 
плотность распределения зарядов G (хpt) принадлежала не­
которому положительному конусу L+. Для электронейтральных 
систем (3.4) таким конусом, по-видимому, может быть лишь L+, 
порожденный множеством S,:.состоящим из непрерывных, огра­
ниченных вещественных функций специального вида 

а(х'Р)Нш)П[е^(х + %)ъ(х-1)<1г, №L2(R»), (3.11) 

называемых чистыми состояниями. Непрерывность чистых 
состояний по обоим аргументам следует из плотности в Z2 (Rn) 
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множества C^(Rn), ограниченность —из неравенства Коши—-
Буняковского: 

а вещественность доказывается путем замены переменных 
t)= —ти: 

2 
Ipv 

Тождество 

Ч>*(")^("') = \ « * ~(*. - " Т 1 ) ^ . 

где о|)(т]) = (---—) \ е h ty(x)dx — справедливое для чистых со­
стояний, показывает,' что -ф —функция, отвечающая чистому 
состоянию, определяется с точностью до постоянного множи­
теля eie, где 0 —вещественная постоянная. Поэтому в даль­
нейшем изложении функция \\> в формуле (3.11) называется 
производящей функцией чистого состояния. 

Рассмотрим начальную плотность распределения зарядов 
специального вида 

Go(x, p, s)=a(x, р)ф(в). 
В этом простейшем случае параметр s является скрытым. 

Для того, чтобы обеспечить инвариантность конуса L+ отно­
сительно разрешающего оператора уравнения (3.7), в даль­
нейшем изложении предполагается, что 

<p(s)i=cos(s/h). 
Опишем более подробно конус L+ и содержащее его бана­

хово пространство L. 
Пусть - S —- множество чистых состояний (3.8) и L+ — поло­

жительный конус, состоящий из линейных комбинаций эле­
ментов из S с неотрицательными коэффициентами. Конус L+ 
можно включать в различные банаховы пространства. Однако 
удобно выбрать такое банахово пространство L, в котором ко­
нус L+ — производящий. Таким пространством является по­
полнение L линейной оболочки множества 5 по следовой норме: 

| |G | | + =Inf{^+& 2 |G«Mi —V 8 . bi. -WO, ви cr26S}. (3.12) 
Положительный конус L+ полученного банахова простран­
ства L является воспроизводящим, а банахово пространство 
L — сепарабельным. 
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Б качестве критерия принадлежности произвольной функ­
ции конусу L+ можно использовать следующее условие. 

Лемма 3.1. Пусть {а|)Дг— произвольная полная ортоцор-
мированная система в L2(Rn). Функция cr(x, p) тогда и толь­
ко тогда принадлежит L+, когда для любого / 

а -= J а (х, р) dxdp ^ ёТ^? [х + -J) % (x - -J) dr > 0. 
Знак коэффициентов aj не зависит от выбора ортонормиро-

ванной системы. 
Доказательство этой леммы, по. существу, состоит в вычис­

лении неотрицательных коэффициентов разложения as отно­
сительно ортонормированных систем, содержащих произволь­
ную заданную функцию ф. 

Множество чистых состояний 5 образует множество край­
них точек конуса L+. Единичным сечением конуса L+ назы­
вается множество плотностей распределения заряда, удовлет­
воряющих условию 

\ds\ dxdpGt(x, p, s )=l . 

Чистые состояния, принадлежащие единичному сечению, назы­
ваются единичными чистыми состояниями. Как будет показа­
но ниже, разрешающий оператор уравнения (3.7) сохраняет не 
только множество чистых состояний S, но и единичное сече­
ние конуса L+. Это обстоятельство позволяет дать единообраз­
ное для -всех G определение квазидисперсии относительно плот­
ностей распределения зарядов G((x, p, s). 

Рассмотрим теперь банахово пространство L*, состоящее 
из всех линейных непрерывных- функционалов на L. В каче­
стве квазиединичного элемента eQL* примем функцию, тож­
дественно равную единице. Множество L+ состоит из всех ли­
нейных неотрицательных функционалов на L+: 

(t+, L*+)>Q, V/+6L+, Щ eL% . (3.13) 
Элементы множества Z+ ограничены относительно нормы L+, 
которая, помимо обычного определения 

| | i*[U=5upr,/)|, 
может быть задана следующим образом: 

||/*|U=max{^, Ц\Ке-1*Ы%, l* + %2eeL$., blt\2>0}. 
Таким образом, любой элемент из L* мажорируется снизу и 
сверху квазиединицей.-

Теорема 3.2, приводимая ниже, устанавливает взаимно од­
нозначную связь между вероятностными объектами — плотно­
стями распределения зарядов, эволюционирующими в соот­
ветствии со стохастической гамильтоиовой ' системой (3.4) -и 
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квантовыми объектами, функции состояния которых эволю­
ционируют в соответствии с уравнениями Шредингера. 

Билинейную операцию А : L*xL*—.KL*, удовлетворяющую 
условиям п. 2, определим следующим соотношением: 

daf 
СА(/. Ф).р)—(/. (ч\#(р))), VpGL, (3.14) 

где 

.Ж(р) = Лр(6, Tljff, fi)--' 

- ( ^ ) а в J di^'rfiufa^(B'"')- i(W'4,-'(M+"'e) X 
xJe'<*+B>*+-<*'+'»,>*'p(je, p)dxdp, (З..15) 

причем 
def 

(ф, ^ (р) )= (Ф, # P (g, ч1 ••» - ) ) -=- /?Р(Е. л)е£, 

т. е. элемент ср действует по второй паре аргументов функ­
ции р. Для гладких быстро убывающих функций / и Ф резуль­
татом действия операции А вновь является функция, причем 

Л(/, Ф)(х, р) = 

Л2я) J 
|-(«'fi-H/.')+i(A+/i)-tr-|--(ft'+i')P 

б , X 

•Xf(k,k')4{n,n')dkd&dndn', (3.16) 
где / и Ф —Фурье-образы функций / и Ф. 

В этом случае справедлива также следующая формула 
(см. [17, 20-21]): 

А( / ,Ф) = (/*Ф) (*.£) = 
!L(— JL_J- ~JL\ 

= f(x,p)e'2lKsPdxexdP)V(x,p), (3-17) 
где операторы, помеченные стрелкой -«-, действуют на функции, 
стоящие слева, а операторы, помеченные стрелкой {to}, действуют 
на функции, стоящие справа. Равенство (3.17) можно понимать 
как операторную запись определения (3.16). 

Нетрудно видеть, что для операции A, определенной соотно­
шением (3.14) — (3.15), выполнено условие корректности (2.21). 
Действительно, Фурье-образом единичного элемента eGL+ яв­
ляется дельта-функция Дирака. Поэтому • 

Л ( / , е ) = А ( е , / ) = 
Р |-(д'А-ЛЙ')+-(А+п)-*:+ийЧ-п')р~Ь,А £ « х 

X Ь.{п) 6 (ri)dkdk'dndn' = f (х, p). 
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Как мы увидим ниже, сужение з& .операции А на диагональ 
действует в конус L+ и условия неотрицательности (2.18) так­
же ВЫПОЛНЯЮТСЯ. 

Т е о р е м а 3.2. Пусть начальное значение плотности рас­
пределения зарядов, переносимой вдоль траекторий стохасти­
ческой гамильтоновой системы (3.4), имеет вид 

QQ(x, р, s) = (^-h)"\e ^io {X+Y)^O ( •*—T.)- t e , C 0 ST' 
^o6L2(-£"). IWh1 - . ; 

Тогда среднее значение (3.18) любой ограниченной измеримой 
функции F(p, х) относительно перенормирован.ной по скрытому 
параметру плотности распределения зарядов G(x,p,t) равно 
квантовому среднему значению псевдодифференциального опе­
ратора Fw с вейлевским символом F(p,x) относительно ij--функ­
ции, удовлетворяющей уравнению Шредингера (3.19): 

{dpdxF(p,x)Q(x,p,t) = [dx^*(x, t)Fw^(x, t), (3.18) 

(jjt+&w)^{x, 0 = 0, t |^o—^o(x). (3.19) 

Вейлевский СИМВОЛ псевдодифференциального оператора 3>ву? 
равен 

36(р> x) = j^ei^k+^,+^-"'))\i(k,k')dkdk'. (3.20> 

Квазидисперсия относительно перенормированной по скрытому 
параметру плотности распределения зарядов является нижней 
оценкой дисперсии косвенных измерений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Упростим уравнение Колмогорова— 
Феллера (3.7). Для этого заметим, что второе слагаемое в пра­
вой части уравнения (3.7) можно исключить, рассматривая 
вместо G. (х, р , s) новую функцию G.(x, p, s) =e^Gt(x, p , s), где 

h^ = ^(k,k')dkdkr, 

A— Qt(x, p, s) = jj G^x + Ax, /? + Ap, s+i\s)\x(k, k') X 

~Xj(b(K+j) + &(K — ^))dkdk'dK. (3.21) 
Представим начальное распределение зарядов в виде 

,pz_ 

G0 (x, p, 5) = G0 (x, p, s) = Re ( i j ) " {j e A X 

xr,(x + %)b(x-j)dze \ • 
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и будем искать решение уравнения (3.21) в виде аналогичного 
выражения: 

i-^def _ -.4" 
X-Jp J C - f Л dse ; ' - R e p ( x , -, t)e \ (3.22) 

Подставим (З.22) в (3.21) и, учитывая формулы (3.6), получим 
уравнение для вещественной составляющей р: 

X -j (б (х + -J-) + б (% — 1)) [х (ft, A') dkdk'dv, = 

Xp(x,p, t) \ (б (x + 1 ) + 6 (и— I ) ) {mu} (£, /V) dkdk'dK. 
2 \ V ' 2 / ' V 2 , . 

Выполним интегрирование по переменной % и для упрощения 
записи будем считать, что операторы дифференцирования дейст­
вуют первыми, а операторы умножения и а независимую пере­
менную — вторыми. Тогда уравнение для G примет следующий 
вид: • 

Xp(x, p, t).\i (k Jt') ± (& (к+~)+ b(% — ±.y dkdk'dK == 

= L. ( ^ _ 5»_) p {Xi PJ i)=sl_ я р (x, /?, t), (3.23) 

где Ж± — псевдодифференциальные операторы 

&*-%b{p*&-w*x±wvp) , (3-24> 
с символом 

58?"(p. .*) — I J e'^+*'*+*(*'ft'»n(-lA.)rfMft.. (3,25) 

Таким образом, функция р является решением задачи Коши 
'£ А 
i dt А* я)Р=о, 

рг (3.26) 

а решение уравнения Колмогорова—Феллера (3.7) выражается 
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через р по формуле 
Gt(x, p, s)=e-S'p(x, p, t)cos -J. (3.27) 

Покажем, что существует решение задачи (З.26) специаль­
ного вида [21]: 

р<Л-* < > Ч ~ А П ''*>•(*+£• 0*(*-т- <)rf* 
№ (#rt). (3.28) 

Для этого рассмотрим результат действия оператора 2@v — 
з 

— Ж (----—i — (•*•• +•*•)) с вейлевским символом (3.25) на 
функции из C"{Rn)\ 

,. def * I h Л 1 1 8 \ def 

3&И> (•*)-=-# (-f-—-, у (x + x))9(x) = 
deb , i » f l-f Г - - I / 1 \ 

"(is*) J е * ^ J e h * {Р- т(*+Е))ф(6)^--

X $ e ' ( r t * , m p * ^ C ^ , 4 ' V ( A . ^ r f f t r f A -

-----^Je
l '(f t '*' ,+l(x+.r**)%(A)^)v(jC + AA)dArfft'.- (3.29) 

Поскольку || Зву/Ч||£2<р/2 ||ф||£>, то формула (3.29) продол­
жается по непрерывности на все функции из Z2 (R"). 

Теперь нетрудно убедиться, что для функции вида (3.28) 
справедливо важное равенство [21J: 

ф+ - Ж.) р~= Яр {х, p,t) = 

-q(x—^,t)%wq*(x+~,t)}. (3.30) 
Действительно, в (щлу (3.29), выполнено равенство: 

у^ ^{x+~,t)^w^[x-^t)dz = 

==----^dze^Jx+ ----, tj^e v 2 * 'X 

Xn(k, ВД (•*•—-f+*A. tXdkdk'. (3.31) 
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Введем новую переменную z—kh — v. Тогда правая часть 
равенства (3.31) преобразуется к интегралу 

Х * - ( * + ¥ + - Ь - ) • { * + ¥ - * «)--$-.-- (3.32) 

=4"SeiU(fti*)+pft+ft'":).J'(^')dkd^p(x+-~, р — Ць-, t) = 
- # - р ( х , р , 0- . 

Используя четность функции [X нечетность g" и замену пе­
ременных z-\-kh=v, получим аналогичное равенство для .5#+р: 
с — / \ 1 с ~ i \ 

1 f с l£ С» — kh)--i.%'(^ + 4-N) 
-=—^(x(fekOdMA'e-^(ftfi') \еЛ Ч ^ • 2 j X 

Х ^ * - ^ + ̂ Ь * ( * + 4-+^У* = 
— ( A-—~) 

^~\\),(kkr)dkdk'elsm')+iPk+ihX \etAp+2J x 

= ^-<\\n(kk')dkdkreieW)+ip>i+lb'x X 
Равенство (3.30) доказано. Из него стандартным образом 
(см. [9,21]) выводится уравнение для функций ijj и •$*: 

- 4 > ( * + - р t)(th±+£;,)v (x + f, ^}dz = 0, (3.33) 

которое выполнено, если г|з является решением уравнения 
Шредингера: 

. ^|^o—^oHeX2(R")- (3.34) 
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Заметим, что вещественность символа 2$(р, х) (т. е. само­
сопряженность оператора 2Sw) следует из предположений 
относительно функций ц и g. Поэтому решение уравнения (3.34) 
обязано сохранять -£2---°рму начального условия. 

Итак, мы доказали, что решение уравнения Колмогорова — 
Феллера (3.7) с начальным условием (3.11) может быть пред­
ставлено в виде чистого состояния: 

Ot (xps) — б-Р'р (xpt) cos — = 

-ihrleir^(x+i'<M*-f *)**-">*T' <3-35> 
где 1ф*(х, t) —решение задачи Коши для уравнения Шредииге-
ра (3.34). Отсюда следует, что распределение зарядов G. яв­
ляется также крайней точкой описанного выше конуса L+ бана­
хова пространства L с нормой (3.12). Единственность такого 
представления решения Gt следует из единственности решения 
задачи Коши для уравнения (3.23) в классе непрерывных огра­
ниченных функций переменных х и р, -непрерывно дифференци­
руемых по t. 

Перенормировка функции Gt(xps) по скрытому параметру s: 
О (хр,)----•) Qt (xps) ds 

i t 
позволяет записать G(xpt) в виде: : 

а^р^{^)п\е^^{х^1^)^{х-~Ь*)аг> (3-36> 
где ty(x,t) —решение задачи Коши для уравнения Шредииге-
ра (3.34). Таким образом, перенормированная по скрытому па­
раметру плотность распределения заряда является крайней 
точкой единичного сечения конуса L+. 
Для доказательства равенства (3.18) воспользуемся представ­
лением (3.36). В соответствии с определением оператора Pw 
имеем: 

J "l3*(xi).#'wl|)(.xt)dJC= , 

= J V\x, t) dx ( ^ ) * \ e*dp \ i^fw (p, £+S) * (g, t) d|. 

С помощью новых переменных-—I----у, x — £ = z правая часть 
последней формулы переписывается в виде (3.18): 

=jf(p,y)a{ypt)dpdy. 
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Относительно G(x,pt) можно определить квазидисперсию и 
дисперсию косвенных измерений для операции квазиумноже­
ния (3.16). 

Для доказательства того факта, что квазидисперсия отно­
сительно зарядов Gt(xp) дает нижнюю оценку Дисперсии кос­
венных измерений, можно воспользоваться предложением 2.1. 
Для этого достаточно убедиться, что операция квазиумноже­
ния (3.16) удовлетворяет условию неотрицательности (2.18). 
Проверим выполнение этого условия. 

Заметим, что операция квазиумножения (3.16) сопоставля­
ет вейлевским символам ограниченных операторов L2(R") вей­
левский символ их произведения, а положительный конус в 
L% состоит из ограниченных в L2 неотрицательно определен­
ных операторов: 

L --{М(р, x):(o|), #И>)>0. il)6L2(R")}. 
Условие положительной определенности квазиумножения до­
статочно проверить для крайних точек положительного конуса 
L+, т. е. для функций (3.36). 

В этом случае 
M,V-(a|>, Mio|>)>0; ^ / — (Я^, Я ^ ) > 0 , 

где {Я^"-множество неотрицательно определенных ограни­
ченных операторов в L2l мажорируемых в сумме единичным 
оператором: 

п 

е — 2#;>0. 
г - I 

Поэтому ясно, что ДЛЯ любого k 

[Hk% ip) > ( fitf, 2 fi'rt ) > 0, 
~ i=\ • (3.37) 

Неотрицательная определенность матрицы 
ф^, {Е-Н.Щ (-ад, #2-ф) ... ( - % Нп$ 

Мп-Мп= (-Н^,Н^) (Н^,(Е-ЩЦ)...(-Н^,Нп$) 
' (-fiji, fttf) ' ' (я i " hiy).'.. (н'п% [Е - 'н'п)^) 

следует из оценок (3.37) и теоремы Гершгорина (см. [3]) о 
спектре матриц. Таким образом, теорема (3.2) доказана. 

.В заключение отметим, что в отличие от классического слу-
чая, квантовомеханнческая квазидиспереия не всегда дости­
гается в том смысле, что для произвольной функции f(p, q) 
не всегда удается указать несмещенное косвенное измерение 

6* Щ 



mf(dX), дающее среднеквадратичную ошибку, совпадающую со 
своей нижней • границей — квазидисперсией -25(f). Условия, 
при которых существуют эффективные косвенные измерения в 
квантовых системах, реализующие минимальную ошибку 0(f), 
исследовались в [1]. 
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