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И З В Е С Т И Я В Ы С Ш И Х У Ч Е Б Н Ы Х З А В Е Д Е Н И И 

МАТЕМАТИКА № 8 (111) 

УДК 517.948 

Е. Я. Меламуд 

ПО ПОВОДУ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ Э. ХИЛЛЕ 

Пусть в произвольном банаховом пространстве 96 заданы линей­
ный оператор А с областью определения D(A) и областью значе­
ний R (А), заключенными в К, и два элемента у0, ух £ 3 : . Согласно 
Э. Хилле ([1], с. 635), решением абстрактной задачи Коши (АЗК 2) 

y"(t)^A2y(t), у(0)=у0, у'(0)=ух (1) 
называется функция y[t)=y(t; у0, ух) со значениями в 9£, опреде­
ленная на [0, оо) и обладающая такими свойствами: (l)y(t) дважды 
сильно непрерывно дифференцируема на [0, оо); (11) у (t)£В(Аг), 
у' {t)C-D(A) для любого t>0, причем А2у (t) и Av' (t) сильно непре­
рывны на |0, со) и y"\t) л= А2у (t) (t > 0); (III) Urn \\y^{t; y0, yx)-^yk\\ = 0 

(k = 0, 1). 
Э. Хилле доказана следующая 
Т е о р е м а ([1], теорема 23.9.4). Если А — инфиншпезимальный 

производящий оператор некоторой группы \T(t), •— ©о < i < со) 
класса ( С 0 ) , то АЗК 2 имеет единственное решение 

У U; у0, У\) = [ПО (Уо + г Л + Т(- t) ( J V , - 2,)|/2 . (2) 
при любых y0£D(A2) и yx£_D(A)[)R{A) и при zv удовлетворяющем 
условию Azx =>',. 

В настоящей заметке мы доказываем существование и единствен­
ность решения АЗК" для любых yQ ££) (Л 2 ) и _у ,££ (Л) . При этом 
формула для решения имеет отличный от (2) вид. Кроме того, 
доказываются существование и единственность решения, задачи 

у" (г) = А2у (0 + / ( ( ) , у (0) = / (0) = 6 (Ю 
в случае, когда f(t)— сильно непрерывно дифференцируемая при 
t > 0 функция со значениями в 96, и приводится формула для решения. 

Рассматривается также уравнение у" (/) = А2у (t) + By {t) -• - /(t) 
и изучается поведение решения этого уравнения на бесконечности. 

§ 1. -

Т е о р е м а 1. Если А — инфинитезимальный производящий опе­
ратор некоторой группы \T(t); —-oo<Y<oo} класса (С 0), то для 
любых у0£D(А2) и y1(:D(A) АЗК 2 имеет единственное решение 

t 

у V; У о, У у) = | [ П 0 + П ~ t))y0 + 1 J \T(s) + Т (-s)\yx ds. (3) 
о 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в (2) ^ = 6. Тогда T(t)zx = 
= Т(— t)zx = zx ny(t;y0, Q) = [Т(t)Т (— 0]^o/2-Покажем, что при 

.У о = 9 функция y(t) = - j + Т(— s)]yxds есть решение АЗК 2 . 
о 

Так как группа Т (t) сильно непрерывна, то у (t) •— сильно непрерывно 
дифференцируемая функция на [0, со) и 

У' ( 0 = \ \Т (!) + Т(~ t)\yx £_ D (Л) (4) 

([2], с. 215, 216). Так как yx^D(A), то существует -—• Т(t)yx = 

= AT(t)yx= T(t)Ayx ( - со < t < со) ([1], с. 322), поэтому при t > 0 
существует вторая производная 

y"(t) = \T(t)-T{-t)\Ayxl2, (5) 
сильно непрерывная при t > 0. 

Далее, так как T(t) принадлежит классу (С0), то Л —замкнутый 
t 

линейный оператор ([1], с. 337, 357); поскольку интеграл j A[T(s) + 
о 

t. 

+ Т(— s)\yxds = j [T(s) + Т (—s)]Ayxds существует, то имеем 
о 

t 

Ay(t) = \ I' [T(s)+ r(-~s)]Ayxds, откуда следует (см. [1|, с. 322, 
о 

следствие из теоремы 10.3.3) Ay (t) = [Т (t) — Т(— t)\yx/2. 
Так как ух £D(Л), то T(t)yx£D(A) ( —со < t < со), поэтому при 

L>0 y(t)£D(Aa) и 
Л 2 > ' ( 0 = [ 7 , ( 0 - 7 ' ( - Л ] Л ; ; 1 / 2 . (6) 

Йз (5) и (6) находим у" (t) = А2у (t). При этом Л У ( < ) = [ Г ( 0 + 
+ Т(— t)]Ayx/2 и Л 2 . у ( 0 сильно непрерывны на [0, со), ибо T(t) — 
сильно непрерывная операторная функция на (— со, со). В силу 
Г(0) = / из (4) получаем у'(0)=ух- Таким образом, существование 
решения доказано. Единственность доказывается точно так же, 
как и в приводимой выше теореме Э. Хилле. 

З а м е ч а н и е . Если ух dD(A){]R(A), то существует такое 
zx£D(A2), что Azx =У\, тогда из (3) получаем (2): 
' У У о. Уд = { [ Т ( 0 + Т ( - 0 1 У о + ~ { [ Т (s) + Т ( - s)] Azyds = 

о 

= l[T(t)+T(- t)]y0 + 1 [Г ( 0 - Г ( - t))zx. : 

Т е о р е м а 2. Пусть А — инфинитезимальный производящий, 
оператор некоторой группы T(t) класса ( Д ) , a f{t) — сильно непре­
рывно дифференцируемая на [0, со) функция со значениями в 9S, 

Тогда задача (V) .имеет при t>0 единственное решение 
t s 

v(t) = jjj{Tit-s):+T(s-t)] (7) r 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что y(t) удовлетворяет урав­
нению (Г) при / > 0 . Так как функция g(t) из (7) сильно непре­
рывна на [0, со), то, согласно лемме Филлипса ([2], с. 215, 216), 

t t 
\ Т(! — s)g(s) ds и \ 7'is — f)g(s) ds — сильно непрерывные функции 
о о 
на [0, со) и, следовательно, j/(О сильно непрерывна на [0, со). 
Поскольку g{t) имеет'на (0, t) сильно непрерывную производную 
g' (t) = f(t), то, согласно той же лемме Филлипса, у (t) ~ D{A) и силь­
но непрерывно дифференцируема: 

dy 
dt 

g (0 + I A j [ 7' (t - s) - Г (s -t)\g (s) ds•. 

I, 

:^iT(t-~s)+T(s-t)\f(s)ds. 

Так как / (t) по условию сильно непрерывно дифференцируема, то 

-^сильно непрерывно дифференцируема на [0, со) и принадлежит D(A'\, 
dt 

а А — сильно непрерывная функция на [0, со). Поэтому dt 
~ • t • ' 

^ ^ / { t ) a « A i ± { T { t - s) — T(S— t)\g (S) ds. 
dt2 dt J 2 о 

Применив лемму 23.9.1 из [1] к функции J — \T{t — s) — T(s—t)]g(s) ds, 
0 

получим - 5 - = fit) + A ~ Г I \T(t - s) - T(s - t)\g(s) ds или ^ -
dt- dt J 2 о 

=f(t) + А2у (t), что и требовалось. Выполнение начальных условий 
очевидно. Единственность решения вытекает из теоремы 1. 

§ 2 . 
Рассмотрим задачу Коши 

V" (t) = Ay (t) + By (it) + / (/), у (0) =y0£D(.4s), у' (0) =yt £ О (A), ( Г ) 
где В — ограниченный линейный оператор в 9£, перестановочный 
с { Г ( / ) , - - оо < / < о о } , или, что то же самое, с А на 73(Л); 
f(t) — сильно непрерывно дифференцируемая при t > 0 функция со 
значениями в 9t. 

Если у (t) — решение задачи (1"), то у (t) и By(t) сильно непре­
рывно дифференцируемы и, согласно (3) и (7), имеем 

t S 

v ( 0 - = } j > ( ' - * ) т T(s~ ()) (7(,) + 
0 и 

j"[Г (/ - s) + T(s~- ЩВу(ъ) dxds + 1 \T(i) + 7*(— 0 1 Л + 1 
2 

а 
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t 
1 i"i 

+ -L[)[T(s)+T(-s)]ylds. 
о 

Таким образом, y{t) есть решение операторного уравнения 

t 

y-SBy= Sf(t) + ~ \T{t) + Т(— t))yQ + j j [ 7 » +T(—s)\yxds, ( Г ) 

где 

Sf(t) = \\[T(t-s)+ T(s-t)} j ' / ( * ) d ? d s . 
о 0 

Так как || T (t)fl ограничена на каждом конечном сегменте 
[ - ' о , Ц ([3], с. 669), то 

t2n 

max Ц $ 7 ( 0 К sup || T(t)\\ max | | / ( 0 I | ( я = 1, 2, 3 , . . . ) , (8) 

откуда следует, что при любом комплексном X ряд l"Snf(t) схо-
я - 0 

дится равномерно на каждом конечном отрезке [0, ^ 0 ] - Согласно 
теореме М. А . Рутмана ( [4] , с. 218), операторное уравнение (Г") 
имеет единственное решение 

y^-^§(lf-Br4i-^rl{sf(t) + -^[r(t)+T(-t)\yQ + 

t 

+ ^\j[T(s)^T{~-S)}yids \ dl, (9) 
о 

где 7 S — произвольный спрямляемый замкнутый контур, охватываю­
щий спектр оператора В. Отсюда следует, что задача (1") не может 
иметь более одного решения. 

Положим в (1") f(t) = б, у0 = 8, В = р./, где — скаляр. Непосред­
ственной подстановкой г ) можно убедиться, что решением этой 
задачи является функция 

t 

v(t;y1)=^[r(S) + T(-s)]ylJ0[lV\7(7T^)]ds, 

где /„(*) = £ ( - 1 ) " (г/2)2" (л!)" 2 - функция Бесселя. 
я = 0 ' 

При подстановке в уравнение (1") используются равенства: 

" " -/(>(*) + - • + Л ( 2 ) = 0, У 0 (0) = 1, — 
г=0 
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Из единственности решения следует, что при y^D (А) 
t 

(I-pS)-1 j} [Т(з)+Т(-*)]у1(18 = 
о 

= f } [T(s)+ T(-s)]ylJ0\iVlT{Wir^}]ds. (Ю) 
о 

Теперь в задаче (1") положим ух = 6, / ( 0 = 6, В = уТ, функция 

dv (t; уо) 
dt 

t 
= { } f \T(s) + T(- s ) ] ^ 0 7 0 [ i K ^ " = ^ ) ] 

является ее решением. Действительно, выражение в фигурной скобке 
удовлетворяет уравнению v" = A2v + \>.v и начальным условиям 
г>(0) = 6, гг-(0)=_у 0. Так как y0£D(A2), то г» (/; y0)£D(A2), 
•v'(l; y 0 ) £ D ( A 2 ) , A2v'(t; y0) сильно непрерывна, поэтому A2v'(t; yQ) = 
==[Л2г;(г;; y0)]' ([1], лемма 23.9.1) и, следовательно, 

К ( * ; 3 > 0 ) Г = № (О Уо) + V-v (t; yQ)Y = A2vf (/; Л ) + Г У j , 0 ) ; 
кроме того, [vf (t; yQy | / - 0 = A2v (0; j/ 0 ) + ?v (0; >-0) = 9. 

Таким образом, для y0f_D(A2) имеем 

или (см. [5]) 

'6 

+ J j i f [ r ( S ) + r ( - s ) ) y 0 МШЕВШгШШЕ&(11) 

0 

Пусть, наконец, в ( l ' O j ' o — ^ i = e> B — ^J, a / ( 0 — сильно непре­
рывно дифференцируемая на [0, со) функция со значениями в 96 
( / ( 0 # 6 ) . Решая эту задачу известным методом „толчков", находим, 
что решение ее (если оно существует) должно иметь вид 

it 
У г { t ) = J 1 Т { t ~ S ) +2 Т i S " 0 У о { / Г " [ { t ~ " ) 2 " S)2J> d 8 d x = 

• • ' О т 

- J (V r <'-*> + Г <д ~ *> •/ (х) У 0 { i VvW - 0 2 ~ ( < - s)*\ \ fcds. ( 1 2 ) 
0 0 

Легко видеть, что функция и (() = (/ — pSf^Sf (t) удовлетворяет 
уравнению у" = Агу -]- « у + / ( 0 - Действительно, так как f(t) сильно 
непрерывна, то u(t) также сильно непрерывна; тогда Su(t) и 5 / ( 0 ••--
сильно непрерывно дифференцируемые функции, а так как 5 / ( 0 = = 
--= и ( 0 — p S u ( 0 , то « ( 0 также сильно непрерывно дифференцируема. 
Из теоремы 2 следует, что функции Su (t) и 5 / ( 0 дважды непрерывно 
дифференцируемы и являются, соответственно, решениями уравнений 
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у" — А2у - Ь и (t) ъ у" = А2у + f{t). Отсюда ясно, что функция u(t) = 
= pSu (t) + Sf (t) дважды непрерывно дифференцируема и 

и" (0 = н. [Su (t)f + [SfVW = v [A2Su (0 + и (t)} + [A2Sf{t) + /(0) = 
= А2 [и (t) - Sf (t)] + \xu (t) + A2Sf(t) + /(/) == A2u (t) + {ш (t) - f f(t), 

что и требовалось получить. Легко видеть, что и (0) = и' (0) = 6. 
Таким образом, если f(t) сильно непрерывно дифференцируема, 

то u(t)=yf(t). Отсюда и из равенств (10), (11) и (12) формула (9) 
принимает вид: 

т в о х 

ХУ 0 [П"Т ] / " ( / - * ) 2 _ ( / _ s ) 2 ] dsck-t ( J' IifLLZ±z£> з,0 x 
0 

X Л [* / X t f ' - s 8 ) ] <fe)] + J L W + J t - ^ _ V l y 0 ^ X ( / = - .s^cfe } </X. (9') 
о 

Теперь уже нетрудно убедиться в том, что функция y(t), опреде­
ленная при помощи формулы (9'), есть решение задачи (1"). Таким 
образом, доказана 

Т е о р е м а 3. Если f(t) — сильно непрерывно дифференцируемая 
функция со значениями в ££, то задача (1") имеет единственное 
решение у {t) и оно представимо формулой (9'). 

З а м е ч а н и е . Так как D(A) = ЩЖ) = £ ([1], с. 322). то равен­
ства (10), (11) справедливы для любых у0 и уг из 96. 

О п р е д е л е н и е . Функцию у(t), определяемую формулой (9'), 
где у0, ух £ 9:, a f(t) сильно непрерывна при t > 0, будем называть 
обобщенным решением задачи (1"). 

Перейдем теперь к оценке роста решения в зависимости от 
роста fit). Пусть 11т Г1 Щ T(t)\ = т+, Ит Г1 ln | Т (t)\ = «г. Как 

/-• + 00 . — со 
известно ([1J, с. 261, 320), - - с о < ш~ < щ + < + с ю и для любого > О 
существует такое Mt > 0, что |; Г (/) jj < {/Wt exp [ ( w ' - s ) / ] , / > 0; 
УИе ехр [(— и - + s) | ̂  j ], •< 0} ([1], с. 320). Таким образом, положив 
to = max{ (ш+ j , |ш~ | } , получим 

|1Г(01<УИ5ехр[(ш + 8 ) | / | ] ( - о о < / < + о о ) . ( 1 3 ) 

О п р е д е л е н и е . Сильно непрерывная на [0, о о ) функция fit) 
принадлежит множеству Ша, если sup l A O ^ ^ H < с о . Вводя норму 

0</<оо 

соотношением ; | / | а — supff(t)e~*!\, Ша превращаем в банахово про­

странство. 
Т е о р е м а 4. Пусть fit)£!3Ra. Для того чтобы решение у it) 

задачи (\") также принадлежало 9Jra, достаточно, чтобы выпол­
нялось условие 

<w + max | Re I ' X [ < a (з (В) — спектр В). (14) 
• хе« (в) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если условие (14) выполнено, то контур j B 

в (9) и (9') можно выбрать так, чтобы было 

! Re VT\ < а — to — 2 s , (15) max 

где е — некоторое положительное число. Так как | (X/ — B)~l \ огра­
ничена на ув, то из (90, (И), (13), (15) и оценки | / 2 „ (z)\\ < exp | Im г \ 

([5], с. 30), положив—-дл . у в - max 1 (X/ — Я) - 1 1 = С и max |Х| = /., 

получаем: 
t t _ 

\у (t) e~at [j < С { Г f Мг exp{(ш + е) {t - s) + [ max | Re V X | - a] (t - -)}X 

X ! /(*) M + Ж exp {(«> + s - a ) t}\\yQl + - | - J* Ж exp {(со + 
о 

_ t 
+ s) s + [ max j Re К X | - a] i)ds \\yQ \ + Г /ИЕ exp <(w + e) s + 

X € V о 
t 

+ [ max I R e j A | - a] t) ds\y, ||} < C/Ws { ] / ( . J (/ - . ) exp ( - e ( / -*) ) * - f -
' в о 

+ i tVo! (~ e~M + exp[(<» -r- s - *)*]) + [j/,||/,-'}, 

откуда следует, что sup iy (t) e'^fi < со. Теорема доказана. 

З а м е ч а н и е . Если / ( / ) s s 6, то, как следует из полученной 
оценки, \\y(t)e~atl~~>0 при /—*оо. 

г. Одесса Поступило 
25 III 1969 
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