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Т. Н. Сысоева 

ОБ ОДНОЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЕ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

1. В области / ? = { 0 < х < а , 0<t<T} рассмотрим задачу вида 

\х(т+Л(х, /)<Dx)=<F(<D, х, t9 ц ) , ( 1 ) 

•<о(х, 0, fx)=G)<>(x), , ( 2 ) 

где ы(х, t, fx), F(o), х, t, (i)—/г-мерные вектор-функции, Л(х, t) — 
(пХп)-матрица, | х > 0 — малый параметр. 

Пусть выполнены следующие требования: 
1. Вырожденное уравнение 0 = / 7(oJ, х, t, 0 ) имеет для всех 

е [ 0 , Г), x e [ 0 , а] семейство решений вида 7Б(х, /)=<р(л;, t, а\, ось) = 
= ф(л;, а), где у(х, /, а) — определенная функция (х, t) и произволь­
ных параметров ai, а&, причем в области RxD(a)y где D(a) — не­
которая область изменения параметров, выполнены условия: 

1 ) функция ф(*, t, а) достаточно гладкая; 
2 ) ранг матрицы ф«(*, t, а) = дф(*> *' а^ равен т. е. числу пара­

да 
метров. 

II. Матрица F<*(q>(x, ty a ) , JC, t, 0 ) имеет собственное значение Х = 0 
кратности kt а остальные ее (п—к) собственных значений Xi(x, t, а) 
удовлетворяют неравенству 

ReXi(x, t9 а ) < 0 ( е = * + 1 , л), (х, t)*=R, ae=D(a). 

_ III. Матрица А(х, t) симметрична и имеет собственные значения 
к\(х9 t)y Хп(х, / ) , удовлетворяющие неравенствам 

М*, 0 > М * . t)>...>&n(x, 0, (х, i)€=R. 

Обозначим \\у\\ = max | у£ | норму вектора у = (уъ ... , уп). 
1<1<П 

2. Рассмотрим уравнение 

du/dx=F(<t>(x, 0, а ) + ш , JC, 0 , 0 ) . Щ 
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Здесь а входит как параметр. В [I, гл. 2] было доказано, что в доста­
точно малой окрестности точки покоя системы (3) со = 0 существует 
(п—k)-мерное многообразие а(х, а) , такое, что если начальное значе­
ние решения со(х, 0)есг(х, а) , то найдутся такие постоянные у > 0 и 
<Т>0, что при т > 0 , 0<х<а решение со(х, т) удовлетворяет неравенст­
ву ||(о(JC, т) | |<уехр(—от). Методом последовательных приближений 
можно показать, что в этом случае существуют такие постоянные y i > 0 

и Q i > 0 , что при т > 0 , 0 < х < а производные со*(х, т), <оп<п>(х, т) удов­
летворяют неравенствам 

ll©*«(x, T ) | | < : y i e x p ( — ^ т ) (i=d, л). (4) 

Продолжая в сторону отрицательных т траектории, начинающиеся на 
а(х, а ) , получим расширенное многообразие Л(х, а). Обозначим z и у 
верхний и нижний блоки вектора со соответственно размерностей 
(п—k) и k (терминологию см. в [ 1 ] ) . 

IV. Пусть в некоторой области Г (г, х, а) многообразие А(х, а) 
представимо в виде 

у=Р(х, г, а) , 

где Р(х, г, а) — достаточно гладкая функция в Г(г, х, a). 
В силу требования II существует матрица В(х, а), столь же глад­

кая, как и А (х, а) = Fa (ф (х, О, а), х, О, 0) (см. [2]), приводящая Л(х, а) 
к блочно-диагональному виду 

В~1 (х, а) А (х, а) В\(х, а) = 

где С(х, а) — (п—k) X(n-^-k)-матрица, имеющая собственные значения 
Яг(х, t, a) (k+\, п), о которых говорится в требовании II. Обозначим 
Вп(х, а) левый верхний блок матрицы 5(х, а) размерности (п—k) X 
X (п—k). 

V. Пусть detail(х, а)=^=0 при 0 < х < а , a^D(a). 
3. Асимптотическое разложение решения задачи (1), (2) будем 

строить в виде 
00 

со (х, *, |i) = J] Ц< & (х, /) + П, со (х, т)), (5) 

где т=//ц,. Подставляя этот ряд в («1) и (2) и собирая члены при оди­
наковых степенях ц,, получим уравнения для coi(x, t) и Пгсо(х, т). 

Для шо(х, 0 имеем уравнение 

F(&o(x9 0 , *, А 0 ) = 0 . 

Решение этого уравнения в силу требования I можно записать в виде 

©о(х, 0 = Ф ( * , <х(х, 0 ) , 

где а(х, 0 — пока .произвольная Л-мерная вектор-функция. 
Для Посо(х, т) имеем уравнение 

dU0(d/dx=F(<p{xt 0, <а(х, 0))+П осо, х, 0, 0). 

Начальное условие для Посо(х, т) получается после подстановки 
(5) в (2) и имеет вид 

•П. . (» . О, _ * W _ , 0 , «<*, 0» = ( f • »• "<*' ° » ) . 
V У (*) — Фг(*. 0. 0))/ 
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где z°(x) — верхний (л—k)-мерный блок со°(х), а у°{х) — нижний 
^-мерный блок со°(х), ф1 и <р2 — аналогичные блоки ф. 

Пусть Посо(х, 0) удовлетворяет уравнению 

У° (х) - ф 2 (х, 0, а (х, 0)) = Р (х, z° (х) —4pi (х, 0, а (х, 0)) , а (х, 0) ) . (6) 

Тогда вектор П0со(х, 0) принадлежит многообразию Л(х, а) . (6 )— 
это система k уравнений относительно k компонент вектора а(х, 0), 

VI. Пусть система (6) имеет единственное решение а(х, 0 )=а°(х) 
при 0 < х < а . 

Беря а(х, 0 )=а° (х ) , получим, что 
||П0(о(х, т)| |<сехр(—хт), т > 0 , 0 < х < а . (7) 

Уравнение для <Б\ (х, t) имеет вид 

Fa{<p(x, а(х, t)), х, /, 0)©i(x, t) = 

= Фа(х, (, а(х, *))а*+Л(х, t)q>a(x9 <t, а(х, 0)а*+<Р*+Л(х, 0-Ф*— 

-Fll(q>(x9tfia(x9t))tx9t,0). (8) 

Для разрешимости этой системы необходимо и достаточно, чтобы ее 
правая часть была ортогональна к собственным векторам gj(x9 t9 а) 
( / = 1 , k) сопряженной матрицы / 7

Щ * ( Ф ( Х , t, а), х, t9 0), соответству­
ющим собственному значению А=0. Обозначим через g(x9 t, а) матри­
цу, строками которой являются векторы gj(x, t, а). Тогда условие ор­
тогональности можно записать в виде 

at+(g(x, t, а)ф а(х, t, a))~lg(x, t9 а)Л(х, t)y*(x9 t, а ) а х = 

=F0(x9t,a), (9) 

где Fo(x9 t, <z) — известная функция (здесь det(g*<pa) =т^0, см. [1, гл. 1]). 
VII. Пусть уравнение (9) с начальным условием сс(х, 0 )=а° (х ) 

ери 0<х<а имеет единственное решение a=a(x , t) в некоторой дву­
мерной области D{ переменных х и i. 

Решение уравнения (8) можно записать в виде 

о)1 (х, / ) = Ф а ( х , t)$(x, t)+m(x, t)f 

где фа(х, t) =ф а (х , t, а(х, / ) ) , (J(x, t) — пока неизвестная ^-мерная 
вектор-функция, coi(x, t) — какое-нибудь частное решение уравне­
ния (8). 

Для IIico(x, т) получаем уравнение 

d Пг co/d х = Fco (х, т) П х со + [Fco (х9 т) - F* (х, 0 ) ] К (х, 0 ) + © 0 , (х, 0 ) ] + 

+ [Ft (х9 г)-Ft (х, 0 ) ] х + [/v (х, т) - Д (х, 0 ) ] - Л (х, 0 ) П 0 ш„ 

где используются обозначения 

iv(x, т) =/ ?

в(шо(х, 0)+П о<о(х, т), х, 0, 0), 

F.(x9 t)=F.(Wo(x, t)9x9 t, 0) 

и аналогичный смысл имеют Ft(x9 т), F^(x, 0 ) , / ^ ( х , / ^ ( х , 0 ) . На­
чальное условие для Пгсо(х, т) имеет вид 

Пко(х, 0)=—©i(x, 0)=—ф а (х , 0)£(х, 0)—coi(x, 0). 
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Для $(х, 0) аналогично [1] получаем выражение 

Р (х, 0) = — / Г 1 (х, оо, а) V (х, оо) х 
оо 

X {б2° (х) + f f"1 (х, s) [Y 2 (х, s) — H (x, s) 4?! (x, s)] ds), (10> 
0 

где H (x, 5) = P z(x, n 0z, а°(х)), ¥ (x, т) — решение задачи 
d 6 2 / r f T = a 2 2 6 2 , 6 2(x, 0 ) = £ , #(x , /, а ) = Я ( х , т)[<ра(х, 0, а ) ] 1 - [ ф а ( х , 0, а ) ] 2 , 

б 2°(х) = {Я(х, 0)^(x, 0 ) - Ы х , 0 ) } , 

^i(x, 0), г/^х, 0)— (n—k)- и ^-мерные блоки icoi(x, 0), UQZ — верхний 
(п—k) -мерный блок П(у(о, Wi(x, т) и ^ ( х , т) — (п—и ^-мерные бло­
ки вектора 

ЧЧх, T)^=F e(x, T)T<D 0*(X, 0)—F.(x, 0)ш<„(х, 0) + 

+ [ ^ ( х , T ) - F , ( * , ОЛт+ТУ*, x)-F»{x, 0 ) - Л ( х , 0)Пою„ 

[<Pa]i и [<pa]2 — такие же блоки вектора <р а . 

Обозначим (10) через р°(х) и будем считать, что это — начальное 
значение для Р(х, t). Тогда IIICD(X, т) в силу оценок (4) будет удов­
летворять неравенству 

||Пко(х, т) | |<сехр(— их), т > 0 , 0 < х < а . ( 1 1 ) 

Таким образом, IIIG>(X, Т) полностью определено, а в выражение 
для a>i(x, t) входит неизвестная пока функция Р(х, t). Она определя­
ется из условия разрешимости уравнения для со2(х, t). Уравнение для 
Р (х, t) будет иметь вид 

$t+(g(x, t, *Шх, ty)llg(x, t, а)Л(х, *)Ф«(*, 0Р* = Л(Р, х, 0 , 

где ^i(P, х, 0 — известная функция. 
Тем самым полностью определены члены асимптотики порядка 

Определение следующих членов асимптотики проводится аналогично. 
На *-м шаге в выражение для <Мх, t) войдет произвольная функция 
у(х, / ) . Из условия Пгчо(х, т)-*0 при т-^оо, 0 < х < а определится у(х,0) 
в силу того, что det/?(x, оо, а)ф0. Далее из условия разрешимости 
уравнения для w*+i(x, t) получится уравнение для у(х, t) вида 

y,t+(g(x, ty >a)<Mx, i))-lg(x, t, а)Л(х, /)Ф«(*, O Y X ^ H Y , x, t)y 

причем*начиная с i = l функции Ft(yt х, t) будут линейны по у. 
Обозначим Lx решение уравнения 

проходящее через точку (0, 0), а через LN — решение уравнения 

= М * , 0 , 

проходящее через точку (а, 0). Обозначим G область, ограниченную 
кривыми Lu LN и отрезком [0, а] оси Ох, а D2 — пересечение областей 
DU GYIR. 

VIII. Пусть матрица Л(х, t) в области / ) 2 , векторы F((o, x,t, \i) 
в области D2X (0<[К\ю) X (1Ы1<а) и о)°(х) при 0 < х < а имеют не­
прерывные производные по всем аргументам до (л+2)-го порядка 
включительно. 
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Т е о р е м а 1. При выполнении условий I—VIII найдутся постоян­
ные |io>0 и С 0 > 0 , такие, что при (XjuKjio выполняется неравенство 

|| Xni + Л (*, 0 Хпх-F(Xn, х, t, ii) 1 < С 0 ix-+\ (х, t) s D 2 , : (12> 
где 

^ = £ й ' К ( ^ 0 + П,а>(х, т)). 
i=0 

Существование и единственность решения задачи (1), (2) при вы­
полнении требований III и VIII в области D2 доказаны, например, в 
[3], [4]. Неравенство (12) доказывается с помощью оценок типа 
( И ) , (17). 

Т е о р е м а 2. Пусть А(х, t)=X(x, t)En. Тогда при выполнении ус­
ловий I—VIII найдутся такие постоянные \ю>0 и С о > 0 , что при 
0<^<! io в области D2 выполняется неравенство 

||CO(JC, t, р)-Хп\\<0>[ьп+1. 

Теорему 2 можно доказать с помощью метода последовательных 
приближений аналогично [1, гл. 4] или [5, гл. 3]. 

З а м е ч а н и е . В случае, когда Л(х, t)=X(x, t)Eu1 область Dx сов­
падает с областью G, так как 

(g(x, t, а)сра(х, О Г 1 g(x, t, а)'А(х, *)<ра(х, t) = Х(х, t)En. 

Т. N. Sysoeva 

ON A SINGULAR PERTURBATED SYSTEM WITH PARTIAL 
DERIVATIVES OF THE FIRST ORDER 

We study the Cauchy problem for the systems as in the title. We find an asymp­
totic decomposition for the solution and estimate the remainder. 
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М. Р. Ковтун | 

ОБ ОДНОЙ СИСТЕМЕ ИНТУИЦИОНИСТСКОГО АНАЛИЗА, 
ЭКВИВАЛЕНТНОЙ КЛАССИЧЕСКОМУ АНАЛИЗУ 

1. В связи с построением конструктивной модели для теории бар-
рекурсивных функционалов Скарпеллини в [1] и Лукхардтом в [2] был 
сформулирован принцип релятивизованной бар-индукции, добавление 
которого к базисной системе Клини [3] делало последнюю равносиль-
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