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КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ НЕРАВЕНСТВА И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 

С. Б. Шлосман 

ВВЕДЕНИЕ 

Корреляционным неравенством называется неравенство, 
включающее в себя средние значения случайных величин. Такие 
неравенства использовались в статистической механике с са­
мого ее возникновения, однако в настоящее время частота по­
явления новых неравенств и их применений резко возросла. Это 
объясняется, может быть, тем фактом, что во многих задачах 
корреляционные неравенства являются единственным инстру­
ментом исследования. 

Б настоящий обзор включены только вопросы классической 
статистической механики решетчатых систем и не рассматри­
ваются вопросы квантовой механики и теории поля. Однако 
литература по этим темам включена в библиографию. 

Содержание обзора следующее: В первом параграфе вводят­
ся основные определения и обозначения. Второй параграф 
посвящен неравенству Пайерлса. B третьем параграфе содер­
жится доказательство неравенств Гриффитса и родственных им 
неравенств. Все эти неравенства (их более десяти) получаются 
как следствие сформулированной в этом параграфе теоремы А. 
Четвертый параграф посвящен приложениям этих неравенств. 
В пятом параграфе содержится неравенство ФК>К и его прило­
жения. В шестом параграфе собраны некоторые другие нера­
венства. 

§ 1. ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Начнем с введения необходимых обозначений. Пусть 
X — измеримое пространство с cr-алгеброй Вх\ 
|л —оконечная мера на (X, Вху, 
Z*> — v-мерная целочисленная решетка; 
если A—некоторое подмножество Zv, то 
А—-его дополнение; 
| А | —его мощность, 
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ХА — множество конфигураций на А, т. е. функций хА:А^-Х; 
[хд —прямое произведение мер ®р,.., ЩА. 
Потенциалом (или взаимодействием) называется семейство 

измеримых функций U-={Uyl;Uj4:XA->R1, | А | < оо}. 
Потенциал U = ttJA\ называется парным, если UA = 0 как 

только | Л | > 2 . Он называется парным взаимодействием бли­
жайших соседей, если, дополнительно, U^,•>•,== 0 как только 
\s — t | > l , s, t£Lv. Потенциал называется ферромагнитным (или 
притягивающим), если для всех A, UА <0 . 

Пусть AcZ , |A|<oo, xA6XA, xeXz\ Для A c Z \ | А | < оо 
положим 

fx A W. ^-А> 
XA{f}~U(t), т. 

Предположим, что ряд 

U{xA\x)= {sum} VA{xA) 

сходится абсолютно. Его сумма называется энергией конфигу­
рации хА при граничном условии х. Мы будем изучать распре­
деление вероятностей РА~ на пространстве ^.задаваемое по 
мере цЛ плотностью 

exp{-U (x A |x )} /Z A (x) , 
где 

ZA{x) = J exp{-U(xA\x)}dixA{xA) (1) 

(мы предполагаем, что интеграл в (1) существует), а также 
вероятностные меры Р на пространстве Xz , такие что для 
любого A«3ZV, | Л| < оо найдется мера Я--- на XA, для которой 
имеет место равенство: 

P(dxz,)^P(dxA, dxA) = zxp{-U (xA\xxV)}PA(dxA). (2) 
Мера Р Л - называется тиббсовским состоянием в сосуде Л с 

градачным условием х, соответствующим взаимодействию U, 
а мера Р — гиббсовским состоянием в бесконечном объеме с 
взаимодействием U (ср. Р. Л. Добрушин, [2]). 

Всякое состояние, имеющее вид (2), есть выпуклая комби­
нация пределов мер Рл--при A->ZV с различными х ([2]). 

Если /-измеримая функция на Хл, то через < / ) v Л - мы 
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«будем обозначать ее интеграл по мере РАЛ_, а через ( / > и - —-
1 л * 

интеграл по предельной мере 11тРА- (если она существует). 
A->ZV ' 

§ 2. НЕРАВЕНСТВО ПАЙЕРЛСА 

Исторически первым применением корреляционных нера­
венств к проблеме фазовых переходов является, по-видимому, 
доказательство Пайерлса [126] .наличия фазового перехода в 
простейшей двумерной модели Изинга, которое было уточнено 
Р. Л. Добрушииым [J] и Гриффитсом [64]. В этой модели 

X-—R1, d\3.(x) = $(x — l) + b(x + l))dx, 
а взаимодействие является парным ферромагнитным взаимодей­
ствием ближайших соседей и имеет вид 

V{s,t}(xa,xt)=:—$xsxt,$>Q. (3) 
(Константа (3 называется обратной температурой). 

Основная идея доказательства состоит в следующем. 
Конфигурацию в модели Изинга можно описать заданием 

набора контуров {у}; контур у разделяет две соседние точки 
,5, tQZv, если х5фхь. Пайерлс нашел оценку вероятности того, 
что в конфигурации присутствует контур у. Обозначим через 
1у(хл) функцию, равную 1, если контур содержится в конфи­
гурации хл и 0 —в противном случае. Неравенство Пайерлса 
имеет вид: 

< / т > С / , л , - < — Р { ( - Р / 2 ) Г ( т ) } . (4) 
•где Г (у) —длина контура у. С помощью неравенства (4) не­
трудно доказать, что для достаточно больших (3 предельные 
точки двух последовательностей РЛ,,> х+, Ял,,, .*_ не совпа­
дают. (Здесь A,.{to}Zv при /г-^оо, .x^.—+-1, л:_== — 1). Таким 
•образом, существует по крайней мере, два гиббсовских состоя­
ния в бесконечном объеме, отвечающих взаимодействию (3). 
Эта ситуация называется явлением разделения фаз. 

Контурная техника и связанное с ней неравенство (4) нашли 
себе очень широкое применение. Р. Л. Добрушин применил их 
к системам с отталкиванием (£/.-2=0) и к некоторым системам со 
знакопеременным взаимодействием, где притяжение в некото­
ром смысле больше отталкивания [22]. В. А. Малышев с их 
помощью доказал для больших р существование разделения фаз 
•в классической анизотропной модели Гейзен-берга: 

X — {x6R3, | | x | | = 1}; 
•взаимодействие-парное, ближайших соседей, 

V{:t) С*-. •*<)= - Р K1,-*i1) + J - M 2 ' + a x f >x<3>); 
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параметр а>1 называется коэффициентом анизотропии [105]. 
Жинибр [54] доказал наличие фазовых переходов в некоторых 
квантовых моделях (в этом случае пространство X представляет 
собою пространство функций на отрезке [0, 1], принимающих 
значения ±1 и имеющих конечное число точек разрыва). 

Глубоким обобщением контурных методов является цикл 
работ С. А. Пирогова и Я- Г. Синая [4—6]. 

§ 3. НЕРАВЕНСТВА ТИПА ГРИФФИТСА 

Новые возможности, до сих пор не исчерпанные, появились 
у исследователей с открытием неравенств Гриффитса [65—70] 
и родственных им неравенств. 

Бее известные на сегодня неравенства типа Гриффитса мож­
но установить единым способом как следствие следующей про­
стой теоремы (ср. Хегерфельд [80], Сильвестр [144]). 

Пусть X=—R1, и р. —некоторая положительная мера на R1 

такая, что все встречающиеся ниже интегралы сходятся. 
Т е о р е м а А. Пусть УсZv , | 1 / |<оо , V = V+\JV0\JV-, 

V + n i / - = V + n V o = V - n l / o = 0 и Ф:V+ {to}У_ — взаимно одно­
значное отображение. Предположим, что функция U(xv\x) 
является полиномом по переменным xt, tgV. Положим 

a t = (xt + xol)/V2, *el/+1 

%=(xt-x9t)/V~2, tey+, 
yt=xt, tev0, 

и выразим многочлен U (xv\x) через переменные {а,, р,, yt} 
Предположим, что 

-Zy(a, ,p, ,Y^)=P(r-) + Q(r2), (5> 
где Г1 и Г2 —разбиение множества всех переменных {а,., ф(, yt} 
на два подмножества, причем полином Р является полиномом 
с положительными коэффициентами от переменных at, §t, у.бГь 
Предположим дополнительно, что для любого одночлена М 
от переменных из множества Г1 с положительным коэффи­
циентом 

J M exp {Q (Г2)} g (xv) d(xK (xv) > 0, (б> 
RM 

где g — некоторая функция (например, g—1). Тогда для любой 
функции /(xv) из замыкания пространства полиномов от пере­
менных а., р., у*<-Г1 с положительными коэффициентами (кото­
рое мы обозначим через ^(Г1)) справедливо неравенство 

<fg>u,v,x>°-
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Доказательство теоремы по существу содержится в ее фор­
мулировке. Ясно, что достаточно рассмотреть случай, когда 
функция f(xv), выраженная в переменных {at, fit, yt}, пред­
ставляет собой одночлен от переменных из множества Гь Нас 
интересует неотрицательность интеграла 

j / <*„) S Ы ехР ip (г-) + Q (r->> dH (xv)- (7> 
Разлагая экспоненту ехр{Р(Г1)} в ряд, мы сводим интеграл 

(7) к сумме интегралов вида (6), каждый из которых неотри­
цателен по условию. Доказательство окончено. 

Таким образом, для доказательства какого-нибудь неравен­
ства надо: 

(I) выделить из функции взаимодействия группу перемен­
ных, входящих в нее с положительными коэффициентами (как 
в (5)) и 

(II) установить их положительную коррелированшеть по 
отношению к мере g(xv0exp{Q(r2)}dM-v(xv0. 

Проиллюстрируем указанный принцип большим количест­
вом примеров. В каждом из них мера ц будет симметричной. 
Функция g будет тождественно равна 1, за исключением 
пункта п. 

а) Первое неравенство Гриффитса — Келли—Шермана 
(ГКШ). (Гриффите [65—70], Келли и Шерман [89], Жинибр 
[55, 56], Сильвестр 144]). Пусть 

^л(Хл)--2и<ЛЛ, (8Ь 
'А 

где iA = {itll ......,}_мультииндекс, iteZ+, xA
A = JJx/. Пред-

положим, что 1А\А>0, Х>0 (ферромагнитность). (На самом 
деле достаточно предполагать, что IAltA>0 при | А | > 2 
и при |Л|— 1, A = {t}, it — нечетно, так как множитель 
ехР {_J-г{-},2/Х? i м о ж н о включить в меру dp (xt), в силу его-
симметричности и положительности). Тогда для любых С, ic 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим V — V0=A, Г 2 = 0 : 
(I) —Положителы-юсть коэффициентов многочлена Р(Г.) = 

— — U (хА | x) имеется по условию. 
(II) — В силу симметричности меры f-i, интеграл 

j x^diJ-A (xA), В а А 
•равен нулю, если хотя бы одно из чисел н, t$B, нечетно; в .про­
тивном случае -подынтегральное выражение неотрицательно. 



b) Второе неравенство Гриффитса — Келли — Шермаиа 
<ГКШ). (Гриффите [65-70], Келли и Шерман [89], Жинибр [53], 
[55 — 56], nepKyc[127J, Сильвестр [144]). Изучим теперь, как 
величины ( х1£ > зависят от констант взаимодействия. C этой 
целью множество A c Z v будем считать лежащим в «гори­
зонтальной» гиперплоскости решетки Zv+1, и пусть е-единич­
ный «вертикальный» вектор. Положим V+ — A, V_ — A-\-e, 
V=V+{JV_. В роли отображения Ф будет выступать отобра­
жение 

cB1:t{to}t + e; teV+. 
Совместное распределение величии {x̂ > tgA}-—гиббеовское, 

•определяемое взаимодействием (8). Семейство величин {xt, 
•iQ®iA} независимо с семейством {xt, г-бЛ}; его совместное рас­
пределение определяется взаимодействием £/ф, того же вида, 
•но с константами /ф,д,гД вместо IAltA-

Тогда если для всех A, iA 

lA,iA>\UiA,iA\, (10) 
то для всех С с: Л 

В частности, величина ( х'£ ) является возрастающей функ­
цией параметров IA,IA на множестве {/,-,гл>0} (граничные 
.условия мы включили здесь во взаимодействие). 

Легко видеть, что 

dIDi ' ХС ) U,A~ ( ХС XD ) U,A~~ ( ХС ) U, A ( XD •> Ц,Л> 

.поэтому последнее утверждение можно переписать в более 

.привычной форме так: 

( ХС XD ) U,A~ ( ХС ) U,А ( XD ) U.A^®-

Д о к а з а т е л ь с т в о . (1). Покажем, что совместная энергия 
•системы {xt, t&/} может быть переписана в переменных at, $t, 
iGA — V+ в виде полинома с положительными коэффициентами 
,(т. е. Г-.= 0 , — U(xA) — (^Ф1(л:Фл)6^(Г1)). В самом деле, имеют 
место тождества: 

uv + и'-о' = | [(и + а') (•» + --')+ (и - и') (в — v')] = (12а) 

= -j [(и + в ' ) ("О+ •!)')+ '(И - И ) (В—в)], (12Ь) 

ич)-игФ'^\\{и-^и'){т)-т)')^-{и-и'){ю-^)\.. (12с) 



Применяя первое из них, имеем 

+ {lA.tA-I*lA.,A)(Xi*-Xi£A)]. 

Теперь будем применять ко вторым сомножителям в каждом 
из слагаемых тождества (12а) и (12с), по одному отщепляя 
множители вида (х(±хф{(), tGA. Повторяя эту процедуру 
1-Ь.А | — 1 Раз. МЫ получим, в силу (10), требуемое представление. 

(II). Положительная коррелированность сводится к положи­
тельности интеграла 

5 aj^diJ-(x;)d|j.(x0l<). (13) 
R3 

Но функция $t(xt, x<s>lt) = (xt — x<Dlt)/yr2 меняет знак при за­
мене Xf-t-Xtbj, Хф^-э-х^ которая не меняет су, функция at 
меняет знак при замене xi{to} — хф1(, лф,..-> ~xt, которая не 
меняет pi. Поэтому интеграл (13), в силу симметричности ме­
ры jA, равен нулю, если хотя бы одно из чисел Ь, /—нечетно; 
в противном случае подынтегральное выражение положительно. 

Осталось только заметить, что х'£ — .^^С6^(Г1). Но это 
легко следует из повторного применения тождеств (12а) и 
<12с). 

Заметим, что попутно мы доказали 
c) Неравенство Жинибра (Жинибр [55], Сильвестр [144]) 

Первоначально оно было доказано для случая, когда IA,IA = 
— j<x>i.-.,.> распространение на указанную выше общую ситуа­
цию тривиально. 

Неравенство (9) означает физически, что в моделях ферро­
магнетиков случайные величины имеют тенденцию принимать 

одинаковые (положительные) значения, а неравенство (11) — 
что эта тенденция усиливается с ростом (ферромагнитного) 
взаимодействия. 
; Простейшие примеры показывают, что предположение о 
ферромагнитности взаимодействия отбросить полностью нель­
зя- Однако мы приведем сейчас два результата о взаимодейст­
виях более общего вида. 

d) Неравенство Перкуса (Перкус [127], Сильвестр [144]). 
Рассмотрим ту же модель, что и в Ь), и предположим допол­
нительно, что 

— Isjxsxt, A-={s, t}, 
U А (хА) = — hsxs> A --= {s} (15) 

Д О , Ш > 2 
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и аналогично для (У<•-,,, причем /-,* = /ф1-,ф./. (Совокупность ве­
личин {Л̂ } называется магнитным полем). Тогда 

- [U (ХА) + U9l (хф1К)} = {sum} Ist (аЛ + №t) + 
s.tQA. 

+w{sum}t(^+/w)(«!)+(^-^l,)(W]. Об) 
Мы видим, что, в силу парного характера взаимодействия, 

в (16) отсутствуют перекрестные члены вида o.$t. Положим 
Г!— {(-,. *€Л}, 

тогда многочлен 
р(т0- 2 j ^ A + -7F-{sum} (Л,-й<м)р, 

s,i£\. V -• -gA 
обладает требуемым свойством положительности коэффициен­
тов, как только 

Ist>0, hs->h^s> (17> 
без предположений о знаках {hs}, {ЛФ,-}. Для применимости 
теоремы А осталось проверить положительную коррелироваи-
ность (ll), т. е. положительность интеграла 

$ p^exp{Q{aj,*eA}}div(-%)- (18) 

Но замена .x/{to}x^/, хф,*-г-.л:; не меняет at и меняет знак pi,. 
поэтому интеграл (18) равен, в силу симметричности меры JJ., 
нулю, как только хотя бы одна из компонент индекса iA не­
четна; в противном случае подынтегральное выражение поло­
жительно. 

Таким образом, для взаимодействия (15) с условием (17) из 
теоремы A вытекает неравенство 

($с){и,иф},у>0. (Щ 
В частности, полагая C = {t}, имеем 

(•Xt)u.K> < -*Ф.<>£/Ф|,л> (2 0> 
что означает, что в случае парного положительного взаимо­
действия, величина < xt > и,л является возрастающей функцией 
полей {hs} во всей области их изменений, т. е. 

< XsXt )и,Л— { Xs > и,А ( Xt > U,A>0. 
З а м е ч а н и е . Без предположения о парном характере-

взаимодействия неравенства Перкуса неверны. 
е) Неравенство для антиферромагнетиков. Рассмотрим 

снова взаимодействие вида (15) в объеме V с невзаимодейству­
ющими подобъемами V+ = А и l/_. Рассмотрим четную под-
12 



решетку L-cZv, состоящую из точек с четной суммой 
координат, и обозначим через LQ ее дополнение Zv\Le. Пред­
положим, что 

т (>о, s, teLe или s, teL0 01. 
М < 0 , \{s,t}nLe\=*l. <21> 

Пусть наложены периодические граничные условия вдоль 
некоторого единичного вектора --e6Zv, и Is+kit+k = ISit. (Длина 
сосуда Л в направлении k предполагается четной). 

В подобъеме 1/„ рассмотрим такую же систему с другими 
значениями магнитного поля. Положим для s6V+ 

©a.s = s + e + A (22) 
(напомним, что е —единичный вертикальный вектор). 

Тогда если 
А ? > ^ Ф - ^ . S6L-, 

hs < hq,lS, sQL0, 
то 

( - -)'ЛП"0' < П (•*, - - W > {f.u<bt).v> 0. 

В частности, если рассмотреть парное периодическое взаи­
модействие (21) в сосуде Л (с периодическими в направлении 
вектора k граничными условиями) и с магнитным полем 

_(h + g, s£Le ns-\h-g, 56Lo, 
g">0> Л-любое, то для одноточечной корреляционной функ­
ции имеем 

< xs )и,л> < xs+k >и,л; s6Le. 
Для доказательства нужно ввести другие переменные: 

_(ха, sQLe, 
°* — \ — xs, 56L0-

После этого нужно рассуждать так же, как в d). Разница 
состоит в использовании иного преобразования Ф2, определен­
ного формулой (22). Кроме того, переменные а и р меняются 
ролями. 

f) Неравенства Эллиса- Монро (Эллис, Монро [32], Силь­
вестр [144]). Рассмотрим вопрос о том, как зависят от кон­
стант взаимодействия случайные величины а, (3, введенные в 
теореме А. Как показывает несложный анализ, метод теоремы 
А применим в данном случае лишь к моделям с парным ферро­
магнитным взаимодействием и дает ответ только о зависимости 
•от магнитных полей. 
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TeM самым мы приходим к рассмотрению в качестве 
исходной модель (16): 

-L/к, Рл) -2м а л+ш+ 
+ 7ТЪ UW + W)*^<*<-» —AW)P.-1 (22) 

s. 

(мы немного изменили обозначения) 5, t6A=V+. В подсосуде 
V_dV рассмотрим такую же модель от переменных аф.-.. 
рФ,.~ (<E>iS----.,> + e), не зависимых от переменных {as, p j , но 
с другими полями h$s, h^\. 

Применяя теорему А, положим 
^ = (а, + аф1-)/К2~, 

*--=-(<-- — a©,-)/!/"--, 2 3 > 

.«.-(Р^+РФ^/К-Г, 
-я--=(Р--рФ1»)/У—• 

Появление минуса в последней формуле прояснится ниже-
Тогда 

— U(aA, Рл) — .-Л», (аф,л. РФ,Л) = 

= 2 7-< (АА + lsh + -И-^ + Л-.*,) + 

+ г H i w + * i 2 ) + А & + д а А * + 
+ ( Ч 1 ) + ^ - А& - да'-+(Ai° - Aia)+*& - да т*+ 

+ №-4 4
1

) - -A i 1 , + *i2))»,l- ,: (24) 
Положим Г 2 = 0 , тогда [—U(«A, РА) — ^ ( - W ' РФ,л)1б 
е^(Г1{^, 4, ms, ns}), если 7^>0, 

Л'1 > + Л<2) > | А& + Л&|, A.gJf ~hZ>\hll)-hi2)!. (25) 
Проблема (II) положительной коррелированности сводится 

к неравенству 

^ k*lxm*nvdp (х) ф (у) df~ (г) d|x (г,) > 0, (26) 
R« 

где ч, X, [х, v6Z+, a 
^ — (Л;+- у + 2 + Х)) /2, 
i = (x + # — z — v)/2, 
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m — (x — y-\-z — v)/2, 
п--=( — х-\-у+г — ю)/2 (см. (23) и теорему A). 

В силу симметричности меры JH, интеграл (26) равен нулю,. 
как только числа к, X, \х, v имеют различную четность. Если все 
они четны, то неотрицательность его очевидна. Однако если все-
они нечетны, то о знаке интеграла (26) для произвольной сим­
метричной меры ji сказать ничего нельзя. 

Пусть 
djx (x) = (8 (х - 1) + 8 (х +1)) dx, 

тогда почти всюду 
klmn = (xy — zv)2/4, 

что доказывает неотрицательность интеграла (26) для указанной 
меры. Суммируя вышесказанное, получаем следующее утверж-
ждение: в предположениях (25), (26) имеем 

(4с»./)р,иф[И>0, (27> 
С, D, E, FczA. 

Замечание . Неравенство (27) не имеет места для произ­
вольной симметричной меры. Оно справедливо, однако для мер 

ц следующих видов:2&( — t + 2j + x)dx, /6Z+; X[_a a] {x)dxt 

гДе Х\-а, а]— характеристическая функция отрезка [ — a, a], a> 
>0; ехр(-— P(x))dx, где Р — четный полином с положительным 
старшим коэффициентом, произвольными квадратичным коэф­
фициентом и свободным членом и неотрицательными остальными. 

Заметим теперь, что функции °.А(ав — афхВ), фА фв — рфД), 
М ^ Ф В - М 6 ^ 1 ^ - -"-• т*> *•*•> sGAV ( э т о <-леДУет и з Формул (12)). 
Мы получаем теперь в качестве следствия неравенства (27). 

g) Неравенства Лебовица (Лебовиц [94], Сильвестр [144]) 
Пусть в модели (22) h^)>\hf)\ и для меры ц. справедливо 
неравенство (26). Тогда 

< acao > — < ac > ( aD > > °> 
<Р<&>>-<Рс> < M > 0 . (28> 

< «СР0 > ~ < «с > ( Ро > < 0 . 
Как заметил Лебовиц [94], 

< Р,Р,«г > - < Ш > < « , > - ^ t u L j ' ) < х'> • 
Мы получаем таким образом, 

h) Неравенство Гриффитса—Херста—Шермана (ГХШ) [72]. 
(Сильвестр [144]): Для модели (15) с Ist>0, hs>0 
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СТГ<*г><0. (29) 
•если для меры ^ справедливо неравенство (26)1. 

N к) Неравенства между трехмерными и двумерными моде-
ляии. (Ван Бейерен [143], Сильвестр [144]). Пусть A(3)czZ3 — 
кубический сосуд с ребром 2/V+1 и с центром в точке 06Z3, 
a A(2)cZ2 — квадратный сосуд с ребром 2./V+1 с центром 
в точке O-sZ2. В качестве V расссмотрим объединение A(3)IJA<2) 

И пусть V-+ = {t6A(8,
> t---.fr, t2, ts), t 3 >0}(Z 3 nZ-=&) . 

Положим для iev+, t = (tu tb t3) 
m ... Wi,t2, - t 3 )eA<3) , h > 0 > 

a{t)-Utltt2№2K h-o. 
Мы будем рассматривать взаимодействие 

i — Ixsxt, A — {s,t}, AcA(3) или AcrA(-), 
UA(XA)^\ | s - ^ | - l , / > 0 , 

[ 0 в остальных случаях, 
•граничные условия 

()_ l - i - t3<o. teza 

и произвольную симметричную меру |А. 
Пусть Z»—{tgZ-.taX)}. ПОЛОЖИМ ДЛЯ teZ3

+\V+ 
'\lV2 t 3 =0 , 

t 3 >0 . 
_ / 0 ^ = 0, Р '_Ь/К2 , 

Тогда 

-{I' 
P '~11/K2 i3>0. 

— [U(xA{S)\x) + U(xA{2)\~y)]-. 

= 1 {sum} («Л + Ш + j / - - {sum} *•(** + Р Д 
*GV+, tPZ3. -• *&v+ 
|Д-1 + Is-"-1 

(второе суммирование производится по парам {s1t} вида 
{(s-, s2, 1), (ti,t2,0)}, а первое —по остальным), поэтому, как 
и в с), 

д а> Неравенство (29) влечет неравенство зт- (<-*.(->—<."t2> )<(.), име-, 
ющее простой теоретико-вероятностный смысл: дисперсия случайной величи­
ны xt убывает с ростом магнитного поля. Довольно ясно, что такое утверж­
дение 'неверно для меры d\x=(e6(x~l)+e8(x+\y+,(l—2e5(x))dx, в — мало, 
что проясняет важность условия (26). 
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! <«C[3D) 3*0, С, DczV+; 
в частности, 

( x[t„t2,o) > > < A:(•<„/,) > . 
Предположим теперь, что намагниченность т, равная 
lim < x(/„^) ) , больше 0 для некоторого / (такие / СущеСТ-

.У--.-го 

вуют —см. § 1). Тогда lim (X{t„i„o)) >m; из соображений 
W-i-C5-

симметрии 
lim < JC.7,,*,,_-) ) < — т. 

И З неравенства Перкуса следует, что 
lim (xltl,it,ta) ) > lim (x{l„u,o) > при t 3 > 0 

lim <x(;.,<,,..) > < lim < JCc,..,.-..,-!) > при t < — 1. 

Тем самым доказано, что если для некоторого / в двумерной 
модели имеются различные фазы, то при этом же / в аналогич­
ной трехмерной модели имеются нетрансляционно-инвариант-
ные фазы. Факт существования таких фаз был впервые уста­
новлен Р. Л. Добрушиным [3]. 

1) Зависимость корреляционных функций от расстояния. 
(Шрадер [134], Мессаже, Миракль-Соль [109J, Хегерфельд [80]). 
Пусть V = A c Z v и РсRv — некоторая гиперплоскость, являю­
щаяся плоскостью симметрии сосуда V. Положим V + —--V Г\Н, 
где Я—-одно из открытых полупространств, определяемых 
плоскостью Р, Vo = VP\P. Преобразование Ф4'У+-*-У- пере­
водит каждую точку в симметричную. 

Рассмотрим модель (15) и предположим, что ls,t>0 (фер­
ромагнетизм), 

h,t-f(\s-t\), (30) 
где /—убывающая функция 

(замена JC->— х позволяет также рассмотреть случай А<0), 
Тогда ДЛЯ s, teV+ 

IsiXsXt + /Ф1л ф./Хф^^ф.. + It^istX(!>tSXt + Is<btt XsX^At --= 

— •.,ф-1.-<(-«, + -Сф4--)(-«< + .«Ф4<)+ (/.,/ — / * . * / ) • (31) 
• {xsxt + Хф^Хф^) = (/j..+/(р..-Оа?а/ + (1st — ^Ф^д Р А> 

т. к. 
-* St~ •'Ф4.ГФ1.'. 'S<X>lt = ^ 2, = - Л - V - ' 

Ф4.у(-34 

в силу (30). Так как диагональ в равнобедренной трапеции 
всегда длиннее боковой стороны, то все коэффициенты в (31) 
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неотрицательны. Поэтому можно положить Г2=-0. Положи­
тельная коррелированность (II) проверяется также, как и в Ь-
Поэтому мы получаем неравенства 

< acP-oYfi > > 0. 
В частности, < xsxt} > { xsxoj >. Комбинируя различные 
симметрии, для предельного гиббсовского состояния получаем 
следующие утверждения: функция < .xox(/,....,.,v) ) является. 
убывающей функцией параметров |ti | , • . . , |ty|, а также убы­
вающей функцией параметра Kti + . • •+tv на множестве 

V 

2 ^ — consteZ1. 
г - 1 

Аналогичные соображения применимы к антифсрромагнети-
кам (см. е)) со следующими изменениями: относительно плос­
кости симметрии Р нужно предположить дополнительно, что 
отображение Ф... меняет местами четную подрешетку Le и не­
четную подрешетку L0. Парное взаимодействие имеет вид (21), 
а величины Ist — \Ist\ удовлетворяют условию (30); при этом, 
однако, не требуется монотонности / . Пусть А - hu s&Le,. 
hs=hb S6L0, А. > А2. Тогда 

( - if0'01 < П (•*- ~•**--) > >°- (32> 
sQA 

Неравенство (32) доказывается с помощью комбинации мето­
дов этого пункта и пункта е). Для предельного гиббсовского 
поля соответствующего граничному условию х 

_ f b, seLe> 

мы получаем, в частности, 
( xsxt ) + (.xj+tx/+t) ->2 ( ..с.л:--)-!- ) , 

где s, tQLe, a, -6L-, ||-||--=1, вектора s — t, о, % — коллинеармы. 
т) Неравенства для многомерных спинов (Жинибр [55],. 

Данлоп и Ньюмен [25], Монро [112], Данлоп [23], Брнкмонт 
[15], Куиц, Пфистер, и Виллермо [91], Мессаже, Миракль-Соль,. 
Пфистер [110]). 

Пусть .Y=R*-=pi, Д д j . ^ X/6R1} и <р, <|>, р, т таковы, 
что 

. ^ — pCOS ср, Л 3 - = х С 0 3 ф , 

.x2 = p sin ф, x 4 - х sin ф. 
Предположим, что мера (* имеет вид: 

d(x (х) = dv (р, х) dcpd<[j, 
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где dcp, dip — меры Хаара некоторых подгрупп окружности 
а мера dv такова, что 

J П (/Р (р) ± Л И) (Л И ± Л. СО) ^ (Р. х) dv (Р', -о > о (33) 
«ее 

для любого конечного семейства {/„, n6PUQ} положительных 
возрастающих функций на [0, +оо) и любого выбора знаков 
(отрицательная коррелированность). 

В эту схему укладываются: модели Изинга (например 
Ф—--Ь — 0, т = 0); X — Y модель: ф6[0, 2-х), ф==0, dv(p,-.)=--
— 8(р— 1)8(t)dpdT; классическая модель Гейзенберга: Фб[0, 2т-), 
Ф6{0, тс}, dv(p, т)-=8(р-+-т2—-l)dp2d- и некоторые другие. 

Пусть теперь AcZv , |A |<oo ; через Q- обозначим муль­
типликативный положительный конус функций от cpt, pt, tQA, 
порожденный функциями cos (2/iVi-4> Щ&2,1 и возрастающими 
положительными функциями /(р-.). Аналогично определяется 
множество Q2 функций от ф,., -.,. О взаимодействии предпо­
лагается, что 

U{xK | x) = Ux (сРл, Р л |ф, V) + U2(^, тл | ф,^), (34) 
причем 

-U i ( I Ф, 7)eQi, -U 2 ( it.^eQa 
ферромагнитность). Соотношение (34) показывает, что зависи­
мость между (ф, р)- и (ф, -)-переменными сосредоточена только 
в мере dv. 

Пусть теперь 

тогда 

< /iffi > > < / i > < Si > . (35a) 

< /affs > > < Л > < g-i > . (35b) 
0 < < / , / 2 > < < / ! > < / 2 > . .(35c) 

Левая часть неравенства (35с) доказывается так же, как 
первое неравенство ГКШ (а)). 

Положим V0=A, Г2= 0 . Для применения схемы теоремы А 
нужно только проверить, что для любой функции hQQi-Qz 

j AlTdv(p,, xt)d<ptd<\>t^-Q. 
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Будем интегрировать сначала по переменным ср, ф. Так как 

cos (Ш) cos (/тг'0') = 2"COS (™ + ™0 ^ + cos (т — т') б] 
cos0=1, 

то интегралы по угловым переменным неотрицательны, и 
потому интеграл < f\g2 > сводится к сумме интегралов поло­
жительных функций от переменных рЛ, --л. ' Доказательство 
остальных неравенств аналогично доказательству второго 
неравенства ГКШ Ь): положим 

V+ = A, 1/_=А + е, Ф-'(2) = * + е. 
Если А—-некоторая функция от переменных хА, то через 

h' обозначим функцию /<.(лф.л). 
В этих обозначениях неравенства (35) переписываются так: 

< ( A - / ; ) t e i - £ i ) > > 0 . (З5'а) 
<(/;-/2)(g-;-^)> >o, . (35'b) 
< ( / 1 - / ; ) ( / ; - / 2 ) > > о . (з5'с) 

Здесь усреднение проводится по совместному распределению 
величин {xf, Хф^, t6A}. Нужно отметить, что в соотношениях 
(350 штрихи расставлены так же, как и в (33). 

Интересующие нас средние (35') можно с помощью раз­
ложения экспоненты в ряд представить в виде суммы ряда. 
Применяя к каждому из слагаемых этой суммы тождества 
(12), мы получим интегралы от произведений сомножителей 
вида 

[cos (nicp) ± cos (МфЛ)]. [cos (щ') + cos («Ф)], 

I» (Pt) ± и (Р<м)]. \° Ы') ± v С-.-)], 
где а, -о—положительные возрастающие функции. Так как 

cos /геб + cos mQ' =-2 cos (m —j—) cos (m —̂ ~ \, 

cos rnQ — cosmG'—2 sin (m —r—) sin (m ~~ ), 

то интегралы по угловым переменным имеют вид 

J^Ad90lAE(f^4--. ^A})F({-^--, Ц ) . 
Будучи квадратами, эти интегралы неотрицательны. 

Теперь осталось проинтегрировать по переменным pi, •-,, 
РФ.Ь "Ф,;. В силу (33), результат положителен, что и доказы­
вает неравенства (35). 
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Из доказанных неравенств можно извлечь некоторые нера­
венства для модели Гейзеиберга, в которой 

X = {(x\ x2, .к*), {sum}(jc08=l, x^R1}, 
взаимодействие ферромагнитное, парное и имеет вид 

UA(xA) = \~JsJ^xl^ A^is>V> 
\-htx% A = {t}, 

граничное условие (x)t = (0, О, xty, x3
t>0. Тогда 

<П*Ш*{>><П-*!> <1.Ы>. i= 1,2,3, 

(36) <П*}П>?><<П*!> <П^>. -=-.2. 
C D C D 

( х^х\ > > < х*х> > - < х\> < х) > , i — 1, 2, 
< * # > - < < x > i > 2 - < ^ > 2 < x f >2, i = l ,2. 

Аналогичные неравенства справедливы и для двумерных 
спинов. 

Наконец, рассмотрим вопрос о сравнении систем с различ­
ными константами взаимодействия. Ограничимся случаем 

Х = S-cR-, x ' - c o s e , , x^—sinO,, d\f.^=db. 
Если M: Л {to}-Z1-некоторая функция, то положим МвА = 
—{sum} M (0-/- Для всякого M положим 

ВД-л) = / (M) COS M0A. 
В сосуде Ф-Л рассмотрим взаимодействие 

иф1м (0Ф,л) = / ' (M) cos (Жбф.л - Ы, 
и пусть граничные условия 0 = 0ф,-г0+ — 0. Применим форму­
лу (12а) к исследованию положительности коэффициентов функ­
ции взаимодействия. Так как 

I (М) cos М0Л + / ' (M) cos (Жбф.л - Ы = = 

= -j [/ (M) + / ' (Ж)] [cos M0A + cos'(ЛГв<р,А--фж)1 + 

+ -i [/ ( M ) - / ' (M)] [cos M0A-cos (Ж0Ф.Л-<Ы], 

то условие (1) теоремы A выполнено, если 
I(M)>\I'(M)\. (37) 
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Далее, как и ранее в этом пункте, мы убеждаемся в поло­
жительной коррелированное™ функций 

cos M0A ± cos (Ж6Ф(Л — фж) 
для различных М и любых знаков. Отсюда следует, что при 
условии (37) 
< [cos Жбл + cos (Mflo-A-q^ncos Л/бл ± cos (ЛГвф1А-фл.)] ) > 0 , 

в частности, 
< cosMeA )u>\{ cos(Ж0д-Ф) > иф11, 38 

Интересно сравнить последнее неравенство со вторым нера­
венством ГКШ. Из неравенства ГКШ следует, в частности, что 
корреляционные функции являются возрастающими функциями 
граничных условий. В нашей ситуации такого утверждения 
сформулировать нельзя, однако (38) означает, что корреляцион­
ные функции для «самых больших» граничных условий 0+ явля­
ются наибольшими возможными. 

п). Оценки корреляционных функций старшего порядка че­
рез младшие (Лебовиц [96]). Читатель мог отметить, что во 
всех приведенных до сих пор примерах применения теоремы А 
функция g полагалась равной единице. Заметим, однако, что в 
каждом из примеров, для доказательства неравенства (6) мы 
использовали лишь соображения симметрии, которые справед­
ливы не только для g=l, но и для любой функции, инвариант­
ной относительно используемой группы симметрии и неотрица­
тельной |л,л почти всюду, 

Поясним вышесказанное на примере второго неравенства 
ГКШ. Предположим, что мера ц имеет своим носителем отрезок 
[—1, 1]. Тогда функции вида 

-""""" П 0±***ф1«) 
инвариантны относительно преобразований 

.x,{to} x , - ,^ . •*<-,,.--•*• xt> 

(которые мы использовали в п. Ь) и |АЛ —-неотрицательны, по­
этому из теоремы А вытекает, что в предположении (10) 

<(-«с-л:Ф1с)(-±.Ж.о-«Ф1о)>>0. 
т. е. 

\ ХС ) U ~ ( ХС ) С/ф, > K XCXD ) U ( XD) ф,с/ — 

— < xcxD ) ф(С, < xD } и\, (39) 
что представляет собою усиление .неравенства ГКШ. 
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Предположим, теперь, что С и D —одноточечные множества 
и что одноточечные корреляционные функции для взаимодейст­
вий U и £/Ф, совпадают и не равны нулю. Тогда из неравенст­
ва (39) следует, что и двухточечные корреляционные функции 
для этих взаимодействий совпадают. Затем можно множество 
С считать двухточечным и т. д. Рассуждение по индукции с ис­
пользованием неравенства (39) показывает тем самым, что из 
сделанного выше предположения об одноточечных корреляцион­
ных функциях следует совпадение всех корреляционных функ­
ций для взаимодействий U и U®t . 

Для неравенства Перкуса аналогичный прием с функцией 
g= JJ[ (\±¥f) дает неравенство: 

£>OV 

т. д. 
§ 4. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ПРИВЕДЕННЫХ НЕРАВЕНСТВ 

П р и м е р I. Критическая температура в двумерных и трех­
мерных моделях. 

Рассмотрим модель с взаимодействием (3) —модель Изинга 
на v-мерной решетке. 

Пусть .x+ (s) =. + 1 . Тогда, в силу второго неравенства 
Гриффитса, < х0> UIAIX+> <-*о> и,А',Т+' ^обЛсЛ', а посему 
предел 

Jim < * 0 > „ А - =/»<->>(р), 
называемый намагниченностью, существует. Число fl̂ 1,-. такое, 
что тМ([В)>0 для всех p>j3criV, m^)(|3) —0 для остальных р, 
.называется критической температурой. 

Сравним критические температуры р ^ и р^з для двумерной 
и трехмерной моделей. 

Для этого рассмотрим трехмерную модель с парным взаимо­
действием ближайших соседей 

f — P.*.,.*/. t—s*s=eu e2 
UtiKXa'Xi)-\-^xsxt, t-s = eb, 

где еъ е%, e36.Z3 — три орта. В силу второго неравенства Гриф­
фитса, намагниченность :п+(ф, X) в этой модели монотонно воз­
растает по X, Х>0. Но 

ш+§, 0) = rriW&), ОТ+(р, 1) — «£- §), 
поэтому 

i»bf№>mf{$) и рс-гз>Рс~"г2-
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Пример 2. Дифференцируемость свободной энергии при 
ненулевом магнитном поле (Престон [129]). 
Рассмотрим ферромагнитное взаимодействие вида (15) с hs==h~ 
Свободной энергией называется величина (см. формулу (1)) 

F(h,A,^)~\A\-llogZA(x). 
Функция F (А, Л, x) выпукла по h (первое неравенство Гриф-
фитса), а потому она имеет предел 

lim F (А, Л, x)=F(h), 

который, как можно показать, не зависит от х. Как будет 
видно из дальнейшего (см. пример 5), дифференцируемость 
функции F(h) в точке Л0 эквивалентна существованию предела 
lim РА - для любого х, т. е. единственности гиббсовского 

Л->-оо ' 
поля с данным взаимодействием при h = h0. Сейчас же мы до­
кажем, что указанная дифференцируемость при 1гф0 является 
следствием неравенства ГХШ, т. е. имеет место, как только-
свободная мера |А симметрична и удовлетворяет (26). 

Положим 
/ _ ш———-——-)--——-^ (х > 

В силу неравенства ГХШ, функции / Л -:(А) выпуклы по h при 
k < 0 (в силу симметрии, достаточно рассмотреть только этог 
случай). 

Известно, что из любой последовательности выпуклых п 
равномерно ограниченных функций на открытом множестве 
можно выбрать подпоследовательность, поточечно сходящуюся. 
к выпуклой непрерывной функции. 

Пусть последовательность A„{to}Zv такова, что 

Пусть А0<А<0, тогда 
л л 

F (h)-F (Л0) = lim J / д ; (t) dt - \ f(t)dt. 

Так как функция / — непрерывна, то из последнего равенства 
следует дифференцируемость функции F при h<0 . 

Пример 3. Фазовые переходы в моделях с дальнодействи­
ем (Дайсон [26—28], Кунц и Пфистер [90]). 

Дайсон рассматривал одномерную модель с парным взаимо­
действием. 

U$ (х-, x,) = -$lffxsxu s, ЩЪ\ iff >0 , xs, * , - ± 1, 
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а Кунц и Пфистер —двумерную модель c парным взаимодейст­
вием 

s.tez2, HV>o, xs, xtm.2, ||х,||==||х;||-1 
(модель плоских ротаторов, или XT-модель). Их результаты 
также справедливы для случая 

•*... xteR3, | |x , [ | = | | ^ | | - l 
(классическая модель Гейзенберга). Результаты эти состоят в. 
следующем: 

Пусть 
I{

sV-^\s-t\-a, v < a < 2 v . 
Тогда существуют такие значения рсгл, параметра р, что для 
всех p>pcr,v в соответствующей модели имеется ненулевая 
намагниченность. 

Более точно, рассмотрим граничное условие х^=ге, где 
е= ± 1 при v == 1, е — единичный вектор из R2 или R3 при v = 2.. 
Тогда в бесконечном объеме намагниченность, равная 

<J-0-e>£/(v)i-Tv)>O, OeZ^, (4l> 

как только р > pcr.v • 
Основная идея доказательства принадлежит Дайсону. За­

метим, что величина <л.о-е> является монотонно возрастаю­
щей функцией констант /s.(v) — это следует из второго неравен­
ства Гриффитеа для v=-l и из неравенства (36) (которое 
доказано Жинибром для X—Y модели и Данлоиом для класси­
ческой модели Гейзенберга) —при v=2 . Поэтому достаточно-
доказать наличие ненулевой намагниченности для какого-ни-
буть более слабого взаимодействия, чем взаимодействие (40). 
Дайсон нашел такое ослабленное взаимодействие (названное 
им иерархическим), для которого указанная задача может быть 
решена, в силу наличия у него большей симметрии, чем у исход­
ного взаимодействия. Однако она все еще достаточно громоздка, 
чтобы приводить здесь ее решение. 

П р и м е р 4. Единственность трансляционно-инвариантного 
состояния в моделях плоских ротаторов (Брикмант, Ландау,. 
Фонтен [16], Меосаже, Миракль-Соль, Пфистер [ПО]). 

Первым критерием наличия фазового перехода в модели слу­
жит отличие от нуля значения намагниченности (41). Бели же 
намагниченность равна нулю (как это имеет место в двумерной 
•модели плоских ротаторов с Ist — |s—t \ ~а, сх.3-4, или !в любой .сим­
метричной относительно замены x{to}—х модели при достаточно' 
высокой температуре), то сделать какого-то утверждения о 
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фазовых переходах, вообще говоря, нельзя (см. однако, При­
мер 5). Там не менее имеет место следующее утверждение: 

Рассмотрим v-мериую модель плоских ротаторов с трансля-
ционно-инвариантным (т. е. инвариантным относительно сдви­
гов) парным взаимодействием ближайших соседей. Если в та­
кой модели отсутствует намагниченность, то в пей есть ровно 
•одно трансляционио-инвариантное состояние. (Мы пользуемся 
обозначениями § 3, т ) . 

Изложим идею доказательства. Из неравенства (38) следует, 
что 

<cosM0> A i 6 + > <cos.Mfl>A-

для любых граничных условий Ф. Следовательно, среднее 
< cos MO > л,о+ монотонно убывает по Л, поэтому, так как 
< sinMO) л>д+=—0, существует предел 

< > —11ш< )А,В+. 
Л->-о-

Из неравенства (38) легко следует также трансляционная 
инвариантность, экстремальность и кластерность состояния 
{ ) + (кластерностыо называется следующее свойство: для 

любых функций /л, В'В, зависящих ЛИШЬ ОТ конфигураций в ко­
нечных сосудах А и В соответственно, 

lim(fAg(+B) = < /л> < g a > , x6Zv). 
t-)--o 

Пусть cosO, —x,, sin О; —=£//", обозначим через { ) _ 
«состояние, полученное из ( ) + преобразованием 04,-> — 0S 
для всех sgZv. Тогда, в силу неравенства (39), 

< xt).,.- < xt ) _ > | < хА > + < xAxt ) _— ( хА > _ < хАх, > ,.|. 

Но < хв > _•-=( —1)|В| < хв > +, поэтому если число | Л | нечет­
но, то 

2(xt) +>2\(хАх, >.,. < х л > + | . 
В силу неравенства (36), (xAxt) +>0, значит, для всех 
нечетных множеств А 

< * л > + - 0 , (42) 
•если намагниченность отсутствует. Из экстремальности состоя­
ния < > +> это же верно я для всех состояний. 

Похожими рассуждениями доказывается, что парная кор­
реляционная функция < ад* } совпадает для всех трансляцион-
но-инвариантных состояний, откуда снова с помощью неравен­
ства (39) доказывается, что для любого четного множества А 

(хА) = (хл) +, (43). 
где < ) —трансляционно-инвариантное состояние. 

26 



Из утверждений (42), (43) уже несложно вывести доказы­
ваемое утверждение. 

§ 5. НЕРАВЕНСТВО ФКЖ 

Совсем иную природу, чем неравенства типа Гриффитса, 
имеют неравенства Фортюэна; Кастеляйна и Жинетбра (ФКЖ) 
[45], к которым и переходим. 

Пусть X — R1, мера р. —произвольна. Введем на простран­
стве Хк частичный порядок: 

Определим верхнюю грань xAVl/A и нижнюю грань х^ЛУ^ 
двух элементов из ХА соотношениями: 

(JCA.VyA)<--=-nax(A:/, у,), 

Предположим, что взаимодействие U и граничное условие х 
таковы, что 

и(х*.ЛУл I х) + U (xKVyA \x)<U(xK\ x) + U(уА \ х). (44) 
Тогда для любых двух возрастающих в смысле порядка е-
функций / , g на пространстве Хк имеет место неравенство: 

< fg ) > < f > < g > , 

де среднее берется по мере РЛ-- . 
Доказательство этого неравенства можно найти в работах 

Гуэрры, Розена и Саймона [76], Холли [84], Престона [130], 
Картье [19]; доказательство Картье приведено в книге Сай­
мона [139] (переведенной на русский язык). 

Область применимости ФКЖ-неравенств находится в общем 
положении с областью применимости второго неравенства 
ГКШ. Рассмотрим снова взаимодействие вида 

Если / л = 0 при |-Д|>3, то условие (44) выполнено, если 

/ Л > 0 при И | = 2. 

При этом величины 11 (магнитные поля) и граничные условия х 
могут быть произвольными. 
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Если 7л----0 при | А | > 4 , то условие (44) выполнено, есл 

ITs> 2u I j{.-•--.-} I' f^S, 

(x)t>0, 
It — произвольно, ^€Л. 

Кроме того, на меру ц, не накладывается условие симметрии 
С другой стороны, неравенство ГКШ применимо к функ 
дням вида хс, которые не являются возрастающими в смысле )> 
если JC|>1. (Так как, напротив, функция xt — возрастающа, 
в смысле _>, то неравенство (20) есть .следствие неравенств! 
ФКЖ). 

Пример 5. Критерий наличия или отсутствия фазовыз 
переходов. (Лебо'виц, Мартин-Лёф [97]. Лебавиц, Презутп 
[101]). Рассмотрим парное ферромагнитное взаимодействие 
(15), причем 

-,-.<-=/(1-г--1). 2/(1^1)<оо; Л--А, 
P6ZV 

и пусть сначала свободная мера d-j-(x) — (8(x—-l) + 8(.v+l))dx 
Исследуем вопрос о зависимости предела lim ( > и Д - oi 

граничных условий х. 
Всякое предельное состояние П т Р Л - однозначно опреде; 

Л->СО 
ляется величинами 

<x c >, CcZv , 
где усреднение проводится по указанной предельной мере. По. 
ложим у — -у (1 +х ; ) . Очевидно, что величины < хс > являются 
конечными линейными комбинациями величин вида ( yD > , поэто­
му достаточно изучать функции < yD > , для которых справед­
ливо ФКЖ-неравенство. В частности, 

где через + ( —) обозначено граничное условие x = + l( —1). 
Кроме того, в силу ФКЖ-неравенства, 

°<<yD)д.+- < y D > л , - < 1 ! [ < y t ) A . + - < y t ) А ' ; - ] - (46> 
-б0 

так как функция 
%yt-yD 
/ g o •_, .. 
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возрастает по каждой переменной xt. Далее, последователь­
ность (y D ) д _ возрастает по Л, а последовательность 
( Уо ) л,+ "~Убьшает- ч т о с н о в а следует из неравенства ФКЖ. 

Поэтому существуют пределы 
(yD) ±^\im(yD) A 

Л-г-оо 

Суммируя вышесказанное, мы получаем следующее утверждение: 
Предел ИтРА~, существует и не зависит от граничных 

Л-.-СО 

условий х тогда и только тогда, когда для всех sQZv 

\ Xs ) + = { Xs ) _. 
Рассмотрим теперь функцию свободной энергии системы 

F{h) (ср. пример 2). В силу выпуклости, функция F(h) имеет 
в каждой точке правую и левую производную, которые не 
совпадают не более чем в счетном числе точек. Из неравенств 
ФКЖ следует, что 

Поэтому доказанное выше утверждение можно сформулиро­
вать еще и так 

Единственность состояния с взаимодействием (15) (т. е. не­
зависимость предела l i m P A - от х\ имеет место тогда и 

Л—)-со ' / 
только тогда, когда функция F (Л) дифференцируема. 

Аналогичные результаты справедливы и для класса мер ц 
таких, что для любого а > 0 

\ d\i (х) ехр (—ах2) < оо. 
Рассмотрим множество гиббсовских состояний, сосредоточен­
ных на таких конфигурациях хг , что 

2 ^ < C ( 2 / + 1)V 

Такие состояния назовем состояниями умеренного роста. Ока­
зывается, что если функция F(h) дифференцируема в точке h, 
то гиббсовское состояние умеренного роста, отвечающее этому 
значению поля h, единственно. 

§ 6. ДОПОЛНЕНИЕ 
|Пусть Ej •;„, . . . —случайные величины. Функция Урселла 

Мк $it, . . .,h) определяется формулой 

и*& %)- dk^.dhu ln<exp 2 . - W > 
( /—1 } ft==0 
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так, 
м-.)-т, 

Рассмотрим функции Урселла гиббсовских состояний. Пусть 
ферромагнитное взаимодействие имеет вид (8). Тогда 

ux(xt)>0 (первое неравенство ГКШ), 
u2(xf)>0 (второе неравенство ГКШ). 

Если предположить дополнительно, что взаимодействие имеет 
парный характер, а свободная мера р удовлетворяет условию 
(26), то 

tt3(xs, xt, x!l)<0 (неравенство ГХШ). 
ДЛЯ этой же модели в обозначениях пункта § 2, d имеем 

и*(ха, Хи Хк, x.) = 2[ < P,p,afta- > - { рвр, > < а Л > ] -

- y l M - * - - . XU *к) < ai > +«з(-*-. Xit Х[) < а* > 1 (47) 

(мы предполагаем, что U==U<S>). Если дополнительно предпо­
ложить, что распределение каждой из величин хр симметрично, 
то < Яр > =0, а первое слагаемое в формуле (47) отрицательно, 
в силу неравенства Лебовица (28). Поэтому tti(xs, xt, xk, xt)^C0 
(Лебовиц [94]). 

Фельдман [41] высказал гипотезу, что при нулевом поле 
(-1)-и.2В>0. (48) 

Сильвестр [145], Перкус [127] и Картье [191] доказали, что 
ие (xs,..., xt) 3-0. Сильвестр [145] доказал также справедли­
вость гипотезы (48) при достаточно больших и достаточно ма­
лых значениях температуры. 

Приведем, наконец, одно интересное неравенство, принадле­
жащее Ньюмену £119]. 

Пусть СсА. Назовем разбиением на пары множества С его 
представление в виде объединения двухточечных множеств, 
если |С| — четно, и объединение одного одноточечного и несколь­
ких двухточечных, если |С|-нечетно. Положим, для AczC, 
-4 = С \ Л . Семейство 9t подмножеств множества С назовем 
допустимым, если всякое разбиение множества на пары является 
измельчением двухэлементного разбиения (А, А) для некоторого 
-4631. 

Тогда для взаимодействия (15) со свободной мерой 

d\i.(x) = ^lb( — l + 2j-\-x)dx, Ш+ 
j-Q 
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имеет место неравенство 
(хс) <{sum} <.*д> <л--> . 

В частности, для С = 2к 

< хс > < _ ] • < •*-..*'« > • • • • < - * * Л > > 

где суммирование происходит по всем разбиениям: множества С 
на пары. 

Простое доказательство этого неравенства нашел Силь­
вестр [146]. 
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