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ВЫЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ НОРМАЛЬНОГО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Г. В. Мартынов 

ВВЕДЕНИЕ 

Целью настоящего обзора является изложение основных из­
вестных методов, относящихся к вычислению значений много-
мерной и одномерной функций нормального распределения и 
описанных в литературе до середины 1978 года. Несмотря на то, 
что исследованию этой важной в практическом отношении зада­
чи посвящено большое количество работ, ее удовлетворительно­
го решения не найдено в общем случае до настоящего времени. 
C практической точки зрения удовлетворительно решена задача 
о вычислении функции нормального распределения с числом 
измерений, не превышающем трех, и задача о вычислении ве­
роятности первого квадранта. 

В настоящем обзоре использованы следующие обозначения: 
т=(тл, ... ,тп)'—вектор математических ожиданий; Е----

= (а,;)•—ковариационная матрица; 'L~l = (qi])—матрица, обрат­
ная к ковариационной; уп(х; m,t) — плотность я-мерного нор­
мального распределения с вектором математических ожиданий 
т и ковариационной матрицей Е (Е —положительно определе­
на); 

Фп(х; т, Е)-= \ фл(у; т, Ъ)йу (0.1) 

— функция n-мерного нормального распределения. Неравен­
ство у<х означает, что все элементы вектора у меньше 
соответствующих элементов вектора х. Выражение в правой. 
части (0.1) имеет смысл при положительно определенной мат­
рице Е; 

Ф;(.х; т, Е)= JJ ф„(у; т, Е); (0.2) 
у>х 

-| = (р^)—.корреляционная матрица, р-., == 1; Фп(х; 0, R) — 
стандартная функция я-мерного нормального распределения; 
Ф(л:)=Ф-(л; 0, 1) — функция одномерного нормального распре-
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..деления; ф (x) = Ф'(x) — функция плотности одномерного нор­
мального распределения; i|) (f) == Ф-1 (г.) —-квантиль нормального 
распределения; Ф(*1, Л-г. Pi2)-=£M(xi.-x2)'; 0, #) —функция дву­
мерного нормального распределения; Кп (R) — ®*п (0,0, R) — веро­
ятность первого квадранта при стандартном нормальном рас­
пределении; R* — корреляционная матрица с равными коэффи­
циентами корреляции р-у------р, г-?--/; 

В обзоре, за исключением нескольких специальных случаев, 
рассматривается невырожденное нормальное распределение. 

§ 1. МНОГОМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
ОБЩЕГО ВИДА 

1. Не ограничивая общности, будем считать, что дисперсии 
•компонент n-мерного нормально распределенного вектора рав­
ны 1, т. е. S— Д, а их математические ожидания равны нулю. 
Плэкет [106] (см. также [18]) предложил метод преобразова­
ния правой части (0.2) к сумме, содержащей интегралы мень­
шей кратности. Этот метод заключается в следующем. 

Введем некоторую корреляционную матрицу К— (xij) и бу­
дем рассматривать матрицы К и R как элементы п(п—1)/2-адер-
ного пространства. Введем матрицу 

#( = (М0)----# + (1-*)Я'. 
являющуюся корреляционной матрицей при tG[0, 1J. Из форму-
.лы полного дифференциала следует, что 

Ф;(л:;0, /?) = Ф;.(.к;0, К) + 

+Ъ\ ,<,»-„ " г а д (Ы) 

Пусть матрица JR разбита на блоки следующим образом 

х *\21 -Х227 

где .#п — квадратная матрица второго порядка. Аналогично 
представим матрицу С = /?~-, 

Q_( Cn С - 2 \ 
\ G21 G22 / 

/ x ( I ) \ 
Вектор x = (Xi, ... ,хп) разобьем на две части: x== I (2)1, 
где х{1 — (хи Хг)'. Справедлива формула 58 



дФп(х; О, JR) „ ,„. 
- - - - - - = 9(x1, х2; р12)Ф„-2 (x (2); b, C^1), (1.2) 

тде b = (bs, ... ,bn)'= R2iRTilx{l). Эта формула вытекает из 
следующих формул: 

дф„ (*; О, R) ^ а-фп(лг; О, R) 
дрц dxtdxj ' 

- Ф" ^р'1г' —^ ••• ^ ( ( x i - x a , ^ yn)';G,R)dy&...dyn, (1.3) 

Ф„ (x; 0, Я) — ср- (x(I); 0, Rn) ср„_2 (x(2); /?2 1 /?n^ ( 1 ) , Cii1)-
Корреляционную матрицу К в правой части равенства (1.1) 

можно выбрать, например, таким образом, чтобы она отличалась 
от матрицы R только одним элементом кп-1, n и имела ранг 
п—\. В этом случае сумма в правой части (1.1) содержит 
только один член, а все интегралы имеют порядок п—\ (с уче­
том формулы (1.2)). Такое значение nn-i,n может быть найдено 
как Одно из решений квадратного уравнения 

Применяя описанную процедуру .повторно, можно сократить 
порядок входящих интегралов примерно .вдвое. Реально, опи­
санный метод может быть применен, по-видимому, для вычисле­
ния функции нормального распределения до пятого порядка. 

2. В работе Кендалла [83] производится разложение функ­
ции двумерного нормального распределения в ряд по тэтрахо-
рическим функциям 

г i ~\ я - - - (* ) *Р ••--) 
ХЛХ)~ (г!)1 '2 

•где Нг(х)—-г-й полином Эрмита. Используя содержащееся 
в ЭТОЙ работе указание. Дат [59] получил разложение общего 
вида 

Ф „ ( х ; 0 , / ? ) — 2 . . . {sum} Aj /я_. |В1 (1.4) 

где 

-AWj,_u..=- П (Р^/УШОП^*!)1'2*-»^*)' 
m<s 
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Это разложение рассматривалось независимо также в работе [98]. 
В этой же работе рассмотрены результаты вычислений по этой; 
формуле вплоть до n = 6 . 

При п. = 2 ряд (1.4) имеет вид 
ОО 

®(х, # ;р)-=2 ?rtr(x)xr(y) 
- = 0 

и сходится равномерно по х и у при всех р<1 . При /., = 3-
ряд (1.4) имеет вид 

X T ^ x O * /+ /(*2K+ , (x3)-
Из интегрального представления для полиномов Эрмита 

следует интегральное представление для тетрахорических 
функций 

"-"тИ — —j-2 ^exp( —s8/2)s"--cos(-JC.s —(от—l)rt/2)ds. (1.5> 

Подставляя (1.5) в (1.4), после преобразований Дат [59,601 
показал, что 

ФЦх; 0, ^j.---,(|)я_(|]-2 A;/+(j)""2 J = i ^ / + 

+ (-.f)""3 2 -S;«*+...+-O»;I п, (1.6) 

где 

CO _ 

= 2(2я)-* J rfs, . . . J ds*e-('-+-+,*)'2X 
о о 

XdA (5i Sft, x/., . . . , XJk) I П •-•;-

и, например, 
d- = S in j = Sin .xi.S1, d2 = е_12 cOSj_2 — е!2 cOSi+2> 

" 3 = ---12+13+23 S l.-l+2+З — 6-12-13+23 S 1П-1+2+3 — 

— 6-12+13-23 S*n l-2+3—612-13-23 S'nl+2+3i 

d 4 = 612+13+23+14+24+34 C ° S 1+2+3+4 + 612-13-23-14-24+34 cOS_i_2_3+4 + 

+ 6-12+13-23-14+24-34 e°S-1+2-3+4 +6-12-13+23+14-24-34 C o s l - 2 -3+4 
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•S-12-13-i-23-14+24+34 со-31+2-3+4 — 012+13+23-14-24-34 C 0 S1+2+3-4 . 
Мспользованы следующие обозначения 

• 2 P . ? . + . . . + P m ~ m — e X P { — (dp1?lPpi<7iS'"1
S-{cdot}. + • • • + '^Pm '7mP/ 'm-7m

5Pm
S .7O T}» 

sinpI+...+Pm==sin(dA.>CplSpt+ . . . +dPmXpms,J, 
coSpI+...+pm — cos {dPlxPlsPl-\-... +dpmXpmSpm)-

Здесь d-,,-̂  —1, если перед piql стоит плюс, и — 1 , если— 
минус. Аналогично определяется dp . 

В этой же работе сообщается о возможности применения 
.описанных формул для вычисления значений Ф„(.х; О, R) при я < 6 . 

3. В работе Андела [28] и упрощающей ее работе Шида-
ка [126] получена формула для вероятности прямоугольной 
области вида А = [—аи ai]X ... X [ —Q-n» an] при функции рас 
•пределения Ф„(х; О, R\). Пусть Е-1 —(<7г/). Эта формула имеет вид 

j P(A) = {sum}^, (1.7) 
где 

, c*-=|detI.--|4-=-ir(2n)-»/-J . . . \ [ - 1 ^ - W ^ X 

I Xexp — ̂ 2 x%i\dxi • • • dx"-
, В частности, 

п 

! Co = |detS^ p<<-u . . . ^„)-'/2 2«П Г ' Ф ( ^ Ч ) - Y 1 -
г = 1 L J 

! Ci = 0. 
! Приведена формула для оценки остатка ряда (1.7). 
i 4. В работе Милтона [94] вычисление Фп (х; О, R) произво-
i дится с применением квадратурной формулы Симпсона к инте­

гралу порядка п—I, получаемому из Фп(л:; О, R) в предположе-
! нии, что в подынтегральном выражении выделяется функция 

одномерного нормального распределения, которая вычисляется 
1 хорошо разработанными методами (см. § 6). Возможно, этот 
' метод может быть усовершенствован путем выделения функции 
1 двумерного ИЛИ трехмерного нормального распределения и даль-
! нейшего вычисления ее значений методами, описанными ниже 
• в § 2 и § 3. В работе [94] сообщается, что вычисление одного 
( значения функции нормального распределения шестого порядка 
( с точностью Ю-4 производилось на ЭВМ за 159 секунд. 

В работах [55, 63] ДЛЯ вычисления <D«.(x; О, R) применяется 
l метод Монте-Карло. 
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§ 2. ДВУМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

1. Задача о вычислении функции двумерного нормального' 
распределения подробно рассмотрена в книге Н. В. Смирнова и 
Л. Н. Болыпева [21]. Это работа основана на работах Оуэна 
[102, 103], но методически более совершенна. Более ранними 
работами являются работы [100, 107, 124]. 

Из формулы (1.1) сразу можно получить выражение для». 
функции двумерного нормального распределения в виде одно-' 
кратного интеграла. Однако более удобной является формула, 
использующая функцию Оуэна (см. [21, 103]) 

та ^ 1 Г ехр{-—(1 + ^ )} 

Справедлива формула 

Ф {х, у; ?) = | Ф (х) + 1 Ф с» - Г {х, аг) — Т (у, а2), 
где 

-*.=-- ; , - -_ - . . д2-= l / r i ^ - - - . x > o . y>o. 

Вычисление Ф (х, у; р) в остальных квадрантах производится 
путем преобразования аргументов х и у к первому квадранту 
по формулам 

Ф(х, у, р) .-Ф(*)-Ф(л:, -у; - р ) , 
Ф(.*,.у;р) = Ф (0 ) - - -Ф ( - * ,у ;р ) , 

Ф(л:, у; Р)-=ф(х) + Ф(1/) — 1 + Ф( — х, - # ; p). 
В [21] представлены различные разложения для T(h, а) к 

описаны ее свойства. В работе Рубена [ПО] предложена другая 
формула для Ф(х, у; р), использующая функции W(c, 0), про­
стым образом связанные с Т(1г, а). Рассмотрены различные раз­
ложения для функции W(c, 6), в том числе в непрерывную 
дробь. 

2. В работе [129] рассматривается следующее представление 
для функции двумерного нормального распределения 

СО 

Ф(хих2;р)= $ Т ( . У ) Ф { ( ^ - ^ ) / ( 1 - ^ ) 1 ' 2 ) Х 

Х Ф { ( с 2 # - . * 2 ) / ( 1 - ^ ) 1 / 2 } ^ . 
где с^<1, i = 1 , 2 , с.с2--=р. Предлагается выбирать сх = 
= sign рс2= V | Р | • Сравниваются результаты вычислений по 
этой формуле с использованием квадратурных формул Гаусса—-
Эршта и Симпсона. 
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3. В работе [34J предложен метод вычисления Т (h, a)> 
использующий следующую аппроксимацию 

Т (Л, a)«cp (h) 2J - W M (—•) [yf 
k=Q 

-(2A+.) 

hk И = у i(2k- 1) /2,_2 Н - ю - м exp (~w% 

/ 0 (W) =V~n (Ф (T.y/2) — 1 /2). 
Приведены значения коэффициентов с2&. Этот метод рекомен­
дуется при h> l ,6 и одновременно й>0,3. При т = 6 в ЭТОМ слу­
чае точность достигает Ю-7. 

В работе П. И. Кузнецова и A. С. Юдиной [9] выводится 
асимптотическое разложение ДЛЯ T(h, а). Первый член этого-
разложения 

Т Л а . а ) - 1 - 4 ^ ) - 1 — — 

е - * 2 ' 2 »-'-3(1+<-а)|2П— я-Ц 
2АУ2я l v ' к п 4nh?a(1 + а2) 

может быть использован при А > 3 и значениях а, близких к U 
При 0 < а < 1 и А > 2 может использоваться формула 

7 ( й , а ) - 1 1 - Ф ( А ) 1 
А»(1+а->)|2 

d>(ah) f * e-(e*)-J2" 
2У2-С z у zn; j 

2 - - — a (1 + а-фх (Л) + &ъ (А) + . . . ) . 

где 
Ф п ( А ) - 2 ^ - г 1 ( - 1 ) л + ^2Ф«-1№1. л - 1 - 2 . 

ф0 (А) - 1 + е-Л,'а/г j /2 i t [Ф (/г) - 1 ] . 
Используя эту формулу, можно достичь точности Ю-7. 

Различные аппроксимации можно найти также в работах 
[7,21,38,49,65,95]. 

В работе [145] построены диаграммы для определения зна­
чений функции двумерного нормального распределения. Эти 
диаграммы построены на основе формулы 
Ф ( ^ ; Р)-Ф(.*-, 0; ( p *- y ) a l g n f^ + -3(y, 0; ( ^ ~ * } s l f (f)-tf , 

v a ' \ {x' — 2pxy + y2)ll2j \ x*—2pxy + y4 
где d —0, если истинно логическое выражение 

(hk>0)V[(Ak = 0)A(h + k > 0 ) l . 
В противоположном случае d = l / 2 . Эта формула была получе­
на Оуэном в неопубликованной работе. Таким образом, задача 
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•сведена к построению диаграмм для двухпараметрических 
функций. 

4. В работах [45, 46, 56, 144] приведены программы для 
вычисления T(h, а). Программа для вычисления Ф(х,у; р) с 
ТОЧНОСТЬЮ до 13 значащих цифр описана в работе [49]. 

§ 3. ТРЕХМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

В работе Плэкета [106] из формулы редукции, описанной в 
;§ 1, получено следующее выражение 

Ф*3(х;0,£>) = Ф1(х;0,К) + 
arccos«2j 

+ — J exp{-(x2 + x2_2x2x3cose)/(2sin9)}X 
arccosp.., 

X ( l - 5 } { K x l ~ P l 2 ^ 2 - P l 3 x 3 ) + (Pl3x2 + Pl2x3)COSe — 

— x1cos2B]/(sin0(l — p2
2 — p?g+2p12p18cos9 — cos20)1'2)})de, 

тде 
«-8---Р12Р18 + { ( 1 - Р ? 2 ) ( 1 - Р ? 8 ) } 1 / Я . 

а матрица К получена из матрицы /? заменой р23 на х23. 
В работе Стека [131 [ получено выражение для Ф3(х; 0> R)> 

.'использующее функцию 
h 

S (/г, а, *) = J Т (as, Ь) <р (s) ds = 

Ь С Ф[й(1 + а-+^У)' /2] . ., 
2-- J(l + iV)0-l-a- + a-A-(/-)1';2 У ' ' 

Это выражение имеет вид: 
а) если х > 0 или x < 0 , то 

з „ 
Ф3(х;0,/?) — | 2 l^(xt)~ 

- 2 ( Т ( ^ . ^у)+25(л„ atJ, bl})) 

б) при х->0, x2>0> ^з<0 илн x i<0 . x2<0> -x3>0 сле" 
.дует воспользоваться преобразованием 

Ф3(л-; 0, ^)=-[[Ф(х1) + Ф(х2)-5(х1, ^2)] -

— Т(хи а12) — Т(х2, а2х) — Ф3{(хи х2, — х3У; О, R). 
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Использованы следующие обозначения 

_ / 1 Pi2 — РиД 
Я = [ Р21 1 — Р23 > 

V —Р31 — Р32 1 / 
b(u,v)=i0' е с л и (signи)(signо) = 1, 

^ ' ' U в противоположном случае, 
Л-1 —(1 — Ъ(аи, alk)), i== 1,2, 3, 

где {г, у, ^ — перестановка {L 2, 3}, 
л _ xj—Xipu . , . 
в | - - ^ ( l - Р ^ 2 ' Ф1' 

btj = ftjy* = [(1 - ?),) (Xh — XLplk) — 
-(Pjk-PijPi^iXj-XtPijWKxj-xtf^idelRf2], 

где^г., / , k}~перестановка {Г 2. 3}. 
Приведенные формулы выведены, исходя из геометрических 

рассуждений. Формулы такого же типа можно, получить, 
исходя^из..представления 

Ф3(х; 0./?) = 
Xl 

=1(1~р?2)а-р?з)]1,2]фМф(кг—Ж,к^!Г; Р*ГТ-
— СО 

После этого, функция Ф {и, v; р*) выражается через функции 
•Оуэна. 

Для функции 5(h, a, b) в [131] выведена сравнительно про­
стая приближенная формула, получаемая из (3.1) путем разло­
жения функции стандартного одномерного нормального распре­
деления в подынтегральном выражении в ряд Тейлора в окрест­
ности точки h(1 + a-'+a-fc-/4)1/- до третьего члена. Эта формула 
имеет вид 

S{h, а, 6)-«2^-[Ф(АХ,)х + Аф(АЯ)(Д1(а. b)-fi2%b2(a, b))\, 
где 

. \=(1 + а2 + а2й2/4)1/2. 
•C-=arctg(6/(1+а2 + а2&2)1/2), 

д. (а, b) = &tc\gb — Xx, 
Д2 (а, Ъ) = (1 +Х2) 1 — 2% arctg b + 

+ a {in (aft + (1 + а? + a-fc2)1/2) - i In (1 + а2)}. 

'Сообщается, что если в полученном приближении используется 
только первый член, то при h<2 ошибка составляет Ю-4; при 
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ft>2 ошибка равна Ю-5. При использовании трех членов точ­
ность аппроксимации превышает 6- 10~6. 

§ 4. МНОГОМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 
С КОРРЕЛЯЦИОННЫМИ МАТРИЦАМИ ЧАСТНОГО ВИДА 

Ряд известных формул для специального вида корреляцион­
ной матрицы могут быть выведены (см. [88]) из равенства 

Фя(х;0,А + В) = ЕФя(х—п\0,А), 
где т| — нормально распределенный случайный вектор с нуле--
вым математическим ожиданием и корреляционной матрицей 
В. Эта формула следует из формулы свертки, примененной к 
двум функциям многомерного нормального распределения. 

Пусть А=1+Т'Т, где Т — матрица размера kXn со столбца­
ми ть тг, •. •, тп. Тогда 

Ф я(x;0,A) = E{Ф(x1 — ! ; t 1 ) . . . Ф ( x л - Ы } ) 

где £ имеет функцию распределения Фй (x; 0, / ) . Отсюда полу­
чаем, например, что если 

k 

.4/ = .2.1 PiAi. i=hU 
s—\ 

TO 

n / Xi~2 fowl \ 

Хч{Ух) ••.y{yk)dyl...dyk. (4.1> 
Этот результат, его частные случаи и аналогичные результа­

ты содержатся также в [37, 48, 54, 80, 135]. 
В работе [32] рассмотрено простое обобщение формулы 

(4.1) на случай £т-мерного нормального распределения, когда 
ковариационная матрица имеет аналогичную 'блочную струк­
туру. 

И З формулы (4.1) нетрудно получить формулу для 
<D„(x; 0,R) при одинаковых положительных pi.,-, i¥=j. Эта фор­
мула будет справедлива и при р > - 1/(п— 1) (см. [133]). Если 
также и компоненты вектора х одинаковы, x=x*=(t, ..., t)'t. 
то имеют место формулы (см. [132]) 

ФА(*-; 0, ./?•) = /-„(', Р)-= 
i . 
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где 

* -a.l/i an-i-'n-t 
Fn (t, p) =-n! $ dФ (у.) ^ ЙФ (y2) . . . ^ <M> (yn), 

— oo -—oo —oo 

П 

•M*. p) = {sum}(-l)ft+1®F*(-4-. pn)E„-ft (t. p). 

d? = (l-P)/{ll + ( / - l ) p ] l l + ( j - 2 ) p l } , 
aj^dj+Jdj, р л = — р/(1 + (я—2)р) . 

§ 5. СТАНДАРТНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ ПЕРВОГО КВАДРАНТА 

1. Существует большое число работ, в которых рассматри­
вается вопрос о вычислении вероятности первого квадранта 

А-я(Я) = Ф„(0;0,/?). J 

Известны формулы (см., например, [8]) 

Л"2(^) = - - + 2^ а Г С S l t l Pl2* (5--) 

Къ (R) = -g- (2л — arc cos pJ2 — arc cos p13 — arc cos p23). (5.2) 

При n > 4 таких простых формул не существует. Известно 
разложение [96], полученное при разложении в ряд экспоненты 
в выражении для характеристической функции, 

КЛЮ= 2d •A-lmnpVrPtfPis' ' , Р з 4 ' 

1,т,п,р,д,г=0 

где 
я ( — - ) G t+m-ynGl+p+qQ тЛ-Р+гОп+д+г 

•^•ШпрЧт — l\m\tl\p\q\r\ 

G0 = l/2, Gs = 0 при четном s, и 
GJ = (2s)!/(t(2jt)1,22-'s!) 

при нечетном s. Таким образом, 

Ki(R)= 1ё + 8^(Р12.+ Р13+Рн + Р23 + Р24+Рз4) + 

+ .—2(Р12Р34+Р13Р24+Р14Р23)+ 
В работе Дэвида [52] (см. также [8]) отмечена формула 

справедливая при нечетных я, 
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яп(я)-1(1-А\(яо+2*-(^)-
l к/ 

- .2 ^3(j?w)+---+(--ri2^-i(j?1 s~us+l ")>. (5-3) 
i<j<k s 

где корреляционная матрица p11---1 получена из R вычерки­
ванием всех строк и столбцов с номерами, не совпадающими 
с i, у, . . . , / . Заметим, что формула (5.2) следует из (5.1) 
fa (5.3). 

В работе [91] выведена формула 
tf„(#) — 2 - 4 1 + J - 2 arcsinP/-+ 

+ "? 2 (P;/P*/ + P(.:P;A)1+G(P3)-
i>k>j>i>\ J 

2. В работе Абрахамсона ]26] рассматривается вопрос о 
вычислении Л"4 (р)- Получено выражение 

V 

i — l 

где &i принимают значения 1 или - 1 ; а0 bt, ct определены 
ниже, a Pi(a, b, с)-функции вида 

1 Г 2 

Р4(а, Ь, с)--------л-|—(arc sin a + arc sin b-\-arc sin c) + 
с а 

+ (£)' ^[(--Y2)(--a2) — &2]1,2dadY 
о 6 

ДЛЯ функции Рл(а,Ь,с) приведена шестизначная таблица при 
я-0(0,1)0,9; 6 = 0(0,1)0,9 и с = 0,05 (0,05)0,95. Заметим, что, 
как показал Ван-дерВаарт [139,140], Р4(а, b, c) — K4(R) при 

/1 а 0 0\ 
/ a 1 6 0 

# Н 0 6 1 с 
\ 0 0 с 1, 

Предложен следующий алгоритм вычисления К*(Ю-
1) ЕСЛИ p14----P-4--=p34 — 0, то 

К A (R) = - 1 - + -J-. (arc sin рц + arc sin p23 + arc sin p13)J. 
В дальнейшем предполагается, что это условие не выполнено. 

2) Рассмотрим множество троек (I, j , k) из набора (1, 2, 3, 4), 
i=t=J=fck,=f=i, Для каждой тройки такой, что k=f=\, определим 
tijk^Pij — pikPjk-



3) Для каждой перестановки (i, / , k) из (1, 2, З) определяем-
ч (1, если р,-4>0. 

а) иг4—\о, если р м <0; 
rtv (1. если t,4y>0. 
б) % / { _ ! . если т г 4 ;<0; 
в ) M-iy = V-ji='2 t - + Mi4ft + "/«-UMkt t j ik}\ 
О Л-Ч-й* (i+pJfe)+^0-^)-2^^i^/4S]1/2; 
д) ёСЛИ Ру 4 +-Р |4^ 0 ' Т 0 •g"i:=lP;4'-i4.- + P*41;A4.?l1'2; 
е) если р74 = P&4 = 0> но Рмт^О» то Xy-=XA = 0; 
ж) е с л и PJ.47--0. т о о п р е д е л и м . 

0Ai = --J4ay4ttA4 I P*4 I' 
<РА; — - Р/./ («14«24"з4) Si I '-;-4ft |> 

^*i=v-tjEifh 1 рм ll-i.tt'-jyft - *-«« (1 - Р?*)1; 
з) если рА4—0> то Xft-=0. 
4) Для тех fe=l, 2, 3, для которых р^-^О, найдем Xk еле.. 

дующим образом. Для каждой перестановки (i, / , k) из (1,2,3) 
положим а=0Лг, 6 = ФАР с = %., V"fti----P4(a' {cdot}-1' -О- Значение V^ 
находится по таблицам, приведенным в работе, либо численным 
интегрированием. Затем вычисляется 

X* = 1 ЩцУki — UjikVkj \. 
5) Окончательно находим 

Л'4 (R) == | «24"34X1 + "14^34X2 + ^«MXB I • 

Полезны следующие выражения: 
Р4(-а, Ь, c)^±+Q(b)+Q(c)-P4(a, b, с), 

Р4(а, -b, с) = Р4(а, b, c)—Q{b), 
P4(-a, -b, c)-= —+Q(c)---P4(a, b, c), 

P4(-a, -b, -c) = P4(a, b, c)-Q(a)-Q{b)-Q(c), 
P4{-a, b, -c)=P4(a, b, c)~Q(a)-Q{c)> 

P4(a, b, c) = P4(c, b, a), 
где 

Q (if) = -L arc sin L 

3. В работе Чайлдса [40] получены следующие формулы 

Kin (Р) = 22Л 
In 

1 1+ 2 ^ a r c s l n P i + 2 ( i - ) 2 / 2 да*. -V 
t<j<l j=2 *!<...<«./, 

*. 4^e{i 2»} 
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1 2л—1 п 
l + {sum} —arcsinPi/+ {sum}(^-)2/ {sum} -*. utJ 

KJ-l /=-2 «,<.„<*,/ , ' 
*« '-.-yet1 ы-ч> 

— 00 

X — (-*Cftt,. . . , xft2y)> 

где /?2y—корреляционная матрица, составленная из строк и 
столбцов матрицы R с номерами kv..., k2j. Величина 1̂234 вы­
ражена в работе через три интеграла вида 

/ , - 1 Р и + 1 С (1 - ри+1и*)-Ч1йТС sin ( а ~ Р " 2 , 1J) d«. 

Рассматривается выражение для Ke(R) при некоторых частных 
видах матрицы R. 

В работе Дата и Лина [61] рассматривается применение 
формулы (1.6) к вычислению Kn(R)-

В работе Мак-Фаддена [91] рассмотрены два специальных 
случая соотношений между величинами pii. 

а) Пусть Х\, x2> x3 и x4 являются наблюдениями стационар­
ного гауссовского марковского процесса с нулевым математи­
ческим ожиданием и единичными дисперсиями. Тогда 

р13 = Р12р23. р14=р12р23Р34> р24=Р23р34. 
Таким образом, элементы матрицы R могут быть выражены 
через три (параметра: ри, р2з и Рз4. Показано, что 

4 

*-4Cft)-=-V l - + i r ' 2 arcsinP; ; + r (р221 р2з, Рз4)], (5.4) 

где 
^(Pi2> Рза» P34) — -^-{arcsinpI2arcsinp34+Pi2p34(1-P.2)1|2X 

Х(1-р14)1 '2[-^-+^(1-2р?2)(1-2Рз24) + 

+ -gi(3 + 4p?2 + 8p?2)(3 + 4pi* + 8p|«)+ ...]}. 
Точность вычислений, достигаемая при использовании выписан­
ных членов ряда, составляет примерно Ю-2. 

б) Во втором случае полагается, что Pi3 = Pi4-=-P24 = 0' ПРИ" 
чем р2з<(1-Р12) ( 1 - Рм). Тогда справедлива формула (5.4), где 

W (,Pi2> P23. Р34.) —= ̂  ~ ~ 
Р' 

ш 
W(pl2, р23. Рз4)—2—7r~P23Sp(Pl2)Sp(P34)' 

р-0 



Sp(p) = .£p(l--p-*)-'--*-(l. l _ - ; 3 / 2 ; p ) , 

(1/2),--5-(т+1)---(т + ^- 1 ) 
F — гипергеометрическая функция. 

В работе Дэвида и Мэллоуса [53] выводятся формулы для 
Kt[R) при корреляционных матрицах таких же, как у случайных 
.величин вида 

X1 — xi — xj, X<i=xk — xl, Yi = ym—уп, Y2=yr—ys, 

где i, j , k, I, m, n, r, s принимают значения l, 2 или З, причем 
i¥=j, k=£l, тФп, л=#5, a (xu yx), (x2, y2), (x3> Уз) —независимые 
между собой пары случайных величин с одинаковым двумерным 
нормальным распределением, нулевыми математическими ожи­
даниями, единичными дисперсиями и коэффициентом корреля­
ции р. Например, при Хг = Х\—х2, Х2 = х2—Хз, Yi=y2—Уз, 
Уг=Уг—У\ _ , _ ,„.. . • 

1 - 1 / 2 -
1 

-Р/2 - р / 2 
Р - Р / 2 
1 - 1 / 2 

B этом случае 

-М-^) — — + —- [ — 3 a r c s i n i p + arcslnp + 

+ --— (arc sin — p) .—(arc sin p)2 . 

B работе приводятся формулы для всех 24-х вариантов R, при­
чем в двенадцати случаях Л4(р) выражается лишь с ПОМОЩЬЮ 
интегралов, а в остальных случаях — элементарными формулами. 
Для одиннадцати входящих в эти формулы интегралов приведе­
ны разложения в ряды Тейлора. Вывод формул использует 
формулу редукции Плэкета (см. § 1). 

4. Из (4.1) следует, что вероятность первого квадранта в 
случае, если все недиагональные элементы матрицы R одинако­
вы и равны р>0, есть 

P„(P)- J ®»{-Y^~y)v(y)dy. (5.5) 
— оо 

Эта формула справедлива и при р>—1/(я.—1) (см. [133]). 
Интеграл в (5.5) легко вычисляется численным интегрированием 
(см. [8, 97]). 

Для вычисления Рп(р) при отрицательных р можно восполь­
зоваться равенством (см. [132J) 

71 



-°-(Р)—2— 2 (k)P*[l+(k-2)p)P"-*[T+bp)-
.4—2 

к—четное 

В частности, 
PUP)+^(~T^)—{+44[arcs1np-arcsm(1—^-)] + 

+J-2 arc sin pare sin (—£—-). 

Отметим также формулы общего вида, полученные в рабо­
те [41], 

Кп (R) + Кп (R-1) = 1 - 2 X* (RM1) Kn-m (RK\M;M). 
Здесь суммирование ведется по всем непустым подмножествам: 

ЛГ-ЧЧ im}czK={\,2, . . . , « } , М^К, 
Rm — корреляционная матрица вектора {x.,,.. ,,xi }> а RJC\M-,M — 
корреляционная матрица вектора {х/,, . . . , x. } при условии,-
что вектор, составленный из величин х{ при iQM, фиксирован. 
В ряде работ (например, [30, 90, 129, 132]) из формулы (прив 
Р>0) 

Я4(Р) — 1 1 + АагС31пр + Т(р), 

0 г т 

выводятся аппроксимации для Я4(Р)- В Работе [89] получено-
разложение 

Т (Р)в3р---4р- + 7р<-12р- + -^- P
6 - 4 4 p 7 + i H Ps+ . . . . 

Отсюда выводится приближенное выражение 
р Л - Ч - ] J_ 3

 m4_ ] Ф(3 + 5Ф) 

где р = sin ф. Отмечается, что ТОЧНОСТЬ ЭТОГО приближения? 
составляет не менее ПЯТИ значащих цифр при 3<1/р<12.. 

B работе [129] (см. также [132]) получена формула 
г> / \ - 3Ф / • - 1 -, , - \ 1 3Ф3 ( - , 2 ( а с - « 2 ) ф ! - я й \ P 4 ( P ) ~ - — ̂ ( - t t + arcsinT) + - ^ ( — + cp^ С ф , ^ ), 

<p=-arccosp, a = 23/(5!48), 6 = 3727/(7! 1152), 
.- = (1/91) (124 627/3072). 

В работах [30, 132] можно найти исследование случаев вычис­
ления Я-(р), Р-(р) и Р7(р). 
П 



§ 6. ОДНОМЕРНОЕ НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ 

Существует большое количество методов вычисления значе­
ний функции одномерного нормального распределения <D(x). 
Часть из этих методов дает лучшие результаты при небольших 
значениях х, а другие методы работают лучше при больших. 
значениях х, .примерно при х>3. Нельзя указать наиболее пред­
почтительные методы, т. к. необходимый метод вычисления для 
программирования на ЭВМ выбирается в зависимости от предъ­
являемых требований к алгоритму, относящихся, например, к. 
быстродействию или длине программы. 

1. Рассмотрим сначала -методы вычисления Ф{х), дающие 
лучшие результаты при небольших значениях х. Разлагая q>(z/) 
в ряд то степеням у и почленно интегрируя в формуле 

Ф(х)^^(у)с1у, 
•—оо 

получаем ряд 

Ф(Л:)— —+ —-—[x — ̂  + -2Г2-?~"зГ2-7" + *- -J" (6Л*' 
Обозначим 

7?<х\ - - - ф ( * ) и й(~\ Ф (--)-!/2 

Из уравнения dR(x)/dx = xR(x) + l можно получить, что* 
3(x)=-f+I*r;+T^+.... (e.2> 

Разложения (6.1) и (6.2) были известны еще Лапласу [87] 
(см. также [8, 84]). В работе [107] этот ряд был открыт заново.. 

Шентон в работе [123] предложил также разложение jR (лг) 
в непрерывную дробь, дающее хороший способ вычисления. 
Ф(л:). Из (5.2) можно вывести, что 

R(x)^x1Fl(l; 3/2; t2/2), 
где 1F1 (а; Ъ\ t) — вырожденная гипергеометрическая функция.. 
Исходя из известного разложения Гаусса этой функции 
в непрерывную дробь, Шентон показал, что 

Ъ ( \ _ х *'! 2*а Зх* i _ 5*2 6*а 7х* /к Ъ 
RW — 1_-д—-—; 7+ д _ 1 1 + 13— 15+ ^•0' 

Здесь звездочками отмечены члены, оборвав на которых 
непрерывную дробь, мы получаем значение R(x) c избытком,. 
в противном случае — с недостатком. 

В недавней работе [84] предложено использовать разложение 
7а 



я <*)--* 2 Tier1- (6,4) 
-•.«.О 

тде 0„(x) = хпНп(х)/п\ (Нп(х) — полиномы Эрмита), причем 0,-
-следует ВЫЧИСЛЯТЬ по рекуррентной формуле 

ея+1 (x) = JC2(е„(x)~Qn_l (х))/(п + 1). 
2. Рассмотрим теперь методы вычисления Ф(х), дающие 

лучшие результаты при больших значениях х. Удачное раз­
ложение в непрерывную дробь 

*w-sT^ibr... (6l5) 

получено еще Лапласом [87]. Его вывод содержится в [8J. 
Шлемильх ([122], см. также [123J) получил следующее раз­

ложение 

xR(х) = \ +^^(-\у^t^e-tt-Wdt/itit . . . щ), 

«! = jc- + 2i, tlt) = t(t — l)...(t — l + l), x>0. 
Первые члены этого разложения имеют вид 

xR(.*)—1-l+-J _ . -+ -? ! » - + . . . . 
Менее пригоден для вычислений асимптотический ряд 

(см. [8, 87]) 

-q(*)-=^-jr + ̂ -...+(—-y --a-g-;f/--> +JRj{x), (6.6) 
| /? y (x) |< l .3 . . . . . (2y—l )x-2M. 

В работе Вийнгардена [142] получено следующее асимпто­
тическое разложение для интеграла ошибок 

оа 

e--<*)~--j=^l](--->'AI fk)(2 r̂2ft-
ft-0 

При x = l двадцать членов этого ряда дают девять точных зна­
чащих цифр. 

В работе [84] произведено сравнение результатов работы 
алгоритмов, основанных на разложениях (6.1) — (6.6). 

Ряд разложений, менее пригодных для использования, со­
держится в работах [108, 116]. 

3. В ряде работ рассмотрены методы аппроксимации Ф(д;). 
В работах Рубена [114, 116] получены следующие аппроксима­
ции для отношения Миллса 

П / . . Ч - . *(•**+6-*'+ 11) 
-"* W ~ (.*» + 1)(.*-- + 3)- • 
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Dt \ -* (.*l0 + 21x' +176.x"+ 740л.-+1би- +1507) 
*<\Х)& (л:2+1)(д:- + 3)(л:--)-5)3 ' 

/ < W ~( J . - + 2)-l- (.-- + 4)-'- ' 

а в работе Грея J 65]—аппроксимация 

D С \ x ( x° + 6x*—14л.---28 \ 

В [65] производится сравнение этих аппроксимаций, даю­
щих точность, превышающую 10~4 при х > 5 . 

В работе Рэя и Питмана [108] рассматривается аппрокси­
мация отношения Миллса полиномами Чебышева на интервалах 
[0, 1] и [1, оо]. В работе Милтона и Хотчкисса [95] предложе­
на аппроксимация по методу наименьших квадратов к erf (у) 
ввда 

y&\cti-v at], dfila^i, at\, i = l,...,n. 

Приведены значения cij, di. При k=9, n = 6 точность этой 
аппроксимации не хуже 4.10~10. Приведена программа на языке 
ФОРТРАН, реализующая этот метод. 

Другие, менее полезные для вычислений аппроксимации со­
держатся в работах [36] и [72]. Ряд аппроксимаций даны в 
виде неравенств в работах [33, 35, 43, 64, 69, 99, 117, 123, 137, 
143]. 

4. Перечислим известные опубликованные программы для 
вычисления значений Ф{х). В работе Купера [44] приводится 
программа на языке ФОРТРАН для вычисления значений 
Ф(х), использующая при —2,5<л;<2,5 разложение в ряд, а при 
остальных значениях х — непрерывную дробь. 

В работе Хилла [75] эта программа, переведенная на язык 
АЛГОЛ, сравнивается с программой Хилла и Джоуса [77]. 
Последняя признана более быстродействующей, но несколько 
менее точной. Обе программы имеют точность порядка 10~10. 
Программы Иббетсона [79] и Адамса [27] аналогичны преды­
дущим. 

Используя метод Адамса (см. [27]), Хилл в [76] составил 
программу на языке ФОРТРАН, дающую десятикратное улуч­
шение по быстродействию без потери точности и являющуюся 
более короткой. 

В сборнике программ [6] содержится программа для <D(x) 
на языке АЛГОЛ. 
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§ 7. КВАНТИЛЬ НОРМАЛЬНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Часто значения функции ty(t), обратной к функции нормаль­
ного распределения Ф(х) (квантиля нормального распределе­
ния), находят путем численного решения уравнения Q>(x)=t по 
методу Ньютона. Однако существуют и другие методы. 

В работе В. А. Кутина [10] предложено без исследования 
вопроса о сходимости разложение 

00 

^ (о-2 at\~1п(- - 4 ( ' - - /2)2w> <7- *> 
i—I 

причем коэффициенты at находятся из системы уравнений 
1 - Х 

2 и ( я / 2 ) 

<Zi-k°k+l,i-lt= (21)1 ' --•'' 
где bi,i=\ при k = \, а при k>2 

- ' " - т - г ^ г п *-•*-<'• 
Для величин с„1Й справедливы рекуррентные соотношения 

Cn,n-k == (n — 1 ) Сп-х,„_k-X + (n — (2k — 1 )) C„_1,„_*, 
0 < k < « — 1, t [ , i=2 , сп_1,;г = 0 при / i > 2 . 

В работе приведены несколько первых коэффициентов at. Их 
уточненные значения, вычисленные Н. М. Зубовой, есть 

ai — rt/2, а2 = 0,37068870 -10-. а3—-0,83209445.10~3; 
a4= —0,23232430- Ю-3; a5— 0,1 2935888.10"4; 
а- — 0,29034835- Ю-6; а 7 = —0,22096814-10"6; 
а-а—-0,45415913-Ю"7; a9 = 0,40361657.10~s; 

а10-0,79875294-Ю-9, 
Используя несколько первых членов ряда (7.1), можно до­

стичь точности Ю-8 при 0,03</<0,97. При других t использова­
ние этого разложения дает менее точные результаты. 

В работах [12, 20] рассмотрено разложение 

^ffl-^(^)+i^(!(y)(;-^+/-,ffl. (7.2) 
где многочлены Vk (х) находятся с помощью рекуррентных 
соотношений 

Vr(x)=\, Vk(x)^(k-\)xVk^(x) + V'k_l(x), k = 2, 3 
Для остатка rn(t) в [Щ получено неравенство 
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M O i< , - -W(--3- - r -*<">•• 

... £ 0 <1/2 , t2—min(t, t0). 
Вычисление с высокой точностью значения ty{t) может про­

изводиться с помощью итерационной формулы, следующей из 
(7.2). 

X-v+i=-X-V + ^ П ^ ~ " ' N-°'h2 

1—2 

Значение Xw+i дает приближенное значение для -J-(f) c точ­
ностью, оцениваемой по приведенному выше неравенству. Зна­
чение Xo рационально выбирать с помощью какой-либо прибли­
женной формулы. 

При достаточно малых значениях t справедливы формулы 
(см. [12]) 

- { , ( * ) . = - / - 2 I n ( K 2 r t t V—2 ln (K2rtQ) + 0 (J".] ' ^ ( i ) , (7.3) 

а более точно значение ty(t) может быть найдено с использо­
ванием итерационного процесса 

Хк+1 - — I / " - In (t/R{Xk)), £ = 0 , 1 , 2 (7.4) 

При использовании .первого члена в (7.3) как приближенной 
формулы для i|,(t) при £<0,05 ошибка не превосходит 0,0092. 
При этом для получения пяти верных значащих цифр при t< 
<0,00005 требуется провести дополнительно не более двух ите­
раций по формуле (7.4). 

Известен способ вычисления значений ty(t), основанный на 
использовании приближенной формулы вида (см. [36, 71, 72, 
73, 104]) 

4>W~ l + blS+... + bn^s'^ ' 
s = (-2lnt)-y\ t<l/2. 

При n==2 точность может достигать 5-Ю"4, а при п==4 точность 
составляет 2- Ю-6. 

Программы для вычисления значений ty(t) можно найти в 
работах [6, 47, 101]. 
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