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СВОЙСТВА УРАВНЕНИЯ ШРЁДИНГЕРА С ПОТЕНЦИАЛОМ ТИПА БАРЬЕР 

В. Ю. Г о т л и б 

Пусть Q0— область в i?2, гомеоморфная кольцу, ограниченная снаружи контуром 
Slt а изнутри контуром S2. Sx и S2 предполагаем гладкими не менее С2. Обозначим черев 
Q̂  (i = 1, 2) области, такие, что Q fc: i? 2 \Q 0 , dQt = St. Рассматривается неоднородное 
уравнение Шрёдингера: 

(1) (/± + k*-MWQo)u = 6(x-x0) 

с потенциалом M2y¥Q , где ¥ Q — характеристическая функция области й0 , а Ж — до­
статочно велико. 

При помощи интегральных уравнений удается получить асимптотику М -»- оо по­
люсов по к функции и. Каждая такая особенность сходится при М -»• оо к собственным 
числам внутренней задачи Дирихле для оператора Лапласа, либо квазисобственным чис­
лам внешней. Интересно отметить, что в случае внутренней задачи асимптотика ReKj(M) 
и ImKj(M) получается существенно разной (см. формулы в конце статьи). Условия на 
и(х, х0, к) — экспоненциальное убывание при Im к > 0, | х I —>- оо; и (#, х0, к) мероморф-
на на комплексной плоскости с разрезом по нижней части мнимой оси — следствие фи-
нитности потенциала. Будем рассматривать при больших М особенности, соответствую­
щие собственным числам внутренней области. Введем следующие условия и обозначения: 
GQ (Х, У» &) — функции Грина оператора А + к2 в Qt при условиях Дирихле, а к меняется 
в области Ъ < Be /с < а, Ьг < I m / c < a x , не содержащей особенностей функций Грина 
внешней задачи и не более одного собственного значения внутренней к = к0 £ (а, Ь). 
Тогда при к Ф к0 и(х, х0, к) представляется через ее значения на Sx и S2 следующим 
образом: 

(2) и(х, *„, к)= j « ^ i f o *(fr» „(SAdSi + Ptlx, xo) в Q,. 

Аналогичные формулы получаются при х0 £ Q2 и Q0. 
2 

Обозначим F (z) — K0 (z), где К0— функция Макдональда. Пользуясь тем, что 

д(х — х') = (А — 1)^(1 х — х' |) , имеем интегральное тождество 
и (х, XQ, к, М) = 

= F(YM*-№\x — xQ \)-М* ) и (*'» *о> /с, М) F (УМ*-к* \ х-х' \) dx\ 
R 2 \ ^ 0 

из которого с учетом (2) получаем систему интегральных уравнений для U(S^)\TI U(S2) 
с ядрами Dih(Sfi Sk), где 

Р OGQ (Х , х (Sk)) 
(3) Dlh(Sh S h ) = - J l f 2 J F{]/~M*-k4'x(Si)-x\) ^ J J - dx. 

ah
 П8к 

Аналогичные формулы имеют место для свободных членов. 
При достаточно больших М имеем в правой части (3) оператор сжатия. 
Оценки основаны на легко выводимом с учетом известной асимптотики функции F 

соотношении (4) 

j F{VM*^\x-x,\)dx= м^_кг (-1 + 0(1/^)), 
Re\Q0 

0 0 О 
если x0^Si и л и $2, и представлении GQ = (GQ —GQ ) + GQ , где GQ —функция Грина 
уравнения Лапласа. При этом используются оценки роста вблизи границы для решений 
эллиптических уравнений [1], [2] и принцип максимума модуля. 
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Учет известной асимптотики функции F при больших М позволяет находить асимпто­
тику решений (3) при гладких правых частях. Она оказывается равномерной, если 
\ к — к0 \ > с0, с0 — произвольное фиксированное. 

Для изучения поведения и в окрестности к0 мы представляем оператор ( n
u *2 ) , 

\Ь>21 Ь>22/ 
в виде операторов конечномерного и регулярного по к. Тогда, пользуясь тем, что D22 
вещественно при вещественных к, а нормы недиагональных операторов экспоненциально 
малы, мы можем находить асимптотику отдельно для Re(k2(M) — к$) и 1ш (к2(М) — к%), 
где к(М) — собственное значение однородного уравнения (3), а следовательно, и не­
спектральная особенность функции Грина. Приведем теперь окончательный результат 
для наиболее типичного случая, когда р(^, s2) имеет один абсолютный минимум с невы­
рожденной квадратичной формой вторых производных и к0 имеет кратность 1 с собствен­
ной функцией Фо(#) х £ Q2. Тогда 

Re(*2-*0») ± - j [JgL {s2)Tds2 

S2 

a 
Im(&2 — A:g) = 

2 2Mb 
\ dn / s 2 0 

V \ R0 + L i?! ) ( /?0 Ri-L ) V i?! ). \ 1 + R0 ) 
где 

L = m i n p ( s b s2) = p(s10, sw), 
Д = Д(*10), R^Rfao), 

dlmW 

причем 
( A + 4 ) Y = 0 , Y | e i = 6 ( * 1 - y . 

Методика допускает распространение на трехмерный случай и кратный спектр. Отличную 
от нашей методику^] применил в подобной задаче А. А. Арсеньев [3]. Осесимметричный 
случай рассматривался в работе [4]. 
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