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Ф. М. Кириллова 

О КОРРЕКТНОСТИ ПОСТАНОВКИ ОДНОЙ ЗАДАЧИ 
ОПТИМАЛЬНОГО РЕГУЛИРОВАНИЯ 

В заметке доказана непрерывная зависимость решения задачи 
оптимального регулирования [1 — 4] от начальных данных и парамет­
ров системы (при некоторых предположениях). 

§ 1. Пусть система регулирования описывается дифференциаль­
ными уравнениями: 

" Я П 

~i = ^aik(t,ci,:..., ce)xk(t) + Y>!>ik(t, c i , . . . , Ce)Uk(f)(i=l,...,n), (1.1) 

где xi,... , xn — координаты изображающей точки в фазовом про­
странстве, ci,..., се — параметры, Ui(t),..., ar(t) — управляющие функ­
ции. Функции ciik(t, Ci,..., Се), bik(t, Ci,..., ce) непрерывны повремени t 
и параметрам системы С\,...,се. 

Будем предполагать, что m{t) — кусочно-непрерывные функции, 
на которые наложено ограничение шах|«Й(t) \^N, k = \,...,r, N— 
некоторая постоянная величина. При вычислении тах\ Uk(t)\ не бу­
дем учитывать значения |«Й(^)| В отдельных точках, если эти точки 
составляют множество нулевой меры *>. 

При заданных неизменных параметрах с\,..., се системы (1.1) задача 
заключается в следующем: пусть дан момент времени to, точка 
xi (to) = Xto, нужно выбрать функции управления Uk(t) так, чтобы 
движущаяся по траектории системы точка Xi{xio,,., хпв, U% U\,.., ur, t) 
достигла из начального положения х\о,..., хпо начала координат за 
кратчайшее время Т. 

Функции Uk(t), удовлетворяющие требованиям этой задачи, будем 
называть оптимальными управляющими функциями, а время Т — 
оптимальным временем переходного процесса. 

В работах [1—4] показано, что решение данной задачи (при неко­
торых ограничениях) существует. Представляет интерес исследование 
зависимости оптимальных управляющих функций и оптимального 
времени управления от начальных данных х10)..., л:по и параметров 
системы ci,..., се. 

В настоящей заметке будет доказана непрерывная зависимость 
решения Uk{xi0,.. , хпо, to, сЛ,..., се, t), Т(хю,.. , хп0, U, ci,..., ce) от на­
чальных данных хю,..., хп0 и параметров с<,,..., се(при некоторых пред­
положениях). Иначе говоря, ниже выясняется вопрос о корректности 
постановки задачи оптимального регулирования. 

1) В таких случаях принято говорить: соотношение max | ц̂  (£) К N имеет место 
почти всюду на множестве < 0 ^ ( ^ т . Практически можно считать, что неравенство 
| uk(t) \~>N справедливо лишь в изолированных точках, число которых на каждом 
отрезке f0^^^T конечно и которыми в данной задаче следует просто пренебречь. 
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Введем обозначения. Если z — некоторая функция начальных дан­
ных и параметров системы z=z(xw,..., x„o,t0,Ci,..., се), то будем 
в дальнейшем писатьz = z(x0, to, с). В частности, вместо Uk(хю,..., хп0, 
U, ci,..., ce, t), T(xw,..., x„0, (0, ci,..., ce) будем употреблять символы 
т (хо, U, с, f), T(x0, (0, о. 

Задачу оптимального регулирования можно считать поставленной 
корректно, если оптимальные управляющие функции an(x0,t0, с, t) 
и время Т(х0, t0) с) (при фиксированных значениях параметров 
€i,..., се) непрерывны по начальным данным хю,...,хпо, то есть для 
каждого е^>0 существует такое 8^>0, что неравенства 

mes(\uk(x0, t0,c, £) — uk(x'0, t0, с, / ) | > ' ) < е , а > 0 , 
\T(x0,t0,c)~ T(x'0,t0,c)\<e 

выполняются, как только \хю — х'ю\<С&. 
Также при заданных начальных условиях хю,..., хпо решение ak(xQ>t0, с, t) T(x0,t0, с) будем называть непрерывным по пара­

метрам ct,..., ce, если для каждого е^>0 существует такое §J>0, что 
неравенства 

mes(|ttft(x0) t0, с, t) — iik(xQ, t0, с', 0 1 > ° ) О , а > 0 , 
\T(x0)t0, с)~ Т(х0,tQ, с')|<е 

справедливы, как только | с{ — с\ | <С 8. 
Доказательство таких свойств решения оптимальной задачи будет 

изложено в §§ 3, 4. В § 2 излагается некоторый вспомогательный 
материал. 

§ 2. Пусть в уравнениях (1.1), uk(t) = -qk(t), k = l,...,r, %i,t) — ку­
сочно-непрерывные, почти всюду ограниченные функции. 

Решение системы (1.1) имеет вид (согласно [6]) 
п 1 

xi (t) = £ ?lk (с, t) xm + j 2 2 ?Й {с, t) ф„ (с, ij'hk (с, t) % (x) dx, (2.1) 
A===1 U 11,1=1 k=l 

где <р« (с, t) — функции фундаментальной матрицы решений системы 
(1.1) при btk = 0, a fat (с, t) — функции матрицы, обратной к фунда­
ментальной матрице. 

Умножая соотношение (2.1) на tymt{c, t) и суммируя по i, получаем 
t 

S « M * , t)xi(t) = xmo + J £ ^mi{c,x)bik(c,x)-4k(x)dx (m=l,...,n). 
i = l t„ k=l 1=1 

Пусть при некотором t^>t0 точка xi(x0, t0, с, ^ ,...,TJA , t) траектории 
системы (1.1) попадает в начало координат. Тогда функции i\k(i) 
должны быть решением системы 

t 

— xmo=CYijmk(c,x)fjk(x)dz (m = l,...,n), (2.2) 
4 k=l 

где 
*[mk{C, x)==^mt(c, *)blk(c, T) . 

1=1 

1) Символ mes (( щ(x0 , t0, c, t) — щ(лг0, t0, с, t) \ ><s) означает: мера множества, 
где выполняется неравенство | щ (хй, t0 > с> 0 — Щ (х'о > 'о. с, t) | > о. Иначе говоря, 
речь идет о сходимости управляющих функций по мере, что связано со спецификой 
задачи, решение которой щ (х0, t0, с, t) — функции разрывные. 
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Рассмотрим пространство L(t0,t) систем функций T W = | ( T I W 
;,( '))}, то есть пространство суммируемых по Лебегу функций 

t 

T*W(/ |T 4WI*< + °°)-
to 

Пусть символ || Т (х) III означает норму элемента т(х)> а именно: 
t 

II т (011 = / Sir*Ml*. 
to k=l 

Тогда общий вид линейных функционалов, определенных над 
данным линейным нормированным пространством, будет таким: 

t 

to k*=l 
где i\k(t) — кусочно-непрерывные, почти ;всюду ^ограниченные функ­
ции. Причем, норма функционала f определяется по формуле 

Ц| / И =-:тах | vjft (т) |, *0 '<h<;*. к - |1, . . . ,г . 
Возвращаясь к соотношению (2.2), задачу оптимального регули­

рования можем сформулировать так: среди линейных функционалов, 
определенных над пространством L(t0, t) систем функций т(с»'с),== 

n l l l i (с »"=)>••-. Т" (с, х))} с но рмой 
t 

II т ( с О Н = J" S I 

где С\,...,се — данные неизменные параметры, найти функционал / , 
минимальный по норме, являющийся решением системы (2.2); если 
существуют значения t, для которых min Ц / || < N, то при данных 
начальных условиях Хм,-.-, хпо и ограничениях | и* (х) | ^ N начало коор­
динат достижимо ^ за время 6 = t — t0\ если среди значений в, для 
которых min | / | | s^W, есть наименьшее, то существует оптимальное 
управление. 

Данную задачу рассмотрим для случая, когда системы функций 
1(Тд(с, х), •••» yir (с, х))\ вполне независимы [7], то есть будем полагать, 
что соотношения 

п п 
S х' Ь (с, х) = 0, k = 1,..., г,; £ I] ф О 
fe=l (=1 

имеют место только на множестве меры нуль. 
Элемент 

я п 
у (с, х) = ( J ** Тй (с, х),..., 2 h Т(> (с, х)^ 

следуя [7J, назовем минимизирующим на отрезке t^^t^t, если 
норма его удовлетворяет условию 

t 

min J* t | S X/ T t t (<?, t ) | dx = || т (с, О ||, 

J) Это, например, всегда будет иметь место.; если а<й = const и собственные 
значения матрицы (я^) имеют отрицательные действительные части. 
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i= l г'=1 
Как показано в J7], решение системы (2.2) (если системы функций 

\(1ц(с, тХ—> Г//-(с»т))} вполне независимы) существует тогда и только 
тогда, когда || / 1 | > X (х0, t0, с, t), где функция X (xQ, t0, с, t) опре­
деляется из условия 

t 

n n 

«=i ;= i 

Так как при значениях Xi,..., 1П) удовлетворяющих условию 
Я п 

/=1 /= i 
п 

m i n f Е | ^ Х г Т й ( ^ г ) | л 

всегда достигается [7], то можно рассмотреть функционал/, являю­
щийся решением системы (2.2) и обладающий нормой, равной 
X (х0 ,tQ, с, t). Пусть || / || = X (х0, t0, c,t) и функционал / — решение 
системы (2.2). Если элемент 

(=1 i—i 

является минимизирующим на отрезке ^ 0 ^ т ^ 4 , то, очевидно, 
t 

f £ t^^c^^dz^l и 
t0 u=i fc=i 

t ' 
r n 

1 *s I 1 4 *=!/=! 4X;to,Ct) • 
Значит:/(у) = || r II II/II .Следовательно, если функционал / является 
решением системы (2.2) и | | / | | = Х(л;0, t0,c, t), то для всякого мини­
мизирующего на отрезке t0^.x^.t элемента 

г=1 1—1 

имеем 
/ t 

f £ £ Ъ Т« (С, г) vj, (т) dx = А (дг0, /0, С, i) - / Е | 1 ] **Т« (С, t) | rft. 

Отсюда следует, что, пренебрегая множеством нулевой меры, 
функции i\k (x) можем найти по формулам [3J: 

п п 
% (хо > *о» с> т) = х С*о» 4 , с, t) sign ^ X/у1к (с, г), £ А,л;/0= — 1, £=1, . . . , г. 

/=1 1=1 
(2.3) 

Таким образом, если из точки (хю,..., .*ло) можно попасть в начало 
координат, то функции управления определяются единственным обра­
зом соотношениями (2.3). 
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Можно показать, что функция \(x0,to,c,t) является непрерыв­
ной и строго монотонной по t (при фиксированных хю,..., .Хло*<о8 
€1,..., се). Действительно, если элемент 

Ь (с, *) = ( f Ц ТЯ (с, т),..., £ Ц TV (с, х) ) 
i=i t=i 

является минимизирующим на отрезке ^ 0 ^ х ^ ^ > а элемент 

является минимизирующим на отрезке *0 <*т *С ^ , то, очевидно,, 
справедливо следующее неравенство: 

' • • - • *i 

f s i s *?тй(*,-о|*>/ s | s ч-гл(с,.х)\*. 
Пусть 

Значит 

t. 

f 
to 

tl< 

f 
to 

r s 
k=l 

ft, 
r s 

fc=l 

4 

я 

IS 
fc=l 

X? 

тогда 

s 
2=1 

X? 
I / S I S W«. *)|*>/ 21Ё W'. о I A-

<„ k=l 1=1 

f S IS *?т«(с, * ) ! * > / £ IS W.-Ol* . 

то есть ^(x0 , *0, c, U)>F(x0, t0,c, h), F(x0,t0,c,t) x(x0, t0,c,t) 
что и доказывает монотонность F(x0, t0, c, t) (а, следовательно, 
и X (x0, t0, с, 0). 

Докажем теперь непрерывность F(x0, rf0, с, ^). Так как 

J S | S Х ? Т Ж г ) | * : = т 1 п / S | S И Ж ^ > 2 Ы / о = - 1 , 

4 

/ S | S Мт„(с, г) |dx>/ S | S W . *)|*. 
Л, ft=l i=l 

4 й=1 t= 

T O 

•отсюда 

=i 

t„ k=l 1=1 

t, 
r n 

F (Xo ,t0,c, h) - F(x0 ,t0,c, U) < / S | S 4 lik (c> *) | * • 

Если h^ti, то F(x0, ^0, с, t2) -*F(x0, t0i c, h). Непрерывность 
справа функции F(x0,t0, с, t) доказана. Для доказательства непре­
рывности F(x0 ,t0, с, t) слева воспользуемся неравенством 

Г s i s цъЛс-)\^>{ t\i vtiu(c,x)\dx. 
to k—1 i=l t„ fe=l i = l 

Если t2<h, то 

F(x0 ,t0,c, h) - F (x0, t0, c, t3) < / t \ t ' 4 T« (c, *) | * 

и при t2 -+ U получаем F(x0 ,t0,c, t2) -* F(x0 ,t0,c, U). 
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Из непрерывности F(x0, t0, с, t) no t следует: если по крайней 
мере для одного t при начальных данных хю,...,хм и ограничениях 
] и*(т) | ̂  N начало координат достижимо1), то существует единствен­
ное оптимальное управление, определяемое формулами, получаемыми 
из (2.3): 

п п. 
fuk (x0 ,t0,c, т) == N sign 2 X/ т {с, т), 2 Хгдс,о = — 1, (А = 1,.... г). (2.4) 

&=i U==i 

§ 3. Доказательство основных положений, сформулированных в § 1,. 
основывается на одном вспомогательном утверждении, Обозначим 
символом rto(T)<> /ге = 1,..., г, непрерывные функции аргумента т, опре­
деленные на отрезке * о < ^ т ^ ^ ^ 0 . ' 

Лемма 3.1. Пусть нормы элементов последовательности 

:№-(S^(^ 2W(^) 
г ' = 1 г=1 

ограничены, || тй00< II < К , К—постоянная величина. Если yfm(^)t, 
т= 1,..., г, k= I, 2,..., —непрерывные функции и 7*т СФ —> 7°т (т)< й / ' а 

£—юо, а системы функций \{t°n(^)t,..., i°r (*)()} вполне независимы, 
то совокупность {>.*,...А*} ограничена равномерно по t на каждом 
отрезке 0 <^i < ^ < 4 =С 6. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим противное. Тогда ввиду неравен­
ства t1^t^.t2 существует такая подпоследовательность ts-*t при 
S-* ею, ЧТО 

Нормы элементов уА " ( ^ ограничены по^условию, следовательно, 
последовательность норм элементов 

я ^ п k 

стремится к нулю. А так как 

п 1, 

то существует такая подпоследовательность tSe последовательности 
t$ (при этом, не ограничивая общности рассуждений, можем считать 
ее монотонной), что 

•щ 

для всех / при tse-^t. 
Рассмотрим элемент 

To.(')/ = fS«iTaW/,...,S«'iTtWO' 
1=1 /=1 

!) См. сноску на странице 115'. 
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Пусть последовательность1 tSe возрастающая. Тогда 

m = l i = l 4 т—\ i=\ 

Г . f t 1 

«.=1 j = l 

T?i('K-TS..W/,. + T L ( ^ . 

+ / S|S«nLW|^ 

rfx 

I 

< 

a/ }<** + 

(аналогичную оценку разности норм элементов То(т)<» Т*£ (тКе полу­
чаем для случая, когда последовательность tSe убывающая). 

и' 

Так как функции у s (т) непрерывны по t и 

tm 
lifflT** W<=T?m('r> при s-^oo, 

то 
U№\ U T O W H I при **,--*• *. 

Ho I ai j + ... -j-1 a„ j == 1, и системы функций 
{(TU^.-.TW')} 

вполне независимы, а, значит, 

1 = 1 

Противоречие и доказывает лемму. 
Покажем теперь, что при фиксированных параметрах]С\,..., се ре­

шение оптимальной задачи т(х0, t0, с, т), T(xQ,t0,c) непрерывно 
по начальным данным Хю,..., хпо. 

Т е о р е м а 1. Если системы, функций {(тг1(с,i),...,ylr{с,t))\ (2.2) 
вполне независимы, и при некоторых начальных условиях хю,..., хпи> 
существует оптимальное управление иь{хй, tu, с, i) с оптималь­
ным временем Т{х0, t0, с), то для каждого е > 0 существует та­
кое 8, что неравенства 

mes (| uk{х0,%, с, т) — Н(К, U, с> т) I > ° ) < s > °>°> 
\T(x0lt0\c)-lT{x'Qt0,c№<z 

выполняются, если \хю — х'ю\<^&-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т—оптимальное время управления 

при начальных условиях хю,...,хпо. По определению функции 
F(x0, ^0, с, t) имеем F(xQ, t0, с, Т) = —. Как показано в § 2, функ-

N 
ция F(x0, t0, с, t) строго монотонна и непрерывна по t,. следовательно, 
для произвольного е^>0 существует такое Р>0 , что выполняются 
неравенства: 

F{x0,t0,c, 7 - - e ) < i - p , F(x0,t0,c, 7 + e ) > l + p . 

В статье[7] показано, что при фиксированных Ci,..., ce,t функция 
F(xs, t0, с, t) непрерывна по Хю,...,х„о, поэтому для последователь­

на 



ности начальных данных xfQ, ...,xfn, сходящейся к Хю,..., хпо, спра­
ведливы неравенства 

\F(x0,t0,c,T^By—F(x?,t0,c,T-e)\<$, 
\-F(x0,t0,c,T+e)-F(x«,t0,c,-T + s)\<:v, 

если т^>М. Учитывая предыдущие неравенства, заключаем: 

F{x*,t9,c, Г - 2 ) < 1 , F(xf,t0,c, ^ + а ) > ± 

для m>/W. Но .функция F(x™, t0, с, t) при фиксированном т строго 
монотонна и непрерывна по t, следовательно, для каждого т^>М 
существует такое единственное Ът = Т(х™, t0, с), что 

F(^,t0,c,bm)=~, 

и, значит, \Т(х0, 4» с)— Т(х™, *0, с ) | < е для /га>М, что вследствие 
произвольного выбора е > 0 и доказывает непрерывную зависимость 
оптимального времени Т(х0) t0, с) от Хю,--., хпо. 

Заметим, что из непрерывности оптимального времени регулиро­
вания по начальным данным следует, что множество точек фазового 
пространства при данном моменте времени t = t0, для которых 
начало координат достижимо, является открытым множеством. Этот 
факт для систем уравнений с постоянными коэффициентами отмечен 
в статье [2J. 

Докажем теперь сходимость по мере оптимальных управляющих 
функций uk{x™, t0, с, г) к функциям Uk(x0 ,tQ,c, т) при xf0-*хю . Как 
показано выше: 

иь(х0, t0, с, x) = A/sign£ №tttk(c, т) (k = l,...,r), 

n 

uk{xf, t0 , c , x ) = Л/sign £ If jlk(c, x) (k = 1,..., r), 
i—l 

2J ^i Xio = — 1, t0 ^ t ^ tQ -J- T̂ m 
/==1 

•(символы Г, Г т означают соответственно T(x0,t0,c), T(x™,t0,c))a 
Элемент 

Т о ( с , т ) - ( ^ ? Т й ( с ^ ) , . . . , 1 ; ^ Т й ( с , т ) ) 
J=l /=1 

n 

является минимизирующим для условия £j A°X/O = —1 на отрезке 

•4 <: -г < t0 -f- 7". Элементы 
г=1 

Тт (С, т) = ( £ X» Tfl (с,т),..., J X» Т;> (с, т)) 
/=1 г'=1 

являются минимизирующими соответственно для условий 

г = 1 

на отрезках t0 <Г т ^ ^ -f- 7"m. 
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Так как 
!! То (с, •=) II = ^, II im (с, *) И = £ для т>м' 

то на основании леммы 3.1 заключаем, что совокупность (Xf,,.., Kl\ 
ограничена равномерно по т. Пусть Хш* — сходящаяся подпоследо­
вательность последовательности Xf : 

\m
s —*ii при s—>оо, 

i 
тогда элемент 

и л 
7>, т) = = ( £ 1 / Yn (с, t) £"Х/тЛс>*))> 

fr=l i=l 
л 

очевидно, является минимизирующим для условия ^^1Хю = — 1 на 

отрезке ^ 0 < T < ^ 0 + ^ - Следовательно, 
л л _ 

sign S Х° Т й (с, т) = sign X х* Ttt (с. *), * = 1,- , г> 
i= i г=1 

почти всюду на отрезке tQ<^.t<^t0-\- T Щ-
Но это значит, что, начиная с некоторого номера т>М, все 

нули функций 
л 

1=1 

попадут в какую угодно малую s-окрестность нулей функций 

t Viatic,*) 
«'—i 

(соответственно). 
Действительно, если бы для некоторого е^>0 не нашлось номера 

М, удовлетворяющего предыдущему условию, то из ограниченности 
{Х™,..., X™} следовало бы существование сходящейся подпоследова­
тельности {Xf*,.-., \те), А так как для 

\fe —»х| при е—*сх>] 
имеем 

л л 
sign £ Х°Tft (<?, т) = sign £ Mj;* (с, т), А == 1,..., г, 

;=1 . . /=i 

почти всюду на отрезке t0^-c^.t0-\~T, ТО ЭТО предположение при­
водит к противоречию. Следовательно, для всякого е^>0 существует 
такой номер М, начиная с которого все нули функций 

< = 1 

попадут в е-окрестность нулей функций 

i = i 
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а вне этой е-окрестности знаки функций 
п п 

%1?Уш(с'х) и И b/T/ftfo*) Для т>М 

совпадают, но это означает 
mes(|#ftpc0) 4 , с, г) — иА(л:™, 4 , с, т ) | > о ) < е , да>М. 

Итак, оптимальное время регулирования T(x0,toic) и функции 
управления ИА(Л;0, *0, С, Т) при фиксированных параметрах с\,..., се не­
прерывны по начальным данным Хю,..., хпо. 

З а м е ч а н и е . Поскольку реальная система автоматического ре­
гулирования никогда не тождественна идеализированной, то, в част­
ности, всегда имеет место погрешность в измерении начальных дан­
ных хю,..., Хпо. Поэтому представляет интерес рассмотрение следую­
щей задачи: пусть оптимальным управлением щ (х0, t0,Л) за время 
Т(х0, h) = T достигается начало координат. Будет ли точка траек­
тории системы (1.1) в момент времени t=t0-\-T (t0— начальный 
"момент времени) лежать вблизи точки xi = О, если начальные данные 
те же самые Хю,..., хпо, to, а функции управления соответствуют на­
чальным условиям дг'г0,..., х'п0, близким к Хю,.-., х„о. 

Доказанная выше теорема позволяет ответить на этот вопрос 
-положительно (при наших предположениях). 

Действительно, если Uk(x0,t0,x)— оптимальные управляющие 
функции для начальных условий xw,.--,xno, а Г —время регулиро­
вания, то, согласно формулам [6J, имеем 

Я 'ОТ' Г П 

0 = 2 ?№ (to + Т) хы + Г S S 91,(to +Т) bi Ь) bik (*) Uk (x0> t„, т) dx. 

(3.2) 
Положение точки Xt(xo, tQ, «1,..., ar, t), движущейся по траектории 

системы (1.1) при управлении Uk(x'a, to,*) в момент t=to-\-T, опре­
деляется соотношениями (по формулам [6]): 

- п. 

Xi(to+T) = %<?ik(to+T)xM + 

I I ! Я\9Ь (to + Т) ф« (х) bek (х) Uk (Х'0 ,t0,x) dx. (3.3) 
/ k~l s, e—l 

Из равенств (3.2) и (3.3) получаем 

Xt(to+T)=C 2 S fis(to + T)be^)bek(x)(Uk(Xo, to , x) -

— Uk(x'0, to, x))dx. (3.4) 

Оценим xi(t0-\- T). Так как функции <?и(х), tyse(x), beu(x) непрерывны 
що *с и, следовательно, ограничены на отрезке t0 <[ т ^ t0 -j- T, то из 
•(3.4) следует • 

'а 

где Л — некоторая постоянная величина. 
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-Разобьем отрезок to < * < о̂ -f- Т на подмножества: 
El<=mes(\uk(xo, t0, *) — ик(х'о, *о,*)|>°), 

£ft = mes(|aft(jeo, U, i) — uk{x0, t0,*)\<°), a>0. 
Тогда 

\xi(to+T)\^AS\ f\uk{x0,t0,T) — Uk(x'0,t0,i)\di + 
* - l El 

+ f\uk(x0,t0> i) — uk{x'Q, t0,t)\dx 

Пусть теперь [J — произвольное сколь угодно малое положительное 
•число. Для е = —-—, в силу теоремы 1, можно указать такое 8^>0, 4ArN 
что будут выполняться неравенства: 
mQs(\uk(x0, t0, i) — uk{x0, t0, X)|>o)<*, k = l,.. r, \xi0 — Лю|<8. 

Если о = J - , то 
IMto+T^^AVNer + o'T], 

или окончательно получаем 
|**(*о+7*)|<р, если \xto-д:'ю|<8. 

Итак, если управляющие функции системы регулирования вводятся 
с некоторой ошибкой, зависящей от начальных данных (| Хю — х'ю | < 8), 
то получается процесс, близкий к оптимальному процессу. 

§4 . Пусть при начальных данных Хю,..., Хпо изменяются параметры 
системы Ci,..., ce. Докажем, что оптимальные управляющие функции 
Uk{x0, to, с, т) и оптимальное время управления T(xo,to,c) непре­
рывны по параметрам системы ci,...,ce. 

Т е о р е м а 2. Если системы функций 
« Г п ( ^ ) , . . , г Д с , т ) ) } (2.2) 

вполне независимы и при некоторых значениях параметров ci,.,.,ce 
существует оптимальное управление т (хо, U, с, г) с оптимальным 
временем T(xo,to,c), то для каждого е > 0 существует такое 
8 > 0 , что неравенства 

mes(|«ft(x0, t0, c,i) — uk(x0, ^ , c ' , i ) | > 5 ) < e , =>>0, 
\T(x0,t0,c)-T{x0,t0,c')\<:* 

выполняются, если |Ci — с\|<8. 
Докажем предварительно одно свойство функции F(x0, t0, с, i). 
Лемма 4.1. Функция F(x0 ,t0, с, f) при фиксированных х«,..., хпо, 

t0, t непрерывна по параметрам системы с\,...,се. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть cf — последовательность параметров, 

сходящаяся к ct при т—*оо. Так как 
' ' г п 

F{xo, h, с, t) = min f £ I £ ^Т«(^» х)I ^ = 

= Г Е ( Х ! * ? Т Й ( ' . ' ) | * : 

123 

file:///xto-


при условии J^hxio=-^-l, 
/=i 

F(x0, t0, с"1, t) = minf £ | £ A. Ttt (^
w, )̂ | * = 

° 

= Г Е|21*гтЛ(в-^)|* 
при условии 

£х** / в =- .1 , 5>5,#0, 
TO 

r r , n 

0<F(x0, t0,C", 0 < Г Е | S *?T/*(C"ST) *• 
г; * - i *-i 

Из ограниченности F(x0, t0, cm, t) и непрерывности Ttt (c> т) п о 

параметрам Ci,...,ce получается, что из формул (2.2) потеоремам о не­
прерывной зависимости решений системы (1.1) от параметров [6], 
следует существование подпоследовательности cfs, для которой 

ишГ £ | £ *ГъАст*> *)|л= Г E|£^r^,T)|fl;T,s-»oo, 

Ввиду справедливости неравенства (по определению F(xo, t0, с, t))< 

С 2 | £ И* (с, *) I л > Г £ 12 х?т«(С, т) | л, 
возможно только 

Г £ I £ 4i»(c,«)\dx> г £| £т,Тй(*,*)(*, 
но 

f t \ t х?т,,(л, х)|*> f £\£ *г*гйс*'',т)|^-
4 *-1 '"=1 . 4 * - i «-1 

Переходя к пределу под знаком интегралов, получаем 

г £ | s *??«(*> т ) | *> г i | £^т«(с, -)Iл. 
Следовательно, при s—юо 

/

*• T n -£ I £ X'T/A(C> t)\dT = F(x0, t0,c, t). 

Очевидно, для каждой сходящейся подпоследовательности значе­
ний функции F(x0, t0, cme , t) получаем в пределе F(x0, t0, с, t). А так 
как F(x0, iQ, cm, t) ограничена равномерно по m, то любая подпосле­
довательность значений F(x0, t0, cm, t) сходится к F(x0, t0, с, t). 

Значит, функция F(x0,t0,c,t) непрерывна (при фиксированных^ 
Хю,.., Хпо, U, t) по параметрам с\,...,се. 
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Непрерывность оптимального времени T(xQ,t0,c) и функций 
управления и*(Хо, t0, с» т) по параметрам с\,...,се теперь получается 
из лемм 3.1 и 4.1 подобно тому, как это сделано при доказательстве 
теоремы 1. Поэтому приведем только краткое доказательство тео­
ремы 2. 

Пусть Т — оптимальное время регулирования, тогда из монотон­
ности и непрерывности F(x0, t0, с, t) no t следует справедливость 
неравенств: 

F(x0,t0>c, Г - в ) < 1 - р , F{x0,t0,c,T + B)>± + b 

е — произвольное, как угодно малое положительное число. 
Если cf~*ci при m—>-oo, то 

\F(x0, U, с, T±a)-F(x0,t0, с", Г ± в ) | < р 
для m> M (лемма 4.1). 

Из приведенных неравенств получаем 
\Т(х0, t0,„c)-T(x0, t0, cm)\<s для туМ. 

Функции управления (согласно (2.4)) вычисляются по формулам: 
п п 

«*(*o ,*o ,c ,T) = Wsign]£ Wy t t(c, t) , £ ^ J f » = — 1 , ^ о < т < ^ о + 7 , о . 
( = 1 f = l 

л и 

«ft (x0 , ^o, Cm, T) = Л/ sign £ xf T,* (cm, *), S Xf * o = — 1, to < ^ < *o + TV 
i = l ( = 1 

Так как т«(с>.х) непрерывны по параметрам ci,...,ce, то на осно­
вании леммы 3.1 заключаем, что Xf ограничены равномерно по т. 
Поэтому, повторяя с незначительными изменениями рассуждения из 
теоремы 1, убеждаемся, что все нули функций 

п 

£Х-Т.й(с*,т), 

начиная с некоторого номера m > M , попадут в е-окрестность нулей 
функций 

£ = 1 

ъ вне ее — знаки функций 
п п 

S bfrttCCVO и $] XoT№(c,t) для я г > М 

совпадают, то есть, 

mes(|ИЙ(лг0, t0, с> х) —wft(x0, t0, cm, 1)\>°)-*0 
при т~*оо. 

Этим доказательство нашего утверждения завершается. Автор 
считает своим долгом отметить, что с задачами оптимального регу­
лирования он познакомился у Н. Н. Красовского. 
Уральский политехнический институт Поступило 

им. С. М. Кирова 24 I 1958 
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