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В в е д е н и е . В настоящей работе строится решение задачи Коши для уравнения 
щ + и2их = щ + {f(u))x = 0, * > 0, х е R , ' (1) 

где f(u) = u 3 / 3 , с линейными начальными данными. (Заметим, что уравнение (1) описывает, напри
мер, процесс просачивания воды через песок, см. [1].) Для удобства положим 

u\t=Q = щ(х) ЕЕ х/2. (2) 

Решения с произвольной линейной начальной функцией получаются из решения задачи (1), (2) при 
помощи замены переменных (см. ниже). Построенное решение, понимаемое в смысле теории распре
делений, имеет счетное число линий разрыва. 

Напомним (см. [1-3]), что кусочно-гладкая функция u(tyx) является обобщенным решением урав
нения (1) тогда и только тогда, когда г*(£, х) в окрестности каждой точки гладкости удовлетворяет 
этому уравнению в классическом смысле, а на каждой линии разрыва Г выполнено следующее условие 
Ранкина-Гюгонио: 

dx = / Н - / И = (u+)» - ( * ~ ) 3 

dt u + - t i - 3 ( u + - t i - ) ' - ' 
где х = x(t) — уравнение линии разрыва Г, а и " и и + — пределы функции и(£, х) при подходе к Г 
соответственно слева и справа по направлению оси х. 

Хорошо известно, что обобщенное решение задачи Коши для квазилинейных уравнений в част
ных производных первого порядка (к которым относится и рассматриваемое уравнение (1)) не един
ственно. Теорема существования и единственности обобщенного энтропийного решения этой задачи 
в классе ограниченных измеримых функций доказана в [2]. Современное состояние Теории задачи 
Коши для уравнений и систем первого порядка отражено, например, в [4]. 

Решение с начальными условиями (2) не может быть ограниченным, и, следовательно, указан
ная теорема неприменима. Автору неизвестны и другие общие результаты о существовании и (или) 
единственности решения задачи Коши в условиях, которым бы удовлетворяла задача (1), (2). Тем 
не менее от неограниченного обобщенного решения естественно требовать выполнения условия воз
растания энтропии. Отметим, что построенное в настоящей работе решение, как будет проверено 
ниже, является энтропийным. 

Х а р а к т е р и с т и к и . Перейдем к построению решения u(t,x) задачи (1), (2). К а к известно (см., 
например, [5, гл. 2]), в окрестности любой точки прямой t = О существует и единственно гладкое ре
шение рассматриваемой задачи. Для его построения следует начальное условие (2) продолжить кон
стантой по каждой характеристике (точнее, по проекции характеристики на плоскость (*, я ) , см. [1]). 
Уравнением характеристик для уравнения (1) является й = 0, х = гх2, i = 0. Следовательно, ха
рактеристикой, выходящей из точки (*(ь#о,мо(хо)) = Ф> 5 ' 5/2), s е R, является прямая и = s /2 , 
х — XQ = u2(t — <о)> т.е. 

x = s2t/4 + s. (4) 

Разрешая уравнение (4) относительно s, получаем 
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tx(t,х) = (yT+tx - l ) ft. (5) 
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Функция u(t,x), задаваемая соотношением (5) при t ф О и начальным условием (2) при t = О, 
определяет гладкое решение задачи (1), (2) в окрестности каждой точки прямой t = 0. 

Семейство прямых (4) имеет в полуплоскости t > 
0 огибающую Г 0 — ветвь гиперболы tx = - 1 , £ > 0 
(см. рис. 1). При подходе к Го решение (5) имеет пре
дел, равный — 1/£, а его производные по обеим перемен
ным стремятся к бесконечности. Таким образом, дальше 
кривой Го гладкое решение не продолжается. (Следо
вательно, и построенные характеристики имеет смысл 
рассматривать лишь до точки касания с Го.) 

Итак, построено решение задачи (1), (2) в области 
tx > — 1, t > 0, и оно задается формулой (5). Для продол
жения этого решения (уже рассматриваемого как обоб
щенное) за Го воспользуемся условием Ранкина-Гюгонио. 
Положим в (3) x(t) = — 1/t (уравнение кривой разрыва 

Рис. 1 Го) и u+(t) = —1/t (предел решения на Го справа). Тогда 
предел слева и" при подходе к Го слева будет равен u"(t) = 2 / i . Таким образом, получено новое 
"начальное" условие u\tx=-i = 2/t. Параметризовав эти данные, например, следующим образом: 
(t,x,u) = ( l / s , —s, 2s), s > 0, тем же методом характеристик получаем, что и = 2s на каждой прямой 

а значит, 

х = As2(t - I / 5 ) - s = As2t - 5s, 

и =(Ь + ^/2h+Шxj I (At) 

(6) 

(7) 

Формулой (7) решение задается в области - 2 5 / 1 6 < tx < - 1 , t > 0, т.е. оно продолжено до кривой 
Гх (ветвь гиперболы fcr = — 25/16), являющейся огибающей семейства характеристик (6) (см. рис. 1). 
Предел справа при подходе к Т\ равен 5 / (At). Определим предел слева на Г\ в соответствии с условием 
(3) и снова при помощи характеристик продолжим решение за Г\. Продолжая этот процесс, мы 
получим решение в любой точке полуплоскости t > 0. 

Я в н ы й вид решения* Положим ак = —(—5/4)*, к = 0 , 1 , 2 , . . . , и определим при t > 0 

{ао f 1 - Jl + tx/al J /t при tx > - a § = - 1 ; 

ak ( l + + tx/al J ll П Р И ~ a l < t x < - a * - i > * = 1»2 , . . . 
(8) 

Э т а кусочно-гладкая функция имеет счетное число линий разрыва Г* (к — 0 , 1 , 2 , . . . ) — ветвей ги
пербол tx = - a | = - ( 5 / 4 ) 2 * , t > 0. В окрестности каждой точки гладкости u(t,x) является клас
сическим решением уравнения (1), что проверяется непосредственной подстановкой в него функции 
и = a(l± у/1 + te/a2) /t при любом а ф 0. Несложно найти пределы справа (и%) и слева ( t £ ) при 
подходу к Гк (к = 0 , 1 , 2 , . . . ) : 

и 
+ _ И т ^ _ а 2 + 0 и ( * , х ) = ак ( l ± \fl-4/al) /* = a*/*> 

ul = И щ х - + - а 2 - о х ) = a k + l ( l + ^ / 1 - а 2 / а 2

+ 1 ) /t = а * + 1 ( l + у/1 - 16/2б) / t = 

= 8 a f c + 1 / ( 5 * ) = -2a /k / t , 

и проверить условие Ранкина-Гюгонио на каждой линии разрыва. Действительно, (3) превращается 
в тождество при подстановке и+ = a / t , хГ = - 2 a / t , x(t) = - a 2 / t . Наконец, при любом а?0 € R 
выполнено соотношение 

lim г*(£, я?) = lim 
(М0-+(+о,хо) (*,*)-К+о>*о) 

л/1 + ta - 1 
t = * о / 2 , 

причем предел равномерный по #о из любого ограниченного множества оси х. 
Таким образом, построенная функция u(t,x) является обобщенным (в смысле соответствующего 

интегрального тождества) решением задачи (1), (2). Проверим его энтрошшность, что в случае кусоч-
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f ( u ) = u 3 / 3 

но-гладкой функции u(t, х) в точности означает допустимость каждого разрыва. Это условие допу
стимости разрыва формулируется (см. [1, 2]) в терминах взаимного расположения графика функции 
f(u) на отрезке между точками и~ и и+ и хорды с концами (u~,f(u~)) и ( n + , / ( u + ) ) . А именно в 
случае и~ < и+ график должен быть расположен не ниже хорды, если же и~ > и+, то не выше хорды. 

Заметим, что в нашем случае в любой точке (i, х) каждой из ли
ний разрыва Тк выполнено равенство и~ = —2a\.jt = —2и+. Легко 
убедиться, что в этом случае хорда, соединяющая точки с абсцис
сами и~ и и+ на кубической параболе / = гх 3/3, является отрезком 
касательной к ней, построенной в точке ( i i + , (г*+) 3/3). Следова
тельно, в случае г*4" > 0 (тогда и" < 0 < и+) график функции 
f(u) = t i 3 / 3 на отрезке [гГ",м+] лежит над соответствующей хор
дой (см. рис. 2); в случае же и+ < О — под хордой. Таким образом, 
все разрывы построенного решения являются допустимыми, а само 
решение — энтропийным. 

Представляет интерес поведение решения u(t,x) при фикси
рованных значениях х = XQ < О, а также при фиксированных 
значениях t = to > 0. Соответствующие сечения графика функ- ^ и с * ^ 
ции u(t,x) изображены на рис. 3 и 4. Отметим следующие два факта . Во-первых, |г*(£,хо)| ~ t~1/2 

при t -» +оо. Во-вторых, при сколь угодно малых to > 0 функция |м(*с ; ^) | эквивалентна у/Щ при 
\х\ -> +оо, хотя г*(0,;г) = х/2 — линейная функция. 

Рис. 3 Рис. 4 

Если в качестве начального условия вместо (2) взять произвольную линейную функцию 

u\t=o = kx + b, (9) 

то решение задачи (1), (9) получается из (8) при помощи одновременного сжатия координат по осям 
х и t в 2|Аг| раз, сдвига по оси х на — &Д, а также замены знака у функвдш и в случае к < 0. 
Все перечисленные замены не меняют исходного уравнения; условие возрастания энтршши также 
инвариантно относительно этих замен. Значит, обобщенным эйтропийньш решением задачи (1), (9) 
является функция signfc • u(2\k\t, 2\к\(х + где функция u(tjх) задана в (8). 

В заключение хотелось бы отметить, что изложенный результат автор получил, детально иссле
дуя задачу, предложенную проф. Н. X. Розовым студентам своего потока. 
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И Н Т Е Г Р И Р У Е М О С Т Ь Н Е К О Т О Р Ы Х К В А Н Т О В Ы Х С И С Т Е М , С В Я З А Н Н Ы Х С 
С И С Т Е М О Й К О Р Н Е Й В2 

А . А . Обломков 

В в е д е н и е . Исследование многомерных алгебраически интегрируемых конечнозонных операто
ров Шредингера, начатое в работах [1, 2], естественно привело к классу так называемых многомерных 
аналогов классического оператора Ламе, связанных с системами корней: 

L = - A + ]Г гпа{та + 1){а,а)р({а,х)) , 

где р — эллиптическая функция Вейерштрасса, R+ — множество положительных корней простой 
алгебры Ли G. В работе [1] было высказано предположение, что оператор L является алгебраически 
интегрируемым, если все параметры та являются целыми и инвариантными относительно соответ
ствующей группы Вейля. 

В работе [3] данное утверждение доказано для тригонометрических и рациональных вырождений 
этого оператора. Эллиптический случай для системы корней Ап при п = 2, та = 1 исследован в [4, 5] и 
для общего п в [6, 7]. Вопрос об алгебраической интегрируемости оператора L для остальных систем 
корней остается до сих пор открытым. В настоящей работе это утверждение доказано в простейшем 
случае систем корней 1?2, когда все та — 1: 

L = - Д + 2{р(х) + р{у)) + 4(р(х + у) + р{х- у)). (1) 

Доказана также интегрируемость оператора 

L = -A + 1(1 + l ) (2m + l)pW2m + lx) + m{m + l)(2l + l)p(y/2l + ly)+ 
(2) 

+(l + m + 1) (p ( i (V2rn + l x + лДГ+Ту)) + p [\W2m + lx - yffl+ly))) , 

связанного с т а к называемой деформированной системой корней 2?2(i,m) И - В [8] это было установ
лено для тригонометрического предела. В настоящей работе доказано, что интегрируемость сохра
няется в рациональном пределе при добавлении осцилляторного члена, т.е. для оператора 

д /(/ + 1) , m(m + l ) % А П х х 1 Ч 

Ь ш = - А + Л • ; + — ^ — о — - + 4 ( J + m + l ) x 
х1 2г 

y f , 1 + — 1 ) | Г,-2(У I у2) 
\у/2тп + 1х + у/ШТТу y/2m + lx-y/2l + lyj ^ > 

А л г е б р а и ч е с к а я и н т е г р и р у е м о с т ь эллиптической Вг-системы К а л о д ж е р о - М о з е р а . Ска
жем, что уравнение Шредингера 

Ьф •= - Д</> + и(х)ф = Еф, х € R n , 

интегрируемо, если существует п коммутирующих дифференциальных операторов (интегралов) L\ = 
L, L 2 , • • •, Ln с алгебраически независимыми старшими символами Pi = £ 2 , ft ( О » ; • • > ) > И алгебра
ически интегрируемо, если существует еще один оператор LQ, коммутирующий с Li (г = 1 , . . . , п ) , 


