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Напомним , что простым кольцом называется кольцо й с нену­

левым умножением (Я3 о) , не содержащее собственных двусторон­

них идеалов. Кольцо называется альтернативным, если в нем любые 

два элемента порождают ассоциативное подкольцо. 

§ 1. Простые альтернативные коммутативные кольца 

Ча Международном математическом конгрессе в Москве профес -

сор Эрвин Клейнфелд поставил вопрос: существует ли простое альтер­

нативное коммутативное кольцо, которое не является полем. Недавно 

этого вопроса касался Кевин Мак-Крнммон ["9J , однако при чрезвы­

чайно сильных ограничениях: он предполагал отсутствие в кольце ниль-

потентных элементов. Ниже следует полный ответ на поставленный во­

прос. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Кольцо /? называется нильпотентным индек­

са 7-г , если существует такое натуральное число гг , что произве­

дение любых 7Z элементов из й при любой расстановке скобок ра­

вно нулю. 

Кольцо Я называется локально нильпотентным, если в нем 

нильпотентно всякое конечно порожденное подкольцо (каждое - своего 
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индекса). 

Докажем следующее 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Н е с у щ е с т в у е т п р о с т ы х 

л о к а л ь н о н и л ь п о т е н т н ы х к о л е и . 

Пусть / 7 - произвольное (без всяких предположений об ассоциа­

тивности) локально нильпотентное кольцо. Предположим, что /7 п р о ­

сто, и возьмем в нем произвольный элемент а * о . Рассмотрим 

(а) - идеал, порожденный элементом си , то есть всевозможные 

конечные суммы, с допустимыми коэффициентами, элементов вида: 

Р - оператор правого умножения на элемент Хсг 

ё£.х. - оператор левого умножения на элемент аг̂  
-с 

и, по крайней мере, один присутствует. 

(а) ч*= О , ибо в противном случае подгруппа, порожденная О в ад­

дитивной группе кольца Я , была бы двусторонним идеалом Я и при­

том собственным,так как Яа Фо , поэтому (а)^ Я . Значит, най­

дутся ш Я такие элементы , что 

Возьмем в р? подкольцо 3 , порожденное множеством элементов 

По условию оно нильпотентно; пусть индекс его нильпотентности £ 

Но тогда если в at/т. . . . . ts ~ S~ i раз подставить 

вместо а его выражение ( I ) , то из ( I ) следует, что <х= о . По­

лученное противоречие служит доказательством справедливости пред -

ложения. 

Теперь может быть доказана 

ТЕОРЕМА I . Е с л и / 7 - п р о с т о е а л ь т е р н а ­

т и в н о е к о м м у т а т и в н о е к о л ь ц о , т о / 7 -

п о л е . 
Если характеристика /7 отлична от 3, то справедливость утвер-
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ждения очевидна,ввиду ассоциативности Я , которая следует из извест­

ного соотношения: 

Zxy,z3-xfy,z3 + L*,z]y+3(*,y,g), (2) 

где [а, &3 = а£-£а - коммутатор элементов СУ , £ ; 

(&, &,с~) = (а 6) с - сс{€с) — 

ассоциатор элементов О- , & , С 

Поэтому далее считаем, что характеристика Я равна 3 , то есть 

в Я 3а = 0 для любого элемента СУ 

Заметим, что в этом случае в Я , во-первых, для любого чис­

ла 7i и любых элементов аг^ 

(П а,) = Z2*i. (3) 

Для rt&s это очевидно, так как <2у и <зг порождают ассоциативное 

подкольцо. Доказательство (3) завершается очевидной индукцией по гг, 

ввиду соотношения 

(£^1= + о» У = ( £ а, / н- « 4 . 

Во-вторых, для любого числа п и любых элементов Czc- в Я 

Доказательство (4) получается очевидной индукцией по гг , ввиду 

соотношения 

|7аи/)( ~](ху) = * у ху = а:3у3. 

(Скобки можно не писать, ввиду ассоциативности подкольца, порожден -

ного х. и у ). 

Известно (см. [ n j ) . что в Я куб любого ассоциатора равен О , 

то есть для любых а , 3 и с из Я 

(а, &, с)3 =• О. (°) 
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В самом деле, 

= (а3 в3) с 3 - а3 (в'с3) = ]g(ctSa) а\с3- а\а[33^ V сГ\г 

(в силу тождеств А^фанг). 

Предположим теперь, что Я неассоциативно. Тогда в Я найдут­

ся такие элементы CL, 6 и С , что ^ = (& 6,С) О . Ввиду про­

стоты /7 I идеал,порожденный S в /? , совпадает с /7 . Значит, 

в Я любой элемент х. имеет вид: 

Но из ( 3 ) , (4) и (5) следует, что -Х3= О . И так как характеристика 

Д равна 3 (отлична от 2 ) , то по теореме А.И.Ширшова Q4J Я ло ­

кально нильпотентно. Поэтому, ввиду предложения 1,оно не может быть 

Итак, допущение неассоциативности кольца /7 ведет к противоре­

чию. Следовательно, Я ассоциативно, и утверждение теоремы справед­

ливо во всех случаях. 

ПРИМЕЧАНИЕ. Произвольная расстановка скобок, используемая 

в определении 1 на произведении rz. элементов, весьма существенна 

для доказательства справедливости предложения 1. 

Покажем это на следующем примере. 

Напомним сначала, что кольцо /7 называется правонильпотент -

ным С индекса rz ) , если существует такое натуральное число rz. , что 

для любых элементов X, ~Э2г , . . • 7 'ОСп. нз Я sC, hLz2 & З^зу .jZ^C^O; 

кольцо Я называется разрешимым (индекса rz ), если существует та­

кое натуральное число тг , что Я(гг.) = 0 , где Я^^—Я и 

Всякое правонильпотентное кольцо является и разрешимым, но не нао -

борот. (Напомним, что, например, в классе альтернативных и в классе 

йордановых колец локальная правонильпотентность, локальная разреши -

простым. 

Й(с+ /) — # (с) *UС) • 
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мость и локальная нильпотентность эквивалентны (см. [23))-

Построим теперь простую локально правонильпотентную, а значит, 

и локально разрешимую алгебру Я над полем /Р . Пусть 

счетное множество независимых символов. Элементами алгебры Я бу­

дут всевозможные конечные формальные суммы А» OCi Х± , где ос^ е £ , 
С 

йС£ £ X . Сложение - формальное, умножение достаточно задать на 

X следующим образом: 

^-o—j • е с л и £ >J •) 

О , если L J. 

Локальная правонильпотентность алгебры Я сразу следует из того, 

что любое конечное подмножество ^ Xi, Хг } } ССп] элементов из я: 

порождает правонильпотентную подалгебру (индексаn+s) . 

Докажем простоту алгебры Я . Предположим, что У Ф О — дву¬ 

сторонний идеал алгебры Я . Пусть а = ^ сс • Х^ е '-У и 

т 
¥* О • Так как сс (&. ̂  о" 7 7 7 _ / ; е О , то сс, е. 7 . Но 

тогда и для любого С у i х^+г х^ = эс^ е У то есть 7 = Я • 

§ 2. Йордановы кольца простых 

альтернативных колец 

Пусть Я - альтернативное кольцо. Определим на его аддитивной 

группе новые операции: ^ - умножение о : сс о 3=0 3 •+• Sec и к о м ­

мутирование {_ J| : Q * , 33— сг6-3а . Относительно старого сложения 

и этих новых операций умножения в первом случае получается й орда но­

во кольцо Я^+* QlZI . а во втором - кольцо Мальцева Я^ С̂ З . Е с ­

ли $ (собственный)—идеал йорданова кольца Я(*^ или кольца Маль­

цева Яс~) , то У называется (собственным) р' -идеалом или соот­

ветственно (собственным) J)f -идеалом кольца Д 

И.Херстейн изучал Q5J кольца Яс^ и Я(~* для простого ас­

социативного кольца Я характеристики, отличной от 2, и получил 

следующие основные результаты: 

а) в Я нет собственных *J -идеалов, т.е. йорданово кольцо Я ^ 
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просто; 

б) если 7 - собственный JU -идеал /7 , то либо У лежит в 

центре /7 (и поэтому абелев), либо у Э \ / 7 , й \ 

Ниже будет показано, что эти результаты могут быть дословно 

обобщены на случай, когда /7 - простое альтернативное кольцо харак­

теристики, отличной от 2 и 3. 

Предварительно доказываются два вспомогательных результата. 

ЛЕММА 1. П у с т ь /7 - п р о с т о е а л ь т е р н а ­

т и в н о е к о л ь ц о , у - е г о с о б с т в е н н ы й 

J - и д е а л . П у с т ь , д а л е е , в У с у щ е с т в у е т 

т а к о й э л е м е н т у , ч т о д л я л ю б о г о 

dace У • Т о г а а с х — о . 

Предположим противное: а. Ф о . 

Рассмотрим идеал, порожденный а в / 7 . Ввиду простоты / 7 ; 

(сс) - /7 

Далее, так как ас о jz = сел: +аса<еу , то из условия леммы с л е ­

дует, что и sccz е У . Предположим теперь, что уже известно, что для 

любых элементов scf, • • -^п. и з ^? 

а п = cz <y^r a X z . . . -U^ (6) 

лежит в <J . Здесь 

J £ х . - оператор правого умножения на сс^ 

с 1 оС-у- - оператор левого умножения на х^ . 

Докажем, что для любого /7 а л • т о е с т ь &/т_у и у а п , 

снова принадлежат у" . 

Обозначим а IX~ £ / , ... через S , и пусть сначала 

есть fZ ~ , то есть о г „ = . 
п. 

Так как а п е У , то и сх^оуеу. Рассмотрим СУ п ° с/ : 

алоу = (6Хл)оу = (6х^)у+у(6<сл )=6(хпс/) +(6, аеа,у) + 

+уГбх-л) = 4{хл¥?+(¥,6,**.>+уГб*п>=6 (*п. <-/) + (ув>хп • 



Замечания о простых альтернативных кольцах 27 

Здесь 6(oz„u~)= all г ••• (J~- tt„ ,, имеет вид ( 6 ) и поэтому принад¬ 

лежит J . Значит, (с/6)Хл& J'. Ввиду произвольности с/ и зс^ ? 

(7) 

Так как Хлё имеет вид ( 6 ) , то Хп6& У , поэтому (Xn_S)o у е у . 

Отсюда и из ( 7 ) : 

у(хп.6)е7. ( 8 ) 

Далее, пусть &а-п есть а£ я-п , рассмотрим (агаё)о у , 

(хп6)оу = (зсп£)у + C/CXnS)^[CCrlS)C/+f^Xn)S ~ Cc/,xn, S) = 

= (ухп)£+ (xn6)y-(xn,g,</)^icfXn)6 +xn rSy). 

Так кеж. (yoCn)£=a{/xf...-£/:c^_f-CSyXn имеет вид ( 6 ) , то (ух^) Se У . 

Значит, и Хп(6у) е У • Ввиду произвольности аг^ и у : 

с/С&х^е <J. О ) 

( Ю ) 

А так как (о -Xп) о у е У , то и 

(ёх^у е У. 

Из (7) - (10) следует, что для любых cz^c/в У к уяг^е у . 

Значит, для любого числа т. и любых элементов сс^еЯ 

* •иССг . . . - а Х т е у. 

Но отсюда следует, что в /7 

ОФ (Сб)^. у а /7. 

Это противоречит простоте /7 . Поэтому Сс—о 

Лемма доказана. 

Л Е М М А 2. П у с т ь / ? - п р о и з в о л ь н о е а л ь ­

т е р н а т и в н о е к о л ь ц о и У - е г о ^ - и д е ­

а л . Т о г д а д л я л ю б ы х с З " и в и з 7̂ и л ю ­

б о г о ; * " и з / 7 [_&° £, е У 

В самом деле, [с2о £, xj= {а 6, ^ГЦ+ a r j . Но по ( 2 ) : 

\aS,cc~\=a.[_S,X~\+\a,x^6 +3(сх,6,х) , 

\&а,сс]=в {a?x~]+\£,<x~}ct -t- 3(S,a,x). 
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Так как (сг, 6, сс) + (S, ct, а г ; = а , то 

\ао б, ас~\ = а о {S,x^\ + S о {ja.,sc~3 • 

Но \ё,эс\ [а,з:~\& Я; Ct,6e У и У — £~ - идеал. Поэтому ас {&, х]е У 

и 6° {а,аГ\еУ. Значит, \ccaS, жГ] е У . 

Лемма доказана. 

Напомним ещё следующий результат Э.Клейнфелда : Если 

Д - альтернативное кольцо характеристики не 3 без идеалов с нуле­

вым умножением (в частности, простое) и если в Я найдется такой 

элемент а , что а г = сс Ясх = о, то сс = с> 

Теперь легко доказывается 

ТЕОРЕМА 2. П у с т ь Я - п р о с т о е а л ь т е р -

н а т и в н о е к о л ь ц о х а р а к т е р и с т и к и , о т ­

л и ч н о й о т 2 и З . Т о г д а й о р д а н о в о к о л ь-

ц о Д ^ т о ж е п р о с т о . 

Пусть у - собственный У -идеал Д . Тогда по лемме 2 

VpcoS,X~\ е У для любых а } 6е. У и асе: Д . Очевидно, что и 

(ссо £)а Х-£ У • Поэтому 

(<Х»6)ох+- \Ъ:о£,я:1:=2Ссг°6)сс= Cao S) (2JC-> <S У. 

Так как гс - произвольный элемент из Я и Я=£Д, то (его cfj асе У 

для всех сс е /7 . Отсюда и из леммы 1 следует, что для любых а^еУ 

а ° £ = О. ( П ) 

Из (11) получаем, что для всех СсеУ О*—О и , подставив в (11) 

вместо & СХ о сс , получаем что ссзссх = О для всех Ос £ У и 

осе Д . Отсюда и из названного выше результата Э. Клейнфелда 

следует, что Ос = О , Полученное противоречие служит доказательст­

вом теоремы. 

§ 3. Кольца Мальцева простых альтернативных 

колец 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Д - альтернативное кольцо 

file:///ccaS
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JV = {ne д \ (п, Д, /7)= о] 

называется ассоциативным центром кольца Д 

С = {се Д I 1с,/71= о) 

называется ассоциативным центром кольца Й 

Известно, что если Д - простое альтернативное неассоциативное 

кольцо характеристики, отличной от 3, то yV=C • Поэтому можно го­

ворить просто о центре Z простого кольца Д . Z является полем. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Альтернативное кольцо Д называется J) 

кольцом, если в Д для всех сс}с/, 2 и £ \~Р?,у30 > ^3 лежит в 

ассоциативном центре. 

Как показал Г.В.Дорофеев СО» всякое альтернативное кольцо с 

трямя образующими характеристики О является 27 -кольцом. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Алгебра Н над произвольным полем Ф с ба 

зисом у7 С , J , к , где 1 - единица И , и с таблицей умножения 

где OL j js £ ф называется алгеброй обобщенных кватернионов. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Если алгебра К над полем Ф содержит в 

качестве подалгебры алгебру обобщенных кватернионов Н, каждый эле­

мент из /ч" однозначно записывается в виде -y/h, где у, А е И , 

t£ - фиксированньй элемент f< , ^г=^- еФ^ и 2Г ^ ° » и умноже 

ние в К задается формулой 

где ф - кватернион, сопряженный с сг , то К называется алгеброй 

Кэли-Диксона. 

ЛЕММА 3. А л г е б р а К э л и - Д и к с о н а А ' н а я 

л ю б ы м п о л е м я в л я е т с я .2? - а л г е б р о й . 

В самом деле, для любых у^. , А± е Н 
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(так как hi к2 = (А2 hf)) 

= Ср,с + £ , / + . 5 , / О J, ( l 2 ) 

для некоторых piy с/,f SeФ • faeH . Далее, для любых Х^^у^&Н 

+ -аГу! ) ° (х2-ь <^Гу2 ) =[xfo vc2-Ytf-(yz д< +б/ у yz ~)J + (13) 

+ иГ[(&, +Х2)у2+ [х2 +х2-) 9 i 3 • 
Положив в ( 13) 

то есть xf=pfс + CFi(^'+S1 к И ^ Е Д И сделав аналогичную подстановку 

ЗС2т<*Гу2=\#3-*-игАЛг9++<*гА+~]' ввиду того, что 

xf+ ^c^~ocz + xz=xf Xz+ T2 XY — О 

и tfz У<+&Уг = У*У* + (Vz & ; е Ф 1 ' п о л У ч и м 

Что и требовалось доказать. 

Отсюда и из результатов Э.Клейнфелда | _ б ] • C7J имеем: 

СЛЕДСТВИЕ. В с я к о е п р о с т о е а л ь т е р н а ­

т и в н о е к о л ь ц о х а р а к т е р и с т и к и н е 2 

и н е 3 я в л я е т с я _/? - к о л ь ц о м . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. П у с т ь / 7 - п р о с т о е а л ь т е р ­

н а т и в н о е н е а с с о ц и а т и в н о е к о л ь ц о х а р а к -

т е р и с т и к и н е 2 и н е 3, £ - е г о ц е н т р , \Й й~\ -

л и н е й н о е п о д п р о с т р а н с т в о н а д 2 , п о р о ж д е н ­

н о е в с е в о з м о ж н ы м и к о м м у т а т о р а м и \&> &3 

Т о г д а л и н е й н о е п р о с т р а н с т в о / ? н а д 2. р а с ­

к л а д ы в а е т с я в п р я м у ю с у м м у п о д ­

п р о с т р а н с т в Z и [ > ? 7 / 7 j : /7 = . ? - f - [ / 7 , / ? 1 . 

Так как 2 = { / ] , то Zn [/? ;/?~|= О очевидно из (12) . Ясно , 

чтоc,J,ke. \й,Д~\. Положив в определении 5 9l=-c, Cf2= с, А,=Аг=^— , 

получим иГе Г>7, . Положив £ v = - 6 , С/г= L, hY=At = jr , п 0 -
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лучим с Л е D^J^U и т " д ' Дальнейшее очевидно. 

ТЕОРЕМА 3. П у с т ь /9 - п р о с т о е а л ь т е р н а ­

т и в н о е к о л ь ц о х а р а к т е р и с т и к и н е 2 

и н е 3, Z - ц е н т р к о л ь ц &,Й, У- е г о У& - и д е ­

а л . Т о г д а л и б о У % , л и б о .7 Э (~/7, /71. . 

Если /7 ассоциативно, этот результат уже известен C5J 

Пусть /7 неассоциативно, у - такой УУ( - идеал /7 , что 

Уп%ф У . Тогда по предложению 2 Уп [/7, /71 ^ С . Пусть 

У / 7 [/?, /7 J Ф [ /? , /7 J . 

Ввиду того же предложения 2, 6? = Уо | /^ /^]само является -идеалом 

кольца /7 . 

В любом альтернативном кольце выполняется соотношение: 

Г\*,у1,гЗ + [;Су,гЗ,х-1+£&,хЗ,уЗ=(5Сх, - (14> 

Поэтому для любого S е Q и любых ас, у е /7 

( s , x , y ) <s Ci . 

Ввиду этого Q - правый идеал кольца /7 . Рассмотрим S \~r^ 

Так как /7 является J) -кольцом и S (3 С /?J, то S°\jc,y~]ie Z . 

Значит}>с [cc^yj^e С? •+•£ . Так как любой элемент а представим в ви-

д р : ct—к+ ос , где К'е [Я^_\ , осе z , то отсюда следует, что 

3 + 5 / 7 £ < ? + 2 . А так как Q сг \j?> /?J, то G?+Z<=/7, то 

есть <д> + <2/7- собственный правый идеал кольца / ? . Но это противо­

речит результату Э.Клейнфелда о том, что в простом альтернативном 

неассоциативном кольце характеристики, отличной от 3, нет собствен -

ных односторонних идеалов t_S3 . Полученное противоречие доказывает 

теорему. Из теоремы 3, предложения 2 и (14) легко вытекает 

СЛЕДСТВИЕ. Е с л и /7 - п р о с т о е а л ь т е р н а ­

т и в н о е к о л ь ц о х а р а к т е р и с т и к и , о т л и -

ч н о й о т 2 и 3 , и к о л ь ц о /У(~^ н е я в л я ­

е т с я к о л ь ц о м Л и , т о ф а к т о р - к о л ь ц о к о л ь -

ц а /7^ ^ п о ц е н т р у е с т ь п р о с т о е к о л ь ­

ц о М а л ь ц е в а . 

ПРИМЕЧАНИЕ. При сильных дополнительных ограничениях на коль-
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цо Я аналогичный результат получил А.Сэйгл в QCT] . (Система ог­

раничений, наложенных А.Сэйглом на кольцо Я , такова, что ей не 

удовлетворяют даже классические числа Кэли). 
Поступила в редакцию 

21. Ш. 1967 г. 
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SOME REMARKS ON SIMPLE ALTERNATIVE RINGS 
K.A.Zhevlakov (Novos ib irsk) 

(Summary) 

I . I f (X i s a simple.commutative a l ternat ive r ing then CX i s 

a f i e l d . 

I I . Let Ct be a simple a l ternat ive r ing of character is t ic not 

2 ,3 , then 
a ) Jordan r ing ОС ̂  i s a simple r i n g . 
b ) I f У i s an idea l of Malcev r ing CX (~} then e i ther 7 con­

tains £Ct, ОС3 о г У i s contained in center Z of Ct(~} . In p a r ­
t i c u l a r , i f i s not Lie r ing then Ol^/z a simple Malcev 
rinp. 


