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НА МНОГООБРАЗИЯХ СОСТОЯНИЙ 

Е. А. Щорозова, Н. Н. Ченцов 

1. Совокупность всех вероятностных мер Р(-) на измери­
мом пространстве (Q, .5$) элементарных исходов © является 
выпуклым подмножеством полуупорядоченного линейного про­
странства всех счетно-аддитивных зарядов R, т. е. мер ограни­
ченной вариации на (Q,J&), С полуупорядоченностью ЭТОГО 
пространства согласована естественная норма — полная вариа­
ция заряда 

|Я|=я+(й)+;?-(а), (1-D 
где R+ и R- — соответственно положительная и отрицательная 
части R: 

R+{A) = supf>(B), £T(A)=-~iniR(B). (1.2) 
BCZA BCZA 

Естественная норма превращает совокупность всех вероятност­
ных мер на (Й, s4-) в метрическое пространство с метрикой 
v(P, Q) = \P—Q\. Однако хотя эта метрика и встречается в 
ряде вопросов теории вероятностей, в статистических пробле­
мах с этой характеристикой близости двух распределений ве­
роятностей дело иметь, почти не приходится. Другой известной 
характеристикой близости двух вероятностных законов являет­
ся расстояние Бхаттачария 

а 
Оно является римановой метрикой и задается для дискретного 
Q дифференциальной квадратичной формой 

м-SW- <'-4> 
а 

Сама по себе форма (1.4), называемая «информацией по Фи­
шеру», играет важную роль при формулировке и доказательст­
ве неравенства информации в теории статистических оценок 
параметра, но про расстояние (1.3) «в большом» этого сказать 
нельзя. 
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В формулировку основных закономерностей теории провер­
ки статистических гипотез входит информационное уклонение 
Кульбака—Лейблера—Санова 

3(P:Q) = $[lnP(da)-lnQ(da)]P(d(o). (1.5) 
п 

называемое также относительной энтропией. Как мы показали 
[11], [13], эта величина является своеобразным несимметричным 
.аналогом (половины) квадрата расстояния между распределе­
ниями Р и Q, и для этого расстояния справедлив несимметрич­
ный аналог теоремы Пифагора. Существуют и другие, правда 
несколько менее интересные, характеристики близости двух 
распределений, своего рода несимметричные меры ОТЛИЧИЯ ОД­
НОГО распределения от другого, см. [13], [18]. 

Важным свойством перечисленных характеристик близости 
•является их инвариантность относительно отображений сово­
купности вероятностных мер, индуцируемых обратимыми из­
меримыми отображениями выборочного пространства (Q, зФ), 
Эту инвариантность нетрудно вывести из формул для v, а, Э. 
Несколько сложнее проверить, что при необратимых отображе­
ниях индуцированные распределения вероятности сближаются 
в смысле указанных «характеристик непохожести». Как показа­
но нами в [13], это свойство «монотонной инвариантности» ука­
занных величин имеет место и относительно более широкой 
системы всех марковских отображений, т. е. аффинных отобра­
жений Л вида 

n:P->Pn=Q; Q({cdot})-fP(da))#(co; •), (1.6) 
ii 

где Я(ы; •)—переходное распределение вероятностей. Мар­
ковские отображения образуют алгебраическую категорию, см. 
[9], [28], также [13]. Классом ее объектов можно считать класс 

•всех измеримых пространств (Q, s£), или, как будем считать 
мы, изоморфный ему класс совокупностей всех распределений 
вероятностей на каждом из (Q, stf>). 

Содержательный смысл марковских отображений состоит в 
том, что они описывают статистические решающие правила в 
смысле Вальда [31], Оказывается, что два семейства вероят­
ностных мер {Рв

ш, ббв} соответственно на (QH\ s&a)), i—l, 2, 
оба с общим параметрическим множеством в, эквивалентны в 
теории статистического вывода, когда они конгруэнтны в кате­
горией геометрии, т. е. когда существуют такие марковские 
отображения Ш12 и Ш21, что 

P^ZZ/I2 = P f , Р^Ш»=Р^\ V066. (1,7) 

Определение I. Числовую функцию f, заданную на всех 
квадратах объектов категории, назовем инвариантом (пар), 
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если 
(Р,, P 2 )~ (Qi , Q8)=>/(Pi. P - ) - - / ( Q i , Q2) (1-8) 

для всех конгруентных пар, и монотонным инвариантом если 
всегда 

f(pup2)>f(plm,p2ai). (1.9) 
Очевидно, всякий монотонный инвариант является инвари­

антом в смысле (L8). 
Еще одной важной операцией является прямое умножение 

измеримых пространств и отвечающее ему тензорное умноже­
ние совокупностей всех вероятностных мер на них. Это умно­
жение функториально относительно марковской категории, см. 
[15]. Заметим здесь, что относительная энтропия (1.5) аддитив­
на относительно этого умножения, что выделяет ее, а также 
форму (1.4), среди других характеристик непохожести. 

2. Случайные явления микромира не описываются схемами 
классической (как теперь говорят, — коммутативной) теории 
вероятностей, потому что логика квантовых событий не яв­
ляется аристотелевой. Наиболее удобным способом задания 
объекта некоммутативной теории оказалась следующая алгеб­
раическая схема. Задается некоторая инъективная алгебра фон 
Неймана S3 ограниченных линейных операторов, действующих 
на гильбертовом пространстве 96, например, алгебра Ъ{36) 
всех таких операторов. Алгебра Э является некоммутативным 
(вообще говоря) аналогом классической (коммутативной) ал­
гебры всех ограниченных измеримых функций на пространстве 
элементарных исходов. Эрмитовы элементы алгебры Э называ­
ются (ограниченными) наблюдаемыми. Вероятностное состояние 
объекта задается неотрицательным нормированным нормаль­
ным (т. е. ультраслабо непрерывным, или, что то же, монотон­
но непрерывным) линейным функционалом Ф на S3, Ф : .9-*—>-
{to}R—аналогом математического ожидания но вероятностной 
мере, см. [29], [22]. Совокупность @(-Э) всех состояний Ф объ­
екта — выпуклое замкнутое множество в предсопряженном про­
странстве 33..., (-Э„.)*=Э. Эрмитовы идемпотенты Е алгебры 8 
являются ортопроекторами на соответствующие (замкнутые) 
подпространства &'=Е{9в) пространства 96. По аналогии с 
коммутативным случаем, где идемпотенты суть индикаторы 
измеримых множеств, эти подпространства называют события­
ми (а также «да-нет»-экспериментами). Очевидно, классичес­
кая схема является частным случаем некоммутативной, с ком­
мутативной алгеброй S3 ограниченных измеримых функций на 
пространстве исходов. 

О п р е д е л е н и е 2. По аналогии с коммутативным случаем 
естественно назвать марковским всякое аффинное отображе­
ние П: 

П: ©($, ) -* @(~.2). 

71 



По линейности Я продолжается до МОНОТОННО непрерывного 
линейного отображения прёдсопряженных пространств (зарядов), 
Я: 85i „.-->-952.... Сопряженное отображение П*: Sj-^^sf является 
R — линейным, неотрицательным, нормальным (монотонно не­
прерывным) и нормированным. Оно однозначно продолжается 
до С-линейиого отображения S—>-8i. Для простоты мы не бу­
дем различать Я и Я*; условимся, что Я пишется справа от 
состояния и слева от наблюдаемой. Нетрудно усмотреть, что 
система всех марковских отображений всех совокупностей 
•З(Э) образует алгебраическую категорию в смысле Эйленбер-
га — Маклейна [21]. Во-первых, тождественное отображение 
каждого объекта, очевидно, марковское. Во-вторых, композиция 
(последовательное выполнение) двух марковских отображений 
снова есть марковское отображение. В-третьих, эта операция 
композиции ассоциативна, поскольку это всегда имеет место 
для отображений. Ниже мы будем называть ее широкой мар­
ковской категорией. 

Алгебры -3 и их преддвойственные пространства можно тен-
зорно перемножать. Стайнспринг [30] заметил, что индуцируе­
мое этим умножением тензорное произведение марковских ото­
бражений может не быть не отрицательным и, тем самым, мар­
ковским. Он выделил подкласс вполне положительных отобра­
жений, замкнутый относительно операции тензорного умно­
жения. 

О п р е д е л е н и е 3. Отображение Я : -Э2-̂ -9i называется 
вполне положительным [30], если все отображения #®id r по­
ложительны, где id- — тождественное отображение ЗЭ(гЖ) в 
себя, dim Sf@T=r\ 

#®id,>0, VreN. (.2.1) 
Вполне положительные марковские отображения также об­

разуют категорию, которую мы далее будем называть узкой 
марковской категорией. В частности, результат взаимодейст­
вия квантовой частицы с частицами (случайной) среды описы­
вается вполне положительным марковским отображением. Да­
лее, по известной теореме Наймарка [б] о продолжении любого 
разложения единицы до ортогонального, выводится [30],. что 
все марковские отображения в коммутативную, алгебру фон 
Неймана или же отображения такой алгебры являются вполне 
положительными. Последние описывают акт (классического) 
измерения какой-либо числовой характеристики частицы [8]. 

Таким образом, определение 1, перенесенное в некоммута­
тивную теорию, дает нам две геометрических эквивалентности 
семейств состояний — широкую и узкую. Кроме того, по схеме 
определения 1 можно ввести эквивалентность семейств относи­
тельно измерений. Нетрудно установить для этих эквивалент-
ностей цепочку импликаций 

{узкая}=Ф-{широкая}-->{измерительная}. (2.2) 
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Справедливо следующее предложение о максимальных 
марковских конгруэнтных семействах. 

Т е о р е м а 2.1. Если вполне положительные марковские 
отображения Шп и Ш21 устанавливают конгруэнтность се­
мейств 

{Ф£0, еев}д_(®,), г—1,2, то т[, г=л,2, 
®(в;).Ш«-=в(«В}).з{Ф^}, i - x y = i ) 2 . (2.3) 

где Si's-B. — некоторые инъективные подалгебры фон Ней­
мана. 

Сходные утверждения справедливы и ДЛЯ широкой марков­
ской конгруэнтности. Доказательство немедленно вытекает из 
эргодической теоремы для марковских эндоморфизмов [19], 
[16], см. также [2], [17]. 

3, В этой работе для удобства мы ограничимся сепарабель-
ными пространствами Ж. Условие инъективности Э позволит 
ограничиться полными алгебрами 39(<3 )̂, <5{$8(Ж)) =<5(Ж), и 
использовать матричные обозначения для описания и наблю­
даемых, и состояний и марковских отображений [25], [7]. Для 
этого следует лишь фиксировать какой-либо ортонормирован-
ный базис в Зё. Тогда наблюдаемые A будут описываться 
эрмитовыми матрицами ( /а) , состояния Ф — неотрицательны­
ми эрмитовыми матрицами (cpf) со следом единица. Чтобы 
различать эти объекты, в первом случае индексы будут писать­
ся слева. Для описания марковского отображения П: <В(Ж1))-+-
{to}© (.З -̂20) надо указать базисы в Жа) и Ж2). Эти начальный и 
конечный базисы можно выбрать различными, даже если 

Л е м м а ЗЛ. Марковское отображение Ш:<5(2ё0))-+<&{2ё{2)) 
описывается четырехвалентным (унитарным) тензором (',«»*) 
со свойствами 

tr^(2)zz/:=2'y4=^; <3-2> 
2 Vh№*T\fl>o, (з.з) 

t,J,tt,t 

=(4 ,..,ч ...). (3-3) 
Здесь ^6 — символ Кронекера, черта означает комплексное 

сопряжение, и подразумевается суммирование по совпадающим 
верхнему и нижнему или левому и правому индексам. Смцсл, в 
котором понимается суммирование в счетномерном случае, уста­
новлен в [7]. Условие (3.1) обеспечивает сохранение эрмито-
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вости, условие (3,3) — сохранение неотрицательности, условие 
(3.2) — сохранение величины следа. Покажем теперь, как упро­
щается теория Стайнспринга [30] в конечномерном случае. 

Лемма 3.2. Матрица (juiih) вполне положительного марков­
ского отображения удовлетворяет условиям (3.1), (3.2) и; 

условию 

t.j.u.i _ _ (3 .4) 

* ( ъ > • • • I ( > , • • • ) - - - (lSi» • • • i пЪпч • • • )> 

более ограничительному, чем условие (3.3). 
Лемма 3.3. Матрица (уш.й) вполне положительного мар-

кового отображения допускает ([24]) разложение 

l
jmk

l = ^iiwi"{s)juill{s), Vi, /, k, I; , _ 

iwlt1(s) = iiulk{s), Vi, k, s. 

Следствие. Композиция вполне положительных марков­
ских отображений вполне положительна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия (3.4) вытекает, что мат­
рица (i'W') может быть интерпретирована как матрица неотри­
цательного эрмитова оператора, действующего в пространстве 
Ж{1)®Ж2\ откуда следует (3.5). Далее, любой неотрицатель­
ный ядерный эрмитов оператор в пространстве Ж{1)®Ж12) так­
же разлагается в сумму тензоров вида bipb]q, а Ш®\АГ — образ 
каждого такого тензора неотрицателен в силу 

^b'p-bjq-W- jiqrP8u- А,-*и<2- iva^l^btp-1щк-кРа\'>0. 

Наконец, условие (3.4) необходимо для вполне положительности, 
потому что неотрицательный эрмитов оператор в Ж(])<8>Ж(2) с 
матрицей (б1гб,-) отображается UJ®idr в оператор с матрицей 
(hvhu), где fiv

hu=vutuih при всех значениях индексов. В заклю­
чение отметим, что разложение Крауса справедливо и в счетно-
мерном случае. 

4. Взвешенная разность двух состояний одного объекта при­
надлежит эрмитовой части предсопряжениого пространства 
-ЭД — Lin @(-Э). Она описывается ядерным оператором. 

Определение 5. Пусть ГбЭ". Его положительную Г(+) 

и отрицательную Г'-' части определим через спектральное раз­
ложение: 

Г—2т^> Г (+)-2 т.*-?*. г н - - - 2 т д (4.1) 
Y>0 Y<0 
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Величины 
1гС+)Г — 1 г Г < + ) - 2 т * . 

Y>0 

1г(-)Г=-2ть |Г1—2ы, (4'2) 
Y<0 

назовем соответственно положительной, отрицательной и •"" 
вариацией Г. Разложения Г = Г<+>-Г<-) и зе=*&1+)&*-' ^е 
E ( + ) - = 2 I EA, £ H = 2 / EA. назовем расщеплен-

у>0 •у<0 
Л е м м а 4.1. Положительная и отрш. -льная вариации 

ГбЭ.н являются монотонными инвариантами в широкой мар­
ковской категории. Каждое Г6-Э,и конгруентно заряду rred на 
двухатомном измеримом пространстве й-={соь а>2}. 

r,«(fi)i) =tr<+>r, r r M ( o ) 2 ) = - t r < - T . (4.3) 
С л е д с т в и е . Положительная и отрицательная вариации 

Г<-.-Э„н образуют полную систему инвариантов Г в обоих марков­
ских категориях. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выбрав за базисные в &6W и -Ж(2) 

собственные векторы Г и ТШ, проводим построения, известные 
в коммутативной теории, см. [13, лемма 5.9]. 

Применяя эти результаты к линейной комбинации СОСТОЯНИЙ 
х¥—гФ, получаем два семейства 

ц<±) ( 2 ) = t r (W~Z®) •*>. {mu}(+> (г) _ ^ ( - ) ( 2 ) = 1 - 2 , 

VzeR, (4.4) 
монотонных инвариантов пары (Ф, lF). Любое из них задает 
полную систему инвариантов, когда Ф и W коммутируют как 
операторы, см. [13]. 

В общем случае вопрос о полной системе инвариантов пок 
не решен [3], Соответствующее наше утверждение в [26] являе1; 
ся ошибочным, так как коммутируемость СОСТОЯНИЙ есть инва­
риантное свойство в узкой марковской категории. 

5. Пространства с метрикой должны удовлетворять аксио­
мам 1° p(x, у)>0, 2° р(х, у)=~0=^у=х, 3° p(x, у)=р(у, х), 
4° р(х, z )<p(x, y)~\-p{y, z). Когда выполнены только аксиомы 
1°, 3°, 4°, говорят о псевдометрике. Мы рассмотрим более экзо­
тический случай несимметричной метрики, когда не выполнена 
аксиома 3° (но аксиома 4° выполнена именно в указанной 
форме). 

Т е о р е м а 5Л. Если на всех объектах @(-Э) задана метрика 
р(Ф, lF), монотонно инвариантная в узкой марковской катего­
рии, то 

р(Ф, 4 0 > — p(i?i/2, / ^ Н Ф - П (5.1) 
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где | Ф—W |— полная вариация (следовая норма) разности 
Ф— W, Яд — распределение вероятности на алгебре с двумя ато­
мами, 

R e ^ t f e M - e , Re(co2) = l - 8 } . (5.2) 
З а м е ч а н и е . Если метрика р несимметрична, то 

р(Ф, ^ )>-L |0_Y| .min{p ( / ? i / - , Rui), Р(#щ, Rm)}. 

Доказательство. Пусть Ж—(§(+>®.F(""> -— расщепление для 
ядерного оператора Ф—W. Сужение состояний на двухатомную 
булеву алгебру с атомами &{+) и &{') леммы 4.1—вполне по­
ложительное марковское отображение. Отсюда 

р(Ф, ¥)>р(Ф г е„, У[ей) и | ф - ¥ | — |Фге—-¥ге11 | . 
Следовательно, достаточно доказать теорему для распределе­
ний вероятностей на двухатомной булевой алгебре. Каждое рас­
пределение вероятностей Re на ней описывается (5.2) вероят­
ностью первого атома R6(a\) = 0, O<0{le}l. Марковский эндомор­
физм совокупности {Ro, O.<0{le}lJ описывается аффинным отоб­
ражением отрезка (0 :0^6.<1} в себя. При этом 

| Я й < - - > | = 2|е ' — 9'+ (5.3) 
Л е м м а 5.2. Если O < 0 i < 0 j < 0 2 < 0 2 < -> TO марковский 

эндоморфизм Я совокупности {Rg} с матрицей 

о—о, е2—о. 

©4(1—©;')—в; (1—е̂ ) e ^ - e j e ; (5.4) 

0 ;_е ; о2—о; 

отображает /?е- в RB-, R^ в Re>. 
1 1 "2 2 

С л е д с т в и е . Если /(Ф, ¥)-монотонный инвариант узкой 
марковской категории, то /{Re>, RB')> f (Re% Re») в условиях 
леммы. 

Л е м м а 5.3. Пусть O<0o{le}l, 0<<7{le}l, Qh=Q0q*. Тогда мар­
ковские эндоморфизмы совокупности {jRe} с матрицами 

Ш--(Г ' - ? " ) (5.5) 
отображают по правилу RekLLI'l—RQk+n. При этом 

Обе леммы доказываются простыми вычислениями. Перейдем к 
доказательству теоремы. Пусть Ф г е а = < А , 1~-pi>, T f e d = 
= <#>, 1 - p2>> % = тэх{ри p2l l — A , 1—p2}. 
Не ограничивая общности, можно считать 0о—р.. В противном 
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случае перенумеруем исходы (что описывается обратимым мар­
ковским отображением распределений) или переставим аргу­
менты. Заметим, сверх того, что при ,-•-=-р2 неравенство три­
виально выполнено. Поэтому мы можем считать, что 6 о = 
—Pi>P2 и 8o--=pi>1/2. Обозначим q=p2-pi_1<l, и построим 
точки <dh~%-qh, k = \, . . . v, где 8,-1>1/4, 8v<1/4, так что qh — 
=-='8-..0о"1>1/4> k=0, 1, ..., v—1. По монотонности р, неравен­
ству треугольника, следствию из леммы 5.2 и оценке (5.6): 

V • р (Ф-еа, Tred) > P (RGo' - \ ) + • ' " + Р ( j V . • j?0v) > 

>p(j?e„' ^ev)>P(j?'/2, -R1/4); 
V - | a ) r e d - , F r e d | — 2 | e o - e 1 | + . . . + 2 ^ - v + l j e v - l _ e v | < 

< 8 | e 0 - 6 v | < 8 . 
Поделив первое из неравенств на второе, получаем (5.1) для 
двухатомных распределений вероятностей, что и требовалось. 
Для несимметричных расстояний может быть р2>Р\- Тогда 
надо строить точки ®h=Bo-qh, где 80—••pz-Q—P\-p2~l-

6. Изучим строение естественных функций потерь L(<D, 'ЧГ) 
в задаче оценки состояния. Мы предполагаем, что функция L 
задана на всех квадратах объектов @(-Э), неотрицательна: 

1(Ф, Ф)-=0; Q=-~-4/{Rightarrow}L(®, ¥ ) > 0 , (6.1) 

и монотонна в узкой категории: 
Ь(ФП,ЧГП)^Ь(Ф,У). (6.2) 

Мы допускаем, что L может принимать значение +оо.. 
Рассмотрим сперва значения l(x, y)=L(R:c, Ry) на двухатом­

ной булевой алгебре. 
Л е м м а 6.1. Функция 1(х, у) на квадрате 0{le}x, «/{le}1 тож­

дественно равна нулю на диагонали х=у и строго положитель­
на вне нее. Функция 

/ ( г ) = in! l(x, у) (6.3) 
\х—у\>г 

монотонна и строго положительна при г > 0 , f(0)==0. 
Доказательство. Первые два утверждения следует из (6.1), 

а МОНОТОННОСТЬ f следует из определения (6.3). Рассмотрим 
подмножество Q(z)—.((x,y) : \x—y\~^z, 8<x, t/{le}l}. Оно ком­
пактно. Поэтому существует сходящаяся последовательность 

(хп, у»)^-^, y*)eQ(z), lim l(xn, yn)=f(z)'. 
Пусть х*<у*. Возьмем любой отрезок [xo, у0] такой, что x * < x 0 < 
<г/о<У*. Тогда [х0, уо]с:[хп, Уп] при /г>д0. Отсюда /(xo,£/o)< 
{le}--(xn, Уп) при п>д 0 , и 0</(x0> yo){le}f(2). Если х*>у*, прове­
денное рассуждение надо применить к отрезкам вида [у, х]. 

Т е о р е м а 6.2. Если заданная на квадратах объектов @(S9) 
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функция L удовлетворяет условиям (6.1) и (6-2), то 
' 1 ( Ф , ¥ ) > / ( | Ф - ¥ | ) , (6.4) 

где функция f(z), определенная формулой (6.3), монотонна и 
строго положительна при z>0, f(0)== 0. 

Доказательство. По монотонности'// и лемме 4.1, применен­
ной к разности (Ф—-Ч б̂-ЭЛ 

Ь(Ф, ¥ ) > 1 ( Ф г е й , г Г г е Ч ) > / ( | Ф г е с 1 ~ г Г г е с 1 | ) — / ( | Ф - г Г | ) 1 

где среднее неравенство вытекает из леммы 6.1. 
Если монотонная функция ^ Ф , гГ) вместо (6.1) удовлетво­

ряет условию Р(Ф, УР)ФР(Ф, Ф) при <D{ne}47, то F(<b, W)> 
>c+f(\G>-4?\), где c = F(0, Ф)=*Р(Ч?., х¥), а функция / по­
строена по (6.3) для Ь(Ф, Ч')=Р(Ф, Ч")-с. 

7. Инвариантные римановы метрики особенно интересны тем, 
что определяющие их эквивариантные дифференциальные квад­
ратичные формы позволяют выписывать информационные не­
равенства, см. [8]. 

Фиксируем какой-либо собственный базис ядерного операто­
ра состояния, Ф, ^ -=®5"" , В нем Ф будет описываться диаго­
нальной матрицей diag<pi, р2, •. .>, где Л=ф/— собственные 
числа. В этом же базисе дифференциал йф будет описываться 
эрмитовой матрицей со следом нуль: 

d - / -6? + iT|*, (7.1) 
где | и г]-вещественные и мнимые части дифференциалов, а 
символ d опущен для упрощения обозначений. Имеют место 
связи 

S i - i t , ч / = - ч А , Vk, l\ г)£ = 0, Vk; 2s*-=-0- (•7{cdot}2) 
А 

Таким образом, полную систему линейных вещественных коор­
динат в касательном к <3 пространстве образуют переменные 
|Л т]/' при k<t, а также все переменные £„*, кроме одной из 
них. Для упрощения удобно записать искомую квадратичную 
форму через все i,A см. [28],'с помощью коэффициентов и, v, w 
полярной билинейной формы: 

Qo(d©)=2«№+2 £ <ъН+^™1Ш,. (7.з) 
Простейшие вполне положительные марковские отображения 

действуют по формуле 
ФЯ/5--=5Ф5*; ( X ) = ( V v , ) , (7.4) 

где «S — унитарный оператор. Отображение Шв, очевидно, обра­
тимо, И {Ф, Щ~{ФШа, йШа}. 

Лемма 7.1. Если дифференциальная квадратичная форма 
(7.3) унитарно инвариантна, <2Ф(с1Ф) =Qu0 v*(dUa>U"), то она 
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тождественно равна 

2 « М * + 2 («iS+«a)S^+22 «ЙКДО+Ы)']- (7-5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть симметрия S есть отражение 

первой оси 3?{У). Оно меняет знак у элементов первой строки 
и первого столбца, кроме диагонального. Так как {Ф> ЙФ}-— 
~{ФШз, йФШв}, то значение формы Q сохраняется, и оно тож­
дественно равно полусумме исходного Q и выражения, отлича-. 
ющегося знаком минус при членах, в которые индекс 1 входит 
один или три раза. В полусумме эти члены взаимно уничтожа­
ются, а остальные сохраняются. Проделаем эту операцию по­
следовательно при всех k = l, 2, . . . В результате придем к 
форме 

+2 2^^+2^N)2- (7-е) 
где все двойные суммы взяты по парам j<k. 

Теперь применим к аргументам Ф и йФ операцию поворота 
первой «оси» в себе, индуцированного умножением на мнимую еди­
ницу. При этом -У {to} rift, Л/, {to} — -Bft. Снова усредняя полученные 
результаты, уничтожаем члены при ^гц! и объединяем слагаемые 
(£.1)-+ (т^)2. Если в исходной форме положить все ^----О, то из 
Я-инвариантности формы Q получаем й*1-4 = таД. Проделав поворо­
ты при всех / -=1,2,- . . . , приходим от (7.6) к (7.5). 

Т е о р е м а 7.2. Если дифференциальная квадратичная фор­
ма (7.3) инвариантна в узкой марковской категории, то она 
тождественно равна 

Qo(d®)--=c.2(^r(^)2+22c(^^)irffp/i2' (7-7> 
где с(х, у) — функция в области 0<л:, «/{le}x+y{le}l, причем 
с(х, х)=с-х~\ с(х, у)=с(у, х). 

Доказательство. В коммутативной теории инвариантная ри-
манова метрика единственна с точностью до множителя. Отсю­
да по (1.10) iijkjh = 0 при ]фк, Ukkhll = c{Ph)~l, и первые два 
слагаемые (7.5) дают первое слагаемое (7.7). Построим те­
перь марковское отображение Ш из @(Э) на 62. i = 

=<3(S9(2?(«©S ,(W)®C) по формуле ЧГШ=Т®у, 
T~(Ej-}-Ek)W(Ej + Ek), Y=.tr¥-i ty-<, (7.8) 

и отображение Ж:@2,l{to}@(•Ф) I 
{ТЩЖ^Т®^(Н-Е]-Ек)Ф(Н-Е]-Ек). (7.9) 

Легко проверить по критерию (3.4) их вполне положительность. 
На операторе 'Ф'—Ф и дифференциале dW—Ц отображения 
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Ш и Ж взаимно обратны, -у (Ф) =-= 1 — ру — /-й. Отсюда •иЦ(Ф) = 
= и1/1(ФД1)~иЦ{р], рц). Поскольку перенумерация осей i.?(ft) 

есть унитарное преобразование, то аЦ (x, у) = с(х, у). 
ЕСЛИ р — pft) то любой поворот плоскости 3?u)®3?(k) остав­

ляет Ф инвариантным. Поворот Я на я/4 переводит d<l>-= 
--(SjHiO" в йФ-7-(77М£И} =lEjJ + i ^ H - T j - Ч т 0 Д-т 
с{р,р) = с/р. 
- Лемма 7.3. Если инвариантная дифференциальная квад­
ратичная форма <ЭФ слабо непрерывна по Ф, то функция с(х,у) 
в ее разложении (7.7) положительно однородна в минус первой 
степени: 

с{х,у)=Х-с(Хх,Ху), Vl:0<X{le}(x+t/)-1. (7.10) 
Доказательство. Рассмотрим марковское отображение раз­

множения Я : @(-Э)->-3(Э®Э(^Г1)), действующее по формуле 
4 /^¥®-l i„ . • (7.11) 

Оно обратимо на образе @(-5)Я. По конгруэнтности {Ф, йФ} 
и его образа 

с(х,у)=п-п-2с(хп-\ угг1) =v-1c(xv-1, yv~1)-
Обозначая х'=хп~\ уг = уп~\ приходим к (7.10) с рациональ­
ным X. 'Справедливость в общем случае следует из непрерыв­
ности. 

Теорема 7.4. Всякая инвариантная дифференциальная 
квадратичная форма со свойством (7.10), в частности слабо 
непрерывная, удовлетворяет принципу сложения информации 

Cd [Ф®¥]) = <2Ф (ЙФ) + Qv (dW). {7.12) 
Доказательство. Выберем собственные базисы операторов 

Ф = сНад<р1, р > и Ч-—diag<<7i, q%...">. В тензорном про­
изведении этих базисов только матрица дифференциала 
й(ф®4?) = ф®(d'lF) +(с1Ф)®хУ имеет много нулей, и 

Q (d [Ф®¥])= 2 (PiVkP [Pid^l + qkdtY + 
i,k 

+ 2 2 c Ow*» Pt4i)\Ptdtf\2 + 2 2 c (Pt<?k> Ptfb) I ^d% I— 
i;k<i i<j;k 

— .2ы-11^|2+2(лг11^|2+ 
+ 2 2 с (?ъ qt) | d^* |2 + 2 2 с (Pt, Pj) | tfq>'y |z, 

k<l Kj 
где мы воспользовались правилом (7.10) и равенствами 

2л-2**--. 2^=2^=°-
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8. Если предположить, что риманова метрика с формой Q 
не ТОЛЬКО инвариантна, но и монотонна в категории, для коэф­
фициента с(х,у) формы (7.7) можно указать оценки. 

Л е м м а 8Л. Если метрика монотонна, то 
c{x,y)^Q2-c(Qx, Qy), V6:0{le}9<L (8.1) 

С л е д с т в и е . В условиях леммы свойство (7.10) выпол­
няется при всех % без требования слабой непрерывности. 

Доказательство. Зададим вполне положительный марков­
ский ЭНДОМОрфИЗМ Ш СОВОКУПНОСТИ ©2,1=® (Э (5^2) © С) СОСТОЯ­
НИЙ гР = Р®-7, .-7+trP=-l, формулой 

W#/ = eP®[-7+( l -6) t rP] . (8.2) 
Его можно продолжить до эндоморфизма совокупности 
©(•З'ё'з)—-З-ы, описываемого в базисе 5^ 2 ФС=^з четыре-матри-
цей третьего порядка )Ш! 

Ш'ъШ\ 

Ее вполне положительность вытекает из критерия (3.4). Если 
<D=-dfag< х, у, 1 —х — у > , то ФА-Z/= diag < Qx, Qy, 1—ex —6У > • 

по предположенной монотонности С$ФШ(С1ФШ)<СС1Ф{С1Ф) следует 
(8.1), что и требовалось. 

©виду однородности (7.10) функцию с(х,у) естественно 
оценить на границе области задания, т. е. при х-\-у = 1, у = 
= 1—х, х,у>0. 

Т е о р е м а 8.2. Если риманова метрика р монотонна в ка­
тегории, то выполнены неравенства 

1 1)<с(х,А~.х)<с1±, *2\[4х(\-х)] 

Аналогично, dO—L Q ] ® 0 - ) = Qd<f>. Отсюда 

С. тг 

1 
2' 2 
х>х' >4}=>с (х, 1 

с(х, 1 — х) 
1-х 

-х)>с{х', 1-х'), 
dc(x, 1 —-х) 

" dx ' 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 

Доказательство всех этих неравенств проводится по одина­
ковому плану, подбором соответствующего марковского эндо­
морфизма совокупности @(ЭЭ(3#2))- Пусть- x > — > l ~ x . Рас-
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смотрим эндоморфизм П с четыре-матрицей второго порядка 
/1—0 0;0 l - f l \ 

о ф о 
"о Ш 0" 

v i - o oio 1—&у 
Она вполне положительна при всех ^[О, 1]. На операторы 

с матрицей diag<x, 1—х) действует по формуле 
[diag<x, 1— A.>]#=diag<x—-ФА, 1—x+M>, где А=х— (1— х) =, 
= 2л.—-1>0, по предположению. A для вещественного диффе­
ренциала d<D=( ?o ), йФП = йФ. Так как при изменении •& от 
О до 1, х'^х—'&А пробегает все значения в интервале 
[х, 1-х], то отсюда, по монотонности Q<x>n (dФЯ){le}Qф (d©), 
следует (8.4). В частности, при Ф= —1/2, получаем левое не­
равенство (8.3). 

Рассмотрим теперь при 0<л;<1 эндоморфизм Ж с 
матрицей 

О ! О ]/x(1 — -y)N 

\~х \\fx(\-x) О __У х (1 —хУ-х О 
•x) 0 | 0 1-х 

и его действие на операторы и дифференциалы указанного вы­
ше вида. Имеем [diag<---, \ >]Ж=diag<x, 1-х), йФЖ= 
—2^х{\—x) йФ. Выписанная четыре-матрица вполне положи­
тельна по критерию (3.4). Отсюда, по МОНОТОННОСТИ метрики И 
свойству (7.10), получаем левое неравенство (8.3). 

Наконец, рассмотрим эндоморфизм Щ с вполне положитель­
ной при 0<т9'<1 матрицей 

0 
0 

У 1-ф 

0 
0 
0 
0 

! 0 
! 0 
! О 
! 0 

У1--д 
0 
0 ' 

1—0 
На интересующие нас операторы и дифференциалы он дей­
ствует по формулам 

[diag<x, \-х)\Щ=&щ(х + Ъ(\-х), (l—x)(l--fl)>, 
с1ФЩ = УТ^&аФ, 

Отсюда по монотонности получаем 
с(х, l ~ x ) > ( l - 0 ) . c ( x + 0 ( l - x ) , 1~х~->&{1-х)), 
®с(х + д,.\—х — 8)>с(х + 8, \~х — Ъ)—с(х, 1-х), 

где б-==-Э'(1 —х)>0. Поделив to6e часта на 6, приходим к не­
равенству 

с(х + 8, I-х—5) ^ с(х + 8, 1—х~б)—с(х, 1-х) 
л__х , . .>_ - . , 
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Выражение справа неотрицательно. Выражение слева ограни­
чено по (8.3) при любом б<1—х , т. е. •&<.!, и монотонно-
убывает по (8.4) при 6{0. Если предел справа существует, то' 
он является правой производной и для нее выполнено нера­
венство (8.5). Так как функция с(х, 1-х) монотонна, то она 
имеет производную почти всюду. В исключительных точках 
выполняется аналогичное неравенство для локальной констан-' 
ты Липшица. Теорема доказана, 

Так как совокупность @(-Э) выпукла, то можно рассматри­
вать значения квадратичных форм У Ф ( - ) не только от диффе­
ренциалов, но и от конечных приращений. Для классической 
фишеровской информации (т. е. для АФ, коммутирующих с Ф) 

<ЭФ0чг (А [Ф®¥]) = Qo (АФ) + Q-y (А^) + Qo (АФ). Qv (AY). (8.6) 

Т е о р е м а 8,3. Если задающая монотонную риманову мет­
рику квадратичная форма Q удовлетворяет обобщенному прин­
ципу сложения информации (8.6) при любых самосопряжен­
ных приращениях АФ и AW, то отвечающая ей функция 
с(х, у) удовлетворяет функциональному уравнению 

с(ри, qv)-{-c(pv, qu) = 2c(p, q) -с(a, v) (8.7) 
при всех допустимых значениях аргументов 

0 < p , q<p+q*^l, 0 < u , и < и + о < 1 . 
Доказательство. Пусть Ф = diag { рх, р2,... > , ¥ — 

= diag { qu q2>... ) , приращение АФ сводится к недиагональному 

возмущению Аф;- — Аф{, аналогично Д^:Дч|)..! = .Дя|}/.. Поскольку 

A(<D.®-.0= Ф® (AW)-f (АФ)®¥ + (АФ)®(ДЧ'), 

Q e ® T (A[0®T] )=2 2|c(-a.7A, Р*яд\ РаМ>*\2 + 

+2.2с(.°^р' ^р)крДфЯя+2[-?ср/у*. pfli)+ 

+ c{pLqh /7^)].|ДсрЯ2-|Ая|)?|2. 

Так как S p a = 2 ^ — 1, то, вынося ра и q9 по правилу (7.10), мы 
приводим первые два правых слагаемых к виду 

2с(qb, qt)\A$\*=Qv(№); 2c (Pl, P]) | Acpj| - _ Q0 (Дф). 

Отсюда, если (8.6) выполняется, последняя сумма в квадрат­
ных скобках должна приводиться к произведению, т. е, соот­
ношение (8.7) должно выполняться. Нетрудно выкладкой про- ' 
верить, что условие (8.7) является и достаточным для выпол- • 
нения (8.6). ,j 
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Л е м м а 8.4. Функциональному уравнению (8.7) удовлетво­
ряют функции 

с(и, v)=*c\uav-a-\-u-ava](uvy (8.8) 
при любых вещественных а .и р. Они вещественно однородны 
в минус первой степени при р=—1/2. При 0{le}a-<l/2 эти по­
следние удовлетворяют неравенству (8.3). 

Доказательство следует из тождества: 
[««-»-« + •u~ava] [paq~a -f- p~aqa] = 

= [(pu)a {qv)~a + (pu)-a (qv)a] + \{pvY (qu)~a + (pv)~a (qu)a]. 
В частных случаях имеем, см. [9], 

дФ(^Ф)=^г[ф-1(^Ф)2]. а - 1 / 2 ; 
Qo(d®)—ctr[d0)O-I'2(d®)(I>-1/2], a = 0. 

9. Класс функций c(p,q), заданных в замкнутой области 
O<p,<7<.0+-7<1, (9.1) 

удовлетворяющих необходимым условиям 
с(р,р)=ср-\ (9,2) 

c(p,q)-c(q,p), (9.3) 
полученным в теореме 7.2 и условию (7.10), не исчерпывается 
решениями функционального уравнения (8.7). 

Т е о р е м а 9.1. Следующие функции c(p,q) удовлетворяют 
условиям (9.1), (9.2), (9.3), (7.10), и задают некоторые рима-
новы метрики 

-—-:ds - — tr[<D(d#)2], dO>-(dtf)ci)+0(d/?); (9.4) 

yJ+VJJ:ds^i-tt{dyof, s = » 2 a r c c o s t r ( / o / - / ) ( 9 . 5 ) 

In JO—In q 
P—Q 

:ds2 = tr[(dln(D)(d<I>)]; (9.6) 

l^ljip:ds2 = tx[0{dinQn (9.7) 

1 :dS2 — tr [O- 1 /2(^Q)Q-l /2( r f0] ; (9.8) 
Vpq 

Jia I „2a 
- ^ - P - - Ыз^1х[Ф—УЦс1Ф)Ф«-УЦёФ)]; (9.9) 

"Hy+T):flfs2=tr[rlW]- (9Л0) 

Все эти функции задают некоторые средние обратных вели­
чин р и q и выписаны в порядке возрастания, от обратного к 
среднему арифметическому р и q до обратного к их среднему 
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гармоническому (т. е. среднему арифметическому их обратных 
величин). При этом, среднее (9.9) растёт с увеличением а. 

Доказательство. Проверка условий (9.2), (9.3) и (7.10) 
элементарна. Разве что для (9.6) и (9.7) надо раскрыть неоп­
ределенности. Мы опускаем также проверку монотонности вы­
писанной таблицы. В самом сложном технически сравнении 
(9.7) и (9.8) надо перейти от р и q к их логарифмам и срав­
нить возникающие после преобразования ряды с положитель­
ными слагаемыми. 

Л е м м а 9.2. Функции c{p,q), описанные формулами 
(9.4) —(9.10), удовлетворяют неравенствам (8.3) — (8.5) теоре­
мы 8.2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выполнение (8-3) вытекает из по­
следнего утверждения теоремы 9.1. Выполнение (8.4) вытекает 
из легко проверяемой монотонности с(х, 1—х) при x ^ l / 2 , 
сводящейся к проверке — c(x,l—х)~^0 в области — < д ; < 1 . 
Наконец, неравенство (8.5) проверяется самостоятельно. 

10. ДЛЯ проверки инвариантности построенных римановых 
метрик мы используем описание семейств состояний, конгруэнт­
ных в марковской категории, см. [25], [1]. 

Л е м м а 10.Г Если два семейства состояний {Qf^jaSj и 
{Ф^}9®2> 66®, конгруэнтны относительно узкой марковской кате­
гории, 

veee, Ф^)Я1---Ф^1 Ф ^ - Ф ^ , (io.i) 
то {Ф^} и {Ф^2}} суть семейства состояний, соответственно стаци­
онарных относительно марковских преобразований Я'2Я21 и Я21Я12. 
Конгруэнтность (Я12, Я21) продолжается на совокупности ©}Я)С 
с®, и ©wJcSj всех стационарных состояний этих марковских 
преобразований. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нуждается в проверке только послед­
нее утверждение. Пусть 

хуащ^П^ -•Г<1>е@1. (10.2) 
Обозначим Ч ^ - Ч ^ ' Я - 2 . Тогда 

-да (я21Я12) =Чг<1> (П12П21) Я12=-Ч"2>е<32. 
Строение семейства ®(П ' всех состояний, стационарных от­

носительно марковского оператора -Я, изучалось нами в [1] и 
[25] для конечномерных гильбертовых пространств I и в [2] 
и [16] для сепарабельиых Ж. Из проведенных там рассмотре­
ний для dim(5$?<{infty} вытекает следующая: 

Т е о р е м а 10.2. С каждым марковским оператором Я на 
•3(«5$) связывается разложение 

' ^ = ж 0 © © ^ , d i m - J ^ O , Ш т Ж „ > 1 , w>\, (10.3) 
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так что в соответствующем базисе матрица каждого Я-ста-
дионарного состояния Ф имеет вид 
' . w 

и=1 

При этом, если отвечающий Ф набор (Ф ,Ф»} фиксировать 
и варьировать веса qu, то получающиеся матрицы также будут 
отвечать Л-стационарным состояниям, так что 

@"==Join{@m. ....б-7-»}. (10.5) 
С каждым сектором JT связывается своя числовая система 
K = R , С, Н или — С1Ц, а также формальная размерность т над 
системой К, В случае чисел Клиффорда С1̂  обязательно т=2, 
Кит определяются совокупностью атомарных стационарных 
мер сектора JC и её симметриями. 

При K = R , H, CJ2v существует разложение 
.yf-=C"®C-v®Cf (10.6) 

в тензорное произведение подпространств, в соответствующих 
базисах которых матрица состояния Фи из сектора Jfu имеет 

в и д • - . , . : 
/ . . . 2v \ т 

( I . " . V • >•-=! •• / / • ; = - . , • 

где r'*F-=1-Pu— фиксированная для данного Д неотрицательная 
эрмитова матрица со следом 1, т. е. фиксированное состояние 
на ©(,#,), ' 

( 2v • \ /л' 

т£у + 2 > л И :'- (10-8) 
-=.1 / г , / = 1 • 

•—любая нормированная, т. e. trF—1,. неотрицательная эрми­
това матрица над числовой системой Ku . с единицами 
I, е.,. . . , &2v, bv , s — канонические представления единиц число­
вой системы К-». 

При К —С, C12v+i существует более, сложное разложение 
каждого сектора: 

Ж = Ст®С^®(0'®0"), (10.9) 
в фиксированных соответствующих базисах которого матрицы 
Фи из сектора Jfu взаимно-однозначно представляются в виде 

Ф = U - v . o ' + 2 ? № . - ) ®~У'® 

/ 2V+1 V 

• . ,.. _ .©. f-T^bv.0—2 Ti-'bv.J es> -̂, ,. (Ю.10) 
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с фиксированными эрмитовыми Чг/ и Ч-"" 
W, Ч7">0, t r 4 " + t r Ч" - 1 ; (10.11) 

соответственно двум каноническим представлениям числовой 
системы Ки с единицами 1, е., . , . , e2v+.. 

Доказательство сформулированного утверждения дано в 
§ 5 нашего препринта [11 Оно использует тот факт что Я-ста-
ционарные заряды Н, ' 

З Я = Н (10.12) 
образуют расщеп, т- е. множество Н, удовлетворяющих (10.12), 
образует линеал, в котором из (10.12) вытекает 

В+Я-Е+, Н-Я = 3 - , (10.13) 
где Н+ и S- — положительная и отрицательная части заряда 
Н, см. подробнее [1], [2]. 

Л е м м а 10.3. Семейство -З-т конгруэнтно в узкой марков- -
ской категории семейству ®£d —Joinf©™, ...,<5£"}, получаемому 
отбрасыванием множителей О в (10.6) и (10.9) и множите­
лей ¥ в (Ю.7) и (10.10). 

Доказательство достаточно провести для каждого сектора 
отдельно. Как известно, свертка по части индексов и тензорное 
умножение на матрицу плотности задают марковские отобра­
жения. В секторе Jf0 достаточно задать отображение н а 
редукцию правилом Ф->-Ф1(0)-^Ф1

(0
г)е(1, где ф(°)6-3Я1 фиксировано. 

О п р е д е л е н и е . .Семейство 6 ^ed назовем минимальным 
представлением семейства @Я. 

Т е о р е м а 10.4. Если дифференциальная квадратичная 
форма <ЭФ {d<D) вида (7.7) задается функцией с (р, q), удовлет­
воряющей условиям (9.1)-(9.3), то она инвариантна в широ­
кой марковской категории. 

Доказательство. Проверим, что квадрат дифференциала ду­
ги сохраняется при редукции на минимальное представление. 
Будем считать, что все матрицы Wu приведены к диагональ­
ному виду, все матрицы Г и

= Г (Фи) приведены к диагонально­
му (и, следовательно, вещественному) виду. После перехода о т 
К-чисел к их каноническим С-представлениям (4.7) и (4.8) и; 

' [1] будем иметь 

Тогда для Ц в ф ^ / ^ в Т , , . 4Ф=@гиГ{с1Ф.и)®Чи, d 4 ^ = - 0 , 
имеем/ 

• и ft,-..-И J -
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где каждое значение «и» при нечетном а может быть представ-
лено не ОДНИМ, а двумя слагаемыми с пи = ±пи , а 
"Ф^=,фця. Так как конгруэнтные семейства одновременно приво­
дятся к каноническому представлению, поскольку оно задается 
соответствующим набором атомарных состояний, свойства ко­
торого инвариантны относительно конгруэнтности, то их ми­
нимальные представления могут быть выбраны одинаковыми. 
Остается доказать, что форма 'Q<x>(d<D) не меняется при уни­
тарном преобразовании пространства, сохраняющем диагональ­
ный вид матрицы Ф. Очевидно, достаточно рассмотреть движе­
ния, затрагивающие только одно из собственных подпро­
странств Ф, например, первое. Имеем 

я 

2 c{Pk>Pi)\dtf\2sat 

in n m 

=с(р,р)2 |*р*|-+ 2 Ф,Р,) 2 i - w + 
ft,/—1 l—m+1 ft—1 

п т 

+ 2 c(p*,p)2 i/^i2+ 2 • 
k—m+1 /-=1 Ь,1>т 

Все слагаемые, очевидно сохраняются. 
П. Каждое распределение вероятностей Р на алгебре s&n 

всех подмножеств множества Qn~{шь—,шп} всех исходов © 
задается вектором-строкой p- r -Cp i , . . . , рп^> вероятностей 
атомов, V/, pj = P{<Bj}. Для распределения вероятностей: 

я 

V/, р ; > 0 ; 2 ^ = 1 . (--•-) 
Обозначим через е(&), k = l,... ,п, вектор распределения, со­
средоточенного на ©Й: 

ej{k)=6f). (11.2) 
Тогда в каждой внутренней точке р симплекса (11.1) возника­
ет переполненный (на один вектор) базис 

e(k)-v, k=l n; (11.3) 
и связанные с ним реперы 

pht(k)—pkp, k = l,...,n; (HA) 
(1-/-й)->.[е(А)-р] = е(А !)-Ч(й), (И .5) 

где вектор q{k)—вектор вероятностей атомов для условного 
распределения Р{> |Я—со-.}, лежащий в. k-ой грани симплекса. 
Для каждого фиксированного вектора q(k) чевиана симплекса 

p(t)~te(k) + (l-t)q(k)=q(k),+/{e(k)-q(k)] (11.6) 
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при 0-̂ {le}1 задает семейство распределений с одним и тем же 
вектором условных вероятностей q(k). Расслоение симплекса 
на чевианы, исходящие из е(Дг). задает внутри симплекса поле 
касательных векторов — дифференцирование по натуральному 
параметру t: 

(A/ )p -~- / (PW) |p<o=P- (П.7) 

Будем считать, что гладкая функция /(•) задана на всем поло­
жительном ортанте 

г: У и Ъ>0, (И .8) 
а не только на симплексе (11+); например, продолжена с 
(ПЛ) на (И.8) по однородности: 

f(hpu...,hpn)=h-f(ph...,pn), Vh>0. (11.9) 
Тогда для дифференцирования вдоль любой гладкой кривой 
р(6) справедливо 

d / (P (e ) ) - ^ - - ^ + ...+i---4l--- шло) d% " dpt dQ дрп dQ 

Эту связь мы будем символически записывать 
d 

dQ <р; (в) /»; ( в » = р ' (в). (li.li) 

Тогда для дифференцирования Z,t по натуральному параметру 
t вдоль чевиан k-ato семейства: 

Zft—e(k)-q(ft) = (J—pfc)-'[fi(A)-p]. (11.12) 
Перепараметризуем чевиану так, чтобы 

^-id-O-ff. ^---f+T-r- И1.13) 
Векторное поля Xk дифференцирований по параметру s, 

xk=Zik^P^k"PkV, (11-14) 
оказываются более удобными ДЛЯ описания линейных связностей-
В силу связи (11.14) 

п п 

0 =-. р _ р ---- {sum} [Vke {k) - 'р>р]+*2, X*. 
откуда 

_ XA=0. (П.15) 
ft-i 

li.li


Лемма ИЛ. Любой касательный вектор V— •—• 

( И Л Р - 2 « - ( Р ) Й Г | Р . - > * - ° . (11Л6> 
удобно раскладывать по простейшему переполненному базису 
<-0Ь~еС/)-р; 

v=2v> (п-17) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, 

га л п п 

2 ^ г ^ 2 щЛе ( -о-рнИ ^е(у) - р 2 «у=-

= 2 vJe ел=<*i - • • • • г,«>++1/-
. .В остальных реперах одно из представлений можно получить 

подстановкой. Например, 
У-2%Х-1-2&<Р)Х+ 2 Б У ( Р ) ^ - О . (ила) 

Ввиду (1Т.15) общий вид разложения 
п 

- /- а-2(^—")^. V^R- (1Ы9) 
Построим теперь двумерную поверхность, расслаивающуюся 
одновременно на чевианы /-го и £-го семейств. Для упрощения 
обозначений возьмем /==1, k=2. 

Л е м м а 11,2. Семейство Ps (•), s = <C-?1, 5 2 > . описываемое 
семейством векторов р (.sb s2) 6lnt Cap (Qn, stn) 

• px (51, s 2 ) - A (0, 0)ехр'[5, —Tfo, s2)], 
-. - - Pi (Si. ^2)=Pi (0, 0) ехр [s2 - ^ (51, s2)], 

p i (s 1 , s 2 )=-p ; (0 ,0)exp[-¥(s 1 , s 2 ) ] , i > 3 , *1, ' 

W (5l, 52) - In U (0, 0) ехр 51 + p2 (0, 0) ехр s2 + 2 Л (°. °) 

при фиксированном значении s2=o задает чевиану первого се­
мейства в канонической параметризации, связанной с нату­
ральной координатой U соотношением (11.13). Аналогичная 
конструкция задает чевианы второго семейства. 

С л е д с т в и е . Коммутатор базисных полей 
[Xh X*l=Х}Хк-ХкХ} = 0, V/, k. (11.21) 



Доказательство. Обозначим t = t(su a) =pi(su а) и введем 
вектор q ( l ) - [ l - . ( 0 , o ) ] - 1 { P ( 0 , o ) - i ( 0 , a ) e ( l ) } , 9 l ( l ) =0. Легко 
проверить покомпонентно, что 

VSl, [l-f.(su o ) r > ( S i , a)-t(su 0)e(1)}=q(1). (11.22) 
Таким образом, обратно р (s t, а) образуют чевиану 

p(Si , ( r ) - - t (5„tr)e( l ) + [ l - t ( s l f o ) l q ( 1 ) . (11.23) 
Найдем связь -между дифференцированием по s, и по t. Так как 

•то, дифференцируя покомпонентно, находим p'Sl — Aei—АР. 
•откуда -—— X1 в силу (11.13) и (И .14). Аналогично, JJ = X2-

На поверхности (11.20) • - - ^ • - - • — ^ , т. е. .^1.^2--=ЛГ2АГ1,ч.т.д. 

12. Любая пара взаимно дизъюнктных распределений веро­
ятностей конгруэнтна любой другой такой паре, см. следствие 
из теоремы 6.2 в [13]. Поэтому, любая чевиана (11.6) конгру­
энтна простейшей совокупности Сарг: 

{ « A . Ps»-Pi-=',P8--=1—t, 0<*<1}=*Сар8, (12.1) 
— отрезку с концами е(1) и е(2). Этот отрезок обязан быть 
геодезической в любой инвариантной линейной связности. Име­
ем по (11.13) и (11.14) 

ft«=2, Xx=~X^X=t{\~t)~. (12.2) 

Согласно теореме 12.2 ь$ [13] для связности VV выполнены соот-
.ношения 

*VxkXj=*-4\pjXk + pkX]], j^k, (12.3) 
y^XjXj^t(l-2pj)Xj.'- (12.4) 

Для геодезической (2.1) оба эти соотношения ввиду (2.2) эк­
вивалентны правилу переноса 

WxX=t(l—2t)X. (12.5) 
Т е о р е м а 12.Г Поле параллельных вдоль геодезической 

(12.1) касательных векторов 1V в инвариантной линейной связ­
ности TV задает поле дифференцирований 

^ = V=[t(\-t)]-yX-[t{l--t)r"+l±. (12.6) 

Доказательство. Вычислим TVvV, используя (12.5), (12.2) и 
•основные свойства символа V, см. [23] гл. 1 § 4 или [13], § 3, 

V--V--V- . ' r v x [ ]-УХ~[ ]-*чх.[]-?х~ . 
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-—[]-v(;q]-v)x+[]--vv^A--= 
= - [ t ( l - . f ) ] - ^{ i_ / ) T [ / ( i _^ ] -Y- i ( i __2 / )X + 

+ [t(1-t)]--v{cdot}Y(1-2t)A'.---0. 

Из доказанной теоремы нетрудно получить геодезические па-
d 1 1 

раметризации при разных у. При ^ — 1: V = —-, dQ — dt, 6 = t — 
~tQ. При^ — 0:°1/=Х, 0 = 5, 

ds— — + --——; s =•= In t — ln(1—z.), 
. _ expQ/2) ' ,]97i 

exp(s/2) + exp( — s/2) ' V ; 

Следствие 1. При f=0 геодезический параметр s яв­
ляется каноническим параметром экспонентного семейства 
{<Pl(s),p2(s)>}, 

pk(s)= " P j i T 1 ^ ' 7 2 ' , - « , < * < « , . (12.8) 
r K V / exp(s/2) + exp(—-s/2) ' N ' 

A его натуральным экспонентным параметром является t, т. е. 
геодезический параметр, отвечающий у-=Г 

При 7=1/2 линейная связность отвечает римановой метри­
ке, см. [13], § 12. 

Следствие 2. При "f = 1/2 геодезическим параметром яв­
ляется риманова длина дуги ст, отвечающая фишеровой квад­
ратичной форме: 

\аоу>~!Ё£.+ ld\l~p]2~4(dVtT± 4(*уТ—7)*; (12.9) 
da=[t(l—t)ty2dt. (12.10) 

с точностью до выбора начала отсчета 
а-~а0 = arc cos (1 — 22-) = 2arcsin,>/rt — 2arccosl/l —-t. (12,11) 

Следствие 3. Для f общего вида геодезический пара­
метр 0 выражается через /ист квадратурами 
de^[t(l-t)]^4t = 2-2^-i^sin~Yda^2-^+l[sin^d(f> (12.12) 

где Ф=а/2, sincp=Yt, cos Ф •= ]Л~-~7, 0 < Ф < - | - . 

Как отмечалось в начале этого параграфа, каждая чевиана 
конгруэнтна совокупности Сар2. Следовательно, она является 
геодезической линией при любом <у> и все соотношения (12.7) -
(12.12) между геодезическими параметрами сохраняют силу и 
для нее. 

13. Если инвариантная линейная связность TV наследствен­
на в тензорных степенях, то семейство тензорных квадратов. 
распределений вероятностей совокупности Сар2 должно быть. 
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геодезической линией (с тем же геодезическим параметром) 
в этой связности 'V, поскольку геодезической линией является 
сама Сар2- Выясним сейчас, при каких -у будет так. 

Пусть даны два экземпляра множества Q2={cui, C02} : .-V 
и Q2". 

Й 2 Х {Omega}2— (Wl-Ol, <».С02, Ш2Юь С020-2). 

Лексикографически перенумерсвав исходы единой нумерацией 
получаем Q2X.--2-= Q4-—{coi, щ, щ, щ}- Если p==<pi, p2>—рас­
пределение на (Й2, .5^2). q=C<7i. <?2> —на (Q2, s&l), то их про-, 
изведение на (Q4, {cdot}-5^) задается вектором 

p<S>q-<pi<7., p192, р2Я\, р2.72>. (13.1) 
Отсюда, полагая Pi — qu i==l, 2, квадрат совокупности Сар2, взя­
той в натуральной параметризации, будет описываться кривой 

г(0 = < Л t ( 1 - 0 . Ф - * ) . ( - - 0 а » , 0 < * < 1 . (13.2) 
Поэтому семейство касательных векторов относительно исходной 
натуральной ("(=1) параметризации 

r ( t ) = « 2 i , 1—2t, 1—2i, — 2 + 2 t » . (13.3) 
Относительно любой другой исходной "(-геодезической парамет­
ризации в силу связи (12.12) 

re(<(e))-f(t).to—[/(i-orv+,r(-)- (is-4) 
На кривой г(/(6)) дифференцирование по параметру d/dB за­
дает семейство касательных векторов т. е. 

<0-, щ, таа, ш4» - [* (1 - 0ГТ+1 г (0= 
— [г2ГаГ(*-,)/й « 2 ] / % Г4—Л, ^ - л , — 2 ^ » . (13.5) 

Согласно (11.18) это продолжимое по (13.5) семейство каса­
тельных векторов W раскладывается по базисным полям Xi, 
X2, X3» X4 с коэффициентами, принимающими на кривой г (̂ ) 
вид 

(W)t{i) = [t{l _ f ) ] -^{ (2 -2 i )A ' ,+ (1 —20(X2 + X3)-2^X4}r(o-
(13.6) 

Это представление можно упростить по (1.19), взяв с(^) = 
=-Л_2г. = / - 4 - г 1 : 

^• | r ( O----(^r(0 = ^ ( l - 0 - M X i - X 4 } r ( 0 . ' (13.7) 
Т е о р е м а 13.1. Пусть ограничение векторного поля W, за­

данного по (13.5), на кривую r(t) •—=р(t) <g)p(t) совпадает с диф-
d y 

ференцированием —. по геодезическому параметру 0 = 9 исход-
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ной инвариантной связности 7V, v<-R, Ha Сарг- Тогда в этой же 
связности TV на Сар4--эСар2®Сар2 перенос касательных векто­
ров (W)rl4e)) задается формулой 

CVwWW.— - 2 т (1 -2 t ) [ t ( l -t)]--v{(,l -t) X^tX^Ut). (13.8> 
Доказательство. По свойству символа V из (13.7) следует 

V-7W—V--[ t ( l - t ) I -4X . -X«) -
= {W \i(\ - t)]-v} (А'1 — X4) + [t (1 - t)]-* Vir (А'1 — X4), (l 3.9} 

где для упрощения обозначений опущено, что рассмотрение 
ведется только на кривой г(^). Связь между дифференцирова­
нием W==-— вдоль кривой и дифференцированием — навязы­
вается их связью (12.6) в Сарг. Поэтому 

{HHtfl—oi-^Xi-X*)---

- {it a - oi-Y+1 j f i m - oi-v} (Xi - Xo= 
= —Y[t.(1-t)]--.v(1.-2i)(Ar,--A-4). (13-Ю) 

Преобразуем теперь второе слагаемое: 
[t(l-_t)]-v v ^ ( X , - X 4 ) = [*(1 - 0 ] " 2 V V№_x4) (X1 - X 4 ) -

- [t (1 - 0]~2V {V*. A. + V,v4 X4- V*. X4 - 4xt X1}-
= T I-(1 -0I-2V{[1 - 2 ^ i (OlXi + P - 2 r 4 ( 0 ] X 4 -

- 2 ^ 4 ( 0 ^ 1 + ^(0X4]} = 
= -^a-o]- 2 va-2o 2 (X1+X4) . (13.11) 

Подставляя (13.10) и (13.11) в (13.9), получаем 
4w W= -т [i (1 - t)]-Ml - 2 0 Х 

x{w-[ta -o]-va-2o(X1+X4)}. (i3-i2) 
Отсюда, приведя подобные члены, приходим к (13.8). 

Следствие . Единственным кандидатом на наследствен­
ную инвариантную связность является связность °V, ^=-0. 

В самом деле, векторные поля X- и X4 линейно независимы, 
поэтому при 0 < ^ < 1 вектор (1—0-^i+^4{ne}0. Значит, при 
V-5--0 правая часть (13.8) обращается в нуль только при t — 
= 1/2. Это означает, что поле касательных векторов к кривой 
(г(^(6))} не параллельно вдоль {r(t(0))}. При Y=—0 правая 
часть (13.8) равна нулю тождественно. 

Как утверждает теорема 21.1 из [13], если {Ps} есть экспо­
нентное семейство распределений с каноническим параметром 
s, т. е. оно является вполне геодезической поверхностью в ин­
вариантной плоской линейной связности, отвечающей v—-0, c 

геодезической параметризацией s, то таково же семейство сте­
пеней. {PsN} при любом JVGN. Отсюда вытекает, см. [5], 
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Т е о р е м а 13.2. Логарифмическая плоская СВЯЗНОСТЬ °V 
является единственной инвариантной относительно категории-
марковских отображений линейной связностью, наследственной 
при переходе к степеням распределений-

Напомним, что только эта связность является наследствен­
ной также относительно переходов к условным распределениям,-
см. [13], теорема 12-3. 

14. Опишем в явном виде геодезическую линию в связности 
TV с y-7--0, проходящую по Int Cap(Qn, s£n). 

Т е о р е м а 14.1. Семейство векторов р(6) 
Pj(Q)=[Qq} + ^~Q)r)]^[H(Q)\-\ / = 1 , . . . , и ; (14.1) 

и 

H(e)—2[e?I+a-e)r|]'/v, (14.2) 

отвечает геодезической {Ре(-)}, проходящей через R — P0 и 
Q=P{, Q, R&lnt Cap(Qn, s&n). Отрезок [0~, 0+] изменения па­
раметра 0, 0 " < О < 1 < 0 + , определяется пересечением условий 

е ^ + ( 1 - 0 ) г ) > О , / = 1,...,/г. (14.3) 
Параметр 0 не является, вообще говоря, каноническим. Геодези» 
ческий параметр z определяется квадратурой 

d2=C[#(0)]- -Yde; VGeR-^O}. (-14.4) 
Доказательство. Продифференцировав (14.1), имеем 

/?;(е)=[Ме)-^(в)].М0). 04.5) 
1№ = \{Ч)-гч)Щ+{\-Ъ)г)Х-\ (14-6) 

ri (0) -= / / ' (0) [// (О)]"1 = •——- In Л (0). (14.7) 
п 

При дифференцировании тождественного равенства ^ рДб)-1га> 
п 

лучаем 2p j (0 )—O, откуда, суммируя правую часть (14.5) по у, 
У = 1 

находим 
п 

Отсюда для семейства векторов ( ^ ) р = = " - _ -

при c=—r\(Q) по (11.19) 

(14.8) 

вдоль кривой (14.1) 

(14.9) 
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Получим теперь две необходимые формулы. Дифференцируя 
(14.6) по параметру, устанавливаем 

- - ^ - - т М в ) ] - . . (14.10) 

Запиашм еще (12.3) и (12.4) единой формулой 
y4xkXj\v^^jkXj\v-4[pkXj-\-pjXk\v, (14.11) 

Перейдем в вычислению переноса: 

•Vt-V—^V-- _Ые)А-; 
. У = 1 

= 2[^(e) ]X,+2s; (e)- v v^= 
п п 

- / • = . L j у . * = 1 

•T.ZBAe)PX;+if2.^(fl)PXr 
У = 1 У - - 1 

-2т 2 э*(е)А(в)|у(е)^--2Тл(в)к, 
где в ходе выкладок мы воспользовались (14.8) и (14.9). Та­
ким образом, при бесконечно малом переносе поля касательных 
векторов вдоль параметризованной кривой (14.1) оно меняется, 
оставаясь пропорциональным себе, 

TVyV=— 2yn(e)V, (14.12) 
Касательный вектор в параметризации (14.4) пропорционален 
исходному, а именно 

w=* -—_ -= с [н (e)]2Y J—^c[H (e)]2v. (14.1з) 
dz do 

Отсюда 
v v ^ = с 2 [Н (о)Г • v^K+2Tc2 [я (^Г-1 H' (e) l/= 

— с2 [я (е)Г {-2-f H' (е) [я (е)Г1+2Тя' (в) [я (e)n i/=о. 
что и требовалось показать. 

В несколько иной форме сходные рассмотрения были про­
ведены Амари [14]. При у—О формулы (14.1) и (14.2), а также 
формула (14.6), содержат неопределенности, которые легко 
раскрыть, см. [14], и получить представление классического экс­
понентного семейства в канонической параметризации г, совпа­
дающей в этом случае с 8, см. (14.4). Мы отсылаем за точными 
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формулами к [13], § 18, обращая внимание лишь на то, что Q± = 
-----+-{infty} при у=0. Параметр 6 будет каноническим также и при 
7 = 1 , ибо тогда Я(6)—• 1 тождественно. 

Еще один легко интегрируемый случай отвечает римановой 
геометрии, у — у -

da== 1-2в(1-3) + 2е-(1-2) ' (14.14) 
п 

ср. (12.11) и (12.12). 
15. Самостоятельный интерес представляет описание геоде­

зической {Ре}, проходящей через i?SInt Cap(Qn, s&„) в данном 
направлении. 

Т е о р е м а 15.1. Семейство векторов p(Q) 

п 

^W=2^(l+T1&«/e),/V-
отвечает геодезической {-°-з.}, проходящей 
Glnt Сар (Q,., «£•#„), по направлению 

din /? (ft) и=--£--; 2-«-.-о-

... n; 

через 

0 <«-!-, 

(15.1) 

(15.2) 

•/?=P-e 

(15.3) 

опреде-Отрезок ['&", -Э+] изменения параметра -0, •fl,"<0-< 
ляется пересечением условий 

1 + у ^ > 0 , У—1 п. (15.4) 
Параметр •& не является, вообще говоря, каноническим, ср. тео­
рему 14.1. Умножение вектора и на число приводит к той же 
геодезической, с пропорциональным изменением геодезического 
параметра. Последний по-прежнему связан с •& через норми­
рующий делитель Ж{$) аналогом (14.4): 

йг=С[Ж{Щ~2ЫЬ. (15.5) 
Л е м м а 15.2. Пусть %-<bQ<%&, ^o^O, q =р(-до). Тогда 

семейство {р(•&)}, см. (15.1) описывается семейством (14.1), 

р ( е ) = р ( в ) (15.6) 
с дробно-линейной связью параметров 0 и •&, 

e=fWg(Qo)V{bo—G+ftWW}-1. (15.7) 
H(9) = 58(*)^ / v {fl0-fl + #[^ ( f t 0 ) ]V / v . (15.8) 

7—7663 97 



Д о к а з а т е л ь с т в о . При Ф •=.-•&,•. из (15.1) имеем 

f-.-.-Ofl+TW'W, v j . 
где 5^0=5j?('i3'0). Отсюда можно выразить и.: 

1 4^о-1 V/. (15.9) 

Подставляя (15.9) в (15.1), после преобразований получаем при 
любом ЩИТ, ®+]: . 

= {r)(1-0)+.?)e} 1 / Y[ / / (8)r=p y(8) , 
где для краткости обозначено 

.2>(Ф, ф0)=--О'о—^—*5Кот, ' (15.10) 
и коэффициент 8 при <7/ связан с Ф по (15.7), а нормирующий 
делитель Я(6) по единственности выражается через ЭНЦЪ) по­
средством (15.8). ЭТИМ лемма полностью доказана, откуда сле­
дует основное утверждение теоремы. Остается проверить фор­
мулу (15.5). Для этого продифференцируем (15.7), откуда 

dB = 3$<>- [3) (гт, Ф 0 ) ] - т (15.11) 
Подставим теперь (15.8) и (15.11) в выражение (14.4) для гео­
дезического параметра: 

dz-c [# (e)r2Yde — 
= CGg [S> (G, fl-p)]2 [5» (0)]_i!V5»X*o [--5 №. #о)Г2-^ = 

= { № ' [Я? (#о)Г1- [-» №2Vd^> 
что и требовалось показать. 

Интересно было бы выяснить смысл величин H(Q) и Зё(О) 
как инвариантов, ср. [4], также выше п. 6. 

16. Так как и кручение, и кривизна являются тензорными по­
лями, то достаточно, вычислить их на базисных полях. По 
определению кручения, см. [23], гл. 1, § 8, 

Т{Х, Y)=VXY-VYX-[X,Y]. (16.1) 
Операторы инвариантной связности симметричны, см. (12.3), а 
базисные дифференцирования,'согласно (11.21), коммутируют. 
Отсюда при \ФЪ 

Т(X,, Xh) = - 7 ( р Д , + р Д . ) + у ( М И - Р Ж ) = 0 . 
При /=/г T(Xh X.)-—0 в силу кососимметричности определения 
(16.1). Отсюда вытекает, см. [51, 
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Т е о р е м а 16.1. Кручение любой инвариантной связности 
тождественно равно нулю, 

-у*У—WyX—Xy+yX—0. (16.2) 
Прежде чем переходить к вычислению кривизны, построим 

явные выражения действия базисных полей X* на базисные 
функции р — p,(p), где р = - < Р ь ..., Рп>-

Л е м м а 16.2. Действие базисного поля Xh на базисную 
функцию pj есть 

Xhpi=—phph \фк; 
XhPh~Pk—ph2, 

что можно записать единой формулой 
X*Pi=bihPK~PhPi- (16.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу симметрии достаточно рас­
смотреть случай k — l. Согласно (11.6) уравнение чевианы пер­
вого семейства имеет вид 

Pi(t)=t, 
^ ( 0 — 9 ( 1 - 0 , !>2, 

где ^-натуральный параметр'вдоль чевианы, a X=t(\ — t)-^. 
см. (12.6). Отсюда 

XlPl = t(\-t)=pl-p[\ 
^iPi = <7j(l—t)t= —Pip), />2 , 

что и'требовалось доказать-
Рассмотрим теперь оператор кривизны 

R{X,Y)^Vx4i — VyVx — Vix.r], (16.4) 
и его значения на базисных полях Xf. 

R{Xt,Xj)X,,^RiijXh (16.5) 
где по индексу / подразумевается суммирование. 

Т е о р е м а 16.3. Для инвариантной связности TV тензор 
кривизны Ям/ задается формулой 

R(Xt, XjiXb—iit-Vpblipj-bjuXt-iPi.-briXj]. (16.6) 
С л е д с т в и е . Тензор iR кривизны связности TV пропорцио­

нален тензору UZR кривизны связности 1/2V, отвечающей инва­
риантной римановой метрике, t 

^ = 4f(l— f)-I /2i?. . (16.7) 
Доказательство. Так как по (И .21) базисные поля Xt и Х} 

коммутируют, нам достаточно вычислить yVxl
y4xjXk. Для уни­

фикации выкладки вместо выражений (12.3) и (12.4) воспользуемся 
единой формулой (14.11): 

''VXiXj-^ijXj-^iPiXj+PjXt). (16.8) 

7* , ээ: 



Последовательно вычисляем 
VxjXk = 4bjfiXk~4P]Xk~4PkXj; 

VxflujuXk ="t%hbjbXk — tbjkPi Xh — fbjbPbXt, 
Л Л Л Л Л Л Л Л 

— VxflPjXu =—4(bj]Pt~ PtPj)Xk — tPfiikXk + 
•— • v w w w y 

+ fPjPiXk-fPjp!tXi, 
— V ^ A X / — — 7 {bikPl— PlPk) Xj~tpk5lJXj + 

+iiPk(ptXJ+p,xt), 
тде подчеркнутые прямой чертой слагаемые симметричны при 
перестановке i и }. Сложив последние три равенства, получаем 

V*. VxXk = - tbjkPkXi + fPjPkXi -
~4{bikPi~Pipk)Xj+ ..., 

тде точками обозначены пропущенные симметричные слагае­
мые. При этом учтено, что два слагаемых, подчеркнутые вол­
нистой чертой, имеют симметричную сумму. Окончательно, 

VxlVx]Xk = —ipk[4l6jll-pj)Xl + {6ll,-pl)Xj]+ . . . ,(16.9) 
где использовано, что bikPi = bikpk- Вычитая из (16.9) аналогичное 
выражение для VA^VA-.A'S, получающееся перестановкой индек­
сов i и /, приходим к (16.6). Формула (16.7) является очевид­
ным следствием (16.6). Доказательство завершено. 
1 17. Теперь мы можем полностью охарактеризовать глобаль­

ную и локальную структуру системы геодезических линий и 
вполне геодезических подмногообразий в ^-связности. 

Т е о р е м а 17.1. Система геодезических линий и вполне гео­
дезических подмногообразий открытого симплекса 2(1) — 
= IntCapn: 

{ р : р 1 + . . . + р - 1 ; />->0. V/} (17.1) 
в ''V-связности задается пересечением решетки всех линейных 
подпространств пространства RnB(rh ..., гп) с лежащей в его 
открытом положительном ортанте гиперповерхностью 2(т): 

{ r : r } / v + . . . + r V V ; O > 0 , Vyj (17.2) 

и цослэдующим гомеоморфизмом Fy: S(v){to}2(1): 

(ги...,гп)^(рь...,рп)~{гГ,...,гТ). -.(17.3) 
В каждой точке рбБШ отображение Ехр системы всех ли­

нейных подпространств касательного пространства 7Р с естест­
венными, см. (15.3), координатами 

(«I,... ,«n), «lpl+ .. . + Unpn = 0, (17.4) 
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задает систему всех геодезических линий и вполне геодезичес­
ких многообразий т'У-связности, проходящих через точку р. 

Доказательство первого утверждения легко вытекает из 
теоремы 14.1, второго--из формулы (15-1) и первого утверж­
дения. 
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