
К Р А Т К И Е СООБЩЕНИЯ 

1. Р. Г. Бинг и И. Д. Казаринов (R. Н. B i n g , N . D . Kaza-
rinoff, Мадисон, Висконсин, США). О конечности числа о т р а ж е н и й , 
п е р е в о д я щ и х плоский невыпуклый многоугольник в выпуклый. 
П у с т ь Р — п р о с т о й невыпуклый 
л-угольник (рис . 1), АВ—сторона 
выпуклой оболочки И многоуголь­
ника Р 1 ) , имеющая с Р т о л ь к о д в е 
о б щ и е точки А и В. Ч а с т ь И— Р , 
п р и л е ж а щ у ю к АВ (на рис . 1 
з а ш т р и х о в а н а ) , о т о б р а з и м симмет­
рично от АВ; в р е з у л ь т а т е из ис­
ходного многоугольника путем з а ­
мены в нем с о о т в е т с т в у ю щ е й ч а с т и 
периметра ее з еркальным о т о б р а ­
жением, получим новый многоуголь­
ник s (Р), где s — примененная к 
Р о п е р а ц и я о т р а ж е н и я . 
Ясно , что s(P) е с т ь ft-угольник 
(л — 2 s i /г п), стороны которого 
равны с о о т в е т с т в у ю щ и м сторонам 
Р . Рассмотрим п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 
многоугольников { rm ( Р ) } , где г 0 ( Р ) = Р , rm (P)=ra (гт_1 (Р)) ( « > 0 ) 
и все гт при т ^ > 0 с у т ь произвольно выбранные операции отра ­
жения s. 

Т е о р е м а . Последовательность {rm ( Р ) } конечна, и ее послед­
ний член есть выпуклый ^ - у г о л ь н и к (k^n)2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь Ve — произвольная вершина Р и 
Vm = rm(Vm_l) (т~^\). Д о п у с т и м , что п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь {гт(Р)\ 
б е с к о н е ч н а . 

•) Выпуклой оболочкой многоугольника называется наименьший выпук­
лый многоугольник, содержащий данный. (Все примечания к настоящей за­
метке — редакционные.) 

2) Эта теорема позволяет свести решение ряда экстремальных задач для 
простых многоугольников к (более простым!) задачам, касающимся выпуклых 
многоугольников. Несколько иное доказательство той же теоремы 
см. Ю. Г. Р е ш е т н я к , Об одном приеме превращения невыпуклой ломаной 
в выпуклую, Успехи матем. наук 12, № 3 (75), 1957, стр. 189—191. 



1°. Докажем сначала, что Vm—> V при т—>оо\ отсюда будет 
следовать , что последовательность { r m ( Р ) } точечно сходится и 
имеет пределом некоторый предельный ^-угольник, причем k ^ n . 
Для доказательства заметим, что если Е, F, G—три внутренние 
точки И, не лежащие на одной прямой, то три последовательности 
расстояний { EVm } , { FVm } , { GVm } являются ограниченными после­
довательностями неубывающих положительных чисел ' ) . Пусть 

RE = Hm EVm; аналогично опреде-

О т оо 

ляются Rp и RG. Три окружности с 
центрами в точках Е, F и О и с 
радиусами RE, RF, R0 должны иметь 
по крайней мере одну о б щ у ю точку, 
а поскольку точки Е, F, G не лежат 
на одной прямой ,то они имеют един­
ственную общую точку V. Э т о до­
казывает 1°. 

П у с т ь теперь W — любая вер­
шина выпуклой оболочки Q предель­
ного многоугольника г (Р) (рис. 2). 

2° . Докажем, что любая вершина 
г(Р) получена в р е з у л ь т а т е к о н е ч ­
н о г о числа Nw отражений. Чтобы 
д о к а з а т ь это , будем р а с с у ж д а т ь сле­
дующим образом. П у с т ь Ьт е сть угол 

^ > и с ' 2 - многоугольника гт (Р) , соответствую­
щий углу 0 многоугольника г (Р) при 

вершине W. Мы знаем из 1°, что lim 0И = 0. Кроме того, 0<^тг. Но 
т -> со 

если Wm не совпадает с Wm + l для некоторого т и если 6„,<^TC, 
™ f J

m + i = 2 l T — а если 0 и > т т , то 0 и + ] ==2тт — 0 т < т т 
(см. рис . 1). Следовательно, lim 0m = 0 <^ тс только в том с л у ч а е , если 

т -> а> 
все 6СТ одинаковы, начиная с некоторого т, т . е. тогда и только 
тогда, когда W получится в результате конечного числа отра­
жений. 

3° . П у с т ь теперь N = max Nw для всех вершин N многоуголь­
ника Q. Тогда rN(P)==Q = r(P)2). 

Это очевидно! Д о к а з а т е л ь с т в о завершено. ') Ограниченность следует, например, из того, что все rm (Р), как мпого-
„ р 

угольники одного и того же периметра р, имеют диаметр, меньший -~ , и, 
кроме того, имеют общую часть с И. ^ 

2) Q совпадает с rN (Р), так как в противном случае существовала бы 
операция отражения, выводящая rN(P) за пределы Q, и Q не могло бы быть 
выпуклой оболочкой г(Р). 



6) 

П р е д п о л о ж е н и е . При фиксированном п для всех «-уголь­
ников и при любом выборе операций о б р а щ е н и я гт число N ограничено 
величиной 2п. 

З а м е ч а н и е . Многоугольник Р не о б я з а т е л ь н о должен быть 
простым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы, д а н н о е Б . Секефальви-Надем |см, 
В. S z . - N a d y , A m e r . M a t h . M o n t h l y 4 6 , 1 9 3 9 , с т р . 1 7 6 — 1 7 7 ] , н е в е р н о . 

2 . А. Г. Дорфман (Горький). Р о м б о к у б о о к т а э д р ы и взаим­
ные им многогранники. Выпуклый многогранник н а з ы в а е т с я равно­
угольно-полуправильным или архимедовым, если все его многогран­
ные углы равны м е ж д у собой, 
а все грани — правильные мно­
гоугольники нескольких типов. 
Простейшими примерами архи­
медовых многогранников явля­
ются призмы с правильными 
многоугольниками в основаниях 
и квадратными боковыми гра­
нями и скошенные призмы, или 
антипризмы (основания — пра­
вильные многоугольники, боко­
вые г р а н и - — р а в н о с т о р о н н и е треугольники) . Кроме д в у х бесконечных 
серий — призм и скошенных призм, — с у щ е с т в у е т 14 равноугольно-
полуправильных многогранников ' ) . К ним принадлежит ромбокубоок-
т а э д р (рис . 1 , а ) и обнаруженный В . Г . А ш к и н у з е 2 ) скошенный ром-

бокубооктаэдр (рис. 1, б ) , 
о с т а в а в ш и й с я незамеченным 
около д в у х тысяч л е т . 

Выпуклый многогранник 
с одинаковыми гранями и 
правильными многогранными 
углами нескольких типов 
н а з ы в а е т с я равногранно-
полу правильным. П р о с т е й ­
шими примерами равногранно-
полуправильных многогран­
ников являются дипирамиды 

с гранями, делящими пополам ребра призм Архимеда . Все остальные 
равноугольно- и равногранно-полуправильные многогранники находятся 

Рис. 1. 

Рис. 2. 

') Они приводятся, например, в книге: Л. А. Л ю с т е р н и к, Выпуклые 
фигуры и многогранники, М., 1956, стр. 182—185. 

г ) В. Г. А ш к и н у з е , О числе полуправильиых многогранников, Матема­
тическое просвещение, вып. 1, 1957. 


