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Исследованы начальная и краевая задачи для линейного обыкновенного дифферен-
циального уравнения дробного порядка с запаздывающим аргументом. Доказаны
теоремы существования и единственности решения для исследуемых задач. Реше-
ние краевой задачи выписано в терминах функции Грина.
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1. Введение
Рассмотрим уравнение

∂α0tu(η)− λu(t)− µH(t− τ)u(t− τ) = f(t), 0 < t < 1, (1)

где
∂α0tu(t)=Dα−n

0t u(n)(t) (2)

есть дробная производная Капуто [1, c. 11], Dα
0t — оператор дробного интегро-диф-

ференцирования в смысле Римана — Лиувилля [1, c. 9], H(t) — функция Хевисайда,
n−1 < α ≤ n, λ, µ — произвольные постоянные, τ — фиксированное положительное
число.

Исследование линейных обыкновенных дифференциальных уравнений дробно-
го порядка началось с работы [2], в которой методом последовательных приближе-
ний получено решение линейного дифференциального уравнения дробного поряд-
ка. В [3] доказана теорема существования и единственности решения задачи Коши
для дифференциального уравнения дробного порядка. Краевая задача типа Штур-
ма — Лиувилля для дифференциального уравнения дробного порядка исследована
в работе [4]. Задача Штурма — Лиувилля для обыкновенного дифференциально-
го уравнения второго порядка с дробными производными в младших членах была
рассмотрена в работе [5]. Начальная задача для линейного обыкновенного диффе-
ренциального уравнения дробного порядка исследована в работе [6].

Постановки начальной и краевых задач для обыкновенного дифференциального
уравнения с запаздывающим аргументом приведены в работе [7]. Значительному
развитию теории обыкновенных дифференциальных уравнений с отклоняющимся
аргументом способствовали работы [8–11].
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Задача Коши для уравнения (1) с оператором Римана — Лиувилля была решена
в [12]. В работах [13] и [14] для уравнения (1) получены решения задачи Дирихле и
задачи Неймана. Отметим также работы [15; 16], посвящённые дифференциальным
уравнениям дробного порядка с отклоняющимся аргументом смешанного типа.

В данной работе для уравнения (1) получены решения начальной и краевой
задач. Решение краевой задачи выписано в терминах функции Грина. Для этих
задач доказаны теоремы существования и единственности.

Регулярным решением уравнения (1) назовём функцию u = u(t), имеющую
абсолютно непрерывные производные до порядка n − 1 на отрезке [0, 1] и удовле-
творяющую этому уравнению.

Рассмотрим функцию

Wν(t) = Wν(t; τ, λ, µ) ≡
∞∑
m=0

µm(t−mτ)αm+ν−1
+ Em+1

α,αm+ν(λ(t−mτ)α+), ν ∈ R, (3)

Eρ
α,β(z) =

∞∑
k=0

(ρ)kz
k

Γ(αk + β)k!
−

обобщённая функция Миттаг-Лёффлера [17], (ρ)k — символ Похгаммера, Γ(z) —
гамма-функция Эйлера,

(t−mτ)ρ+ =

{
(t−mτ)ρ, t−mτ > 0,

0, t−mτ ≤ 0.

Замечание 1. Начиная с некоторого номера m, выражение t −mτ < 0, поэтому
в ряде (3) содержится конечное число слагаемых N ≤ [ t

τ
] + 1.

Приведём некоторые свойства функции Wν(t).
1. Для функции Wν(t) справедлива формула интегро-дифференцирования по-

рядка α ∈ R [13]:
Dα

0tWν(t) = Wν−α(t). (4)

2. Функция Wν(t) удовлетворяет соотношению [14]:

Wν(t) = λWν+α(t) + µWν+α(t− τ), α ∈ N ∪ {0}, ν ∈ R. (5)

Справедливость (5) следует из свойства обобщённой функции Миттаг-Лёффлера
[18]

Eρ
α,β(t)− Eρ−1

α,β (t) = tEρ
α,α+β(t). (6)

2. Начальная задача

Задача 1. Найти решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям

u(k−1)(0) = uk, k = 1, 2, . . . , n. (7)

Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть функция f(t) ∈ C(0, 1) представима в виде

f(t) = Dα−n
0t g(t), g(t) ∈ L(0, 1). (8)
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Тогда решение задачи (1), (7) существует, единственно и имеет вид

u(t) =
n∑
k=1

ukWk(t) +

t∫
0

f(ξ)Wα(t− ξ)dξ, (9)

где Wk(t) определяется формулой (3).

Доказательство. Из формулы (3) следует, что

W
(i)
k (0) =

{
0, k 6= i+ 1,
1, k = i+ 1.

Значит, формула (9) удовлетворяет начальным условиям (7).
Теперь покажем, что решение (9) удовлетворяет уравнению (1). Для этого

подставим его в уравнение (1) и сгруппируем отдельно слагаемые с Wk(t) (k =
1, 2, . . . , n) и слагаемые с интегралом. Тогда получим, что Wk(t) в силу соотноше-
ний (4) и (5) удовлетворяют однородному уравнению

∂α0tWk(t)− λWk(t)− µH(t− τ)Wk(t− τ) = 0, k = 1, 2, . . . , n.

Остаётся показать, что

∂α0t

t∫
0

f(ξ)Wα(t−ξ)dξ−λ
t∫

0

f(ξ)Wα(t−ξ)dξ−µH(t−τ)

t∫
0

f(ξ)Wα(t−ξ−τ)dξ = f(t).

Используя определение производной Капуто (2) и представление (8) функции f(t),
получим, что

∂α0t

t∫
0

f(ξ)Wα(t− ξ)dξ = Dα−n
0t

dn

dtn

t∫
0

Dα−n
0t g(ξ)Wα(t− ξ)dξ.

Учитывая формулу дробного интегрирования по частям [19, c. 15]

b∫
a

g(s)Dα
ash(s)ds =

b∫
a

h(s)Dα
bsg(s), α ≤ 0, (10)

и свойство (4), получим равенства

Dα−n
0t

dn

dtn

t∫
0

g(ξ)Wn(t− ξ)dξ = Dα−n
0t

d

dt

t∫
0

g(ξ)W1(t− ξ)dξ =

= Dα−n
0t

d

dt

t∫
0

g(ξ) [λWα+1(t− ξ) + µWα+1(t− ξ − τ)] dξ =

= Dα−n
0t g(t) + λ

t∫
0

Dα−n
0t g(ξ)Wα(t− ξ)dξ + µ

t∫
0

Dα−n
0t g(ξ)Wα(t− ξ − τ)dξ =
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= f(t) + λ

t∫
0

f(ξ)Wα(t− ξ)dξ + µ

t∫
0

f(ξ)Wα(t− ξ − τ)dξ.

Теперь докажем единственность решения задачи (1), (7). Для этого покажем,
что однородная задача

∂α0tu(η)− λu(t) = µH(t− τ)u(t− τ), t > 0, u(k−1)(0) = 0, k = 1, 2, . . . , n, (11)

имеет только тривиальное решение.
С учётом однородности начальных условий перепишем (11) в виде

u(t)− λD−α0t u(t) = µD−α0t [H(t− τ)u(t− τ)]. (12)

Докажем теорему методом математической индукции. Для этого разобьём интервал
(0, 1) на интервалы длины τ : Ii = ((i−1)τ, iτ), i = 1, 2, . . . При i = 1 уравнение (12)
принимает вид

u(t)− λD−α0t u(t) = 0, t ∈ (0, τ),

и имеет нулевое решение u(t) = 0 [19, c. 16].
Предполагая, что при i ≤ j решение u(t) = 0 при t ∈ Ii, покажем, что u(t) = 0

при t ∈ Ij+1. На интервале Ij+1 (12) запишется в виде уравнения

u(t)− λD−α(j−1)τ,tu(t) = 0, t ∈ ((j − 1)τ, jτ),

решение которого u(t) = 0 [19, c. 16].
Получено, что решение однородной задачи (11) нулевое. Значит, решение неод-

нородной задачи (1), (7) единственно.

3. Kраевая задача
Задача 2. Найти регулярное решение u(t) уравнения (1) при 1 < α ≤ 2, удовле-
творяющее условиям

au(0) + bu′(0) = 0,

cu(1) + du′(1) = 0,
(13)

где a, b, c, d — заданные постоянные, причём a2 + b2 6= 0, c2 + d2 6= 0.
Рассмотрим функцию

G(t, ξ) = H(t−ξ)Wα(t−ξ)+
(
cWα(1−ξ)+dWα−1(1−ξ)

)( b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
, (14)

где
4 = a[cW2(1) + dW1(1)]− b[cW1(1) + λdWα(1) + µdWα(1− τ)] 6= 0, (15)

Wν(t) определяется с помощью равенства (3).
Для функции G(t, ξ), определённой формулой (14), справедливы свойства:
1. Функция G(t, ξ) непрерывна для всех значений t и ξ из отрезка [0, 1].
Справедливость этого свойства следует из формулы (4), а также из условия

(15).
2. G(t, ξ) удовлетворяет соотношению

lim
ε→0

[Dα−1
1ξ G(t, ξ)|ξ=t−ε−Dα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=t+ε] = 1.

Действительно,
Dα−1

1ξ G(t, ξ) = H(t− ξ)W1(t− ξ)+

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.
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+
(
cW1(1− ξ) + λdWα(1− ξ) + µdWα(1− ξ − τ)

)( b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
.

Тогда

lim
ε→0

[W1(ε) + (cW1(1− t+ ε) + λdWα(1− t+ ε) + µdWα(1− t+ ε− τ) −

− cW1(1− t− ε)− λdWα(1− t− ε)− µdWα(1− t− ε− τ))

(
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)]
=

= lim
ε→0

Eα,1(λεα) = 1,

где Eα,β(t) =
∑∞

k=0
tk

Γ(αk+β)
— функция Миттаг-Лёффлера [20, c. 117].

3. Функция G(t, ξ) является решением уравнения

Dα
1ξG(t, ξ)− λG(t, ξ)− µH(1− τ − ξ)G(t, ξ + τ) = 0.

Справедливость свойства 3 следует из (4), а также из свойства обобщённой функции
Миттаг-Лёффлера (6).

4. Функция G(t, ξ) удовлетворяет краевым условиям

aDα−2
1ξ G(t, ξ)|ξ=0−bDα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=0= 0,

cDα−2
1ξ G(t, ξ)|ξ=1−dDα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=1= 0.

Действительно,
Dα−1

1ξ G(t, ξ) = H(t− ξ)W1(t− ξ)+

+(cW1(1− ξ) + λdWα(1− ξ) + µdWα(1− ξ − τ))

(
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
,

Dα−2
1ξ G(t, ξ) = H(t− ξ)W2(t− ξ) + (cW2(1− ξ) + dW1(1− ξ))

(
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
.

Тогда,
aDα−2

1ξ G(t, ξ)|ξ=0−bDα−1
1ξ G(t, ξ)|ξ=0=

= aW2(t) + a(cW2(1) + dW1(1))

(
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
−

−bW1(t)− b(cW1(1) + λdWα(1) + µdWα(1− τ))

(
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
=

= [bW1(t)− aW2(t)]

[
−1 +

a(cW2(1) + dW1(1))

4
+

+
−b(cW1(1) + λdWα(1) + µdWα(1− τ))

4

]
= [bW1(t)− aW2(t)]

[
−1 +

4
4

]
= 0;

cDα−2
1ξ G(t, ξ)|ξ=1−dDα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=1= c(cW2(0) + dW1(0))

(
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
−

−d(cW1(0) + λdWα(0))

(
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
=

=

(
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

)
(c2W2(0) + dcW1(0)− dcW1(0)− λd2Wα(0)) = 0,

учитывая, что Wα(0) = W2(0) = 0.
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Функцию G(t, ξ), удовлетворяющую условиям 1–4, назовём функцией Грина за-
дачи 2.

Теорема 2. 1. Пусть функция f(t) ∈ C(0, 1) представима в виде (8) при n = 2
и выполнено условие (15). Тогда существует регулярное решение задачи (1), (13).
Решение имеет вид

u(t) =

1∫
0

f(ξ)G(t, ξ)dξ. (16)

2. Решение задачи (1), (13) единствено тогда и только тогда, когда выполнено
условие (15).

Доказательство. Покажем, что решение задачи (1), (13) имеет вид (16). Домно-
жим уравнение (1) на функцию G(t, ξ) и проинтегрируем от 0 до 1:

1∫
0

G(t, ξ)∂α0ξu(ξ)dξ − λ
1∫

0

G(t, ξ)u(ξ)dξ − µ
1∫

0

H(ξ − τ)G(t, ξ)u(ξ − τ)dξ =

=

1∫
0

G(t, ξ)f(ξ)dξ. (17)

Учитывая определение оператора Капуто (2) и формулу дробного интегрирования
по частям (10), первый интеграл в левой части (17) перепишем в виде

1∫
0

G(t, ξ)∂α0ξu(ξ)dξ =

1∫
0

G(t, ξ)Dα−2
0ξ u′′(ξ)dξ =

1∫
0

u′′(ξ)Dα−2
1ξ G(t, ξ)dξ =

= u′(ξ)Dα−2
1ξ G(t, ξ)|10+

1∫
0

u′(ξ)Dα−1
1ξ G(t, ξ)dξ = u′(ξ)Dα−2

1ξ G(t, ξ)|10+

+

t−0∫
0

u′(ξ)Dα−1
1ξ G(t, ξ)dξ +

1∫
t+0

u′(ξ)Dα−1
1ξ G(t, ξ)dξ = u′(ξ)Dα−2

1ξ G(t, ξ)|10+

+u(ξ)Dα−1
1ξ G(t, ξ)|t−0

0 +u(ξ)Dα−1
1ξ G(t, ξ)|1t+0+

1∫
0

u(ξ)Dα
1ξG(t, ξ)dξ =

= −[u(0)Dα−1
1ξ G(t, ξ)|ξ=0+u′(0)Dα−2

1ξ G(t, ξ)|ξ=0] + [u(1)Dα−1
1ξ G(t, ξ)|ξ=1+

+u′(1)Dα−2
1ξ G(t, ξ)|ξ=1] + u(t)[Dα−1

1ξ G(t, ξ)|ξ=t−0−Dα−1
1ξ G(t, ξ)|ξ=t+0]+

+

1∫
0

u(ξ)Dα
1ξG(t, ξ)dξ.

Учитывая свойcтва 2 и 4 функции Грина, получим равенство

1∫
0

G(t, ξ)∂α0ξu(ξ)dξ = u(t) +

1∫
0

u(ξ)Dα
1ξG(t, ξ)dξ. (18)
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Подставив (18) в (17), имеем

u(t) +

1∫
0

u(ξ)Dα
1ξG(t, ξ)dξ − λ

1∫
0

G(t, ξ)u(ξ)dξ − µ
1∫

0

H(ξ − τ)G(t, ξ)u(ξ − τ)dξ =

=

1∫
0

G(t, ξ)f(ξ)dξ

или

u(t) +

1∫
0

u(ξ)[Dα
1ξG(t, ξ)− λG(t, ξ)− µH(1− τ − ξ)G(t, ξ + τ)]dξ =

1∫
0

G(t, ξ)f(ξ)dξ.

Отсюда с учётом свойства 3 функции Грина получаем (16).
Теперь покажем, что функция (16) является решением задачи (1), (13). Функ-

цию (16) можно представить в виде

u(t) =

[
b

4
W1(t)− a

4
W2(t)

] 1∫
0

f(ξ)[cWα(1−ξ)+dWα−1(1−ξ)]dξ+

t∫
0

f(ξ)Wα(t−ξ)dξ.

Тогда получаем, что

∂α0tu(t) = ∂α0t

t∫
0

f(ξ)Wα(t− ξ)dξ.

Учитывая представление (8) функции f(t) при n = 2 и формулу дробного интегри-
рования по частям (10), получим

t∫
0

f(ξ)Wα(t− ξ)dξ =

t∫
0

Dα−2
0ξ g(ξ)Wα(t− ξ)dξ =

t∫
0

g(ξ)W2(t− ξ)dξ.

Подставляя последнее выражение в предыдущее, имеем

∂α0t

t∫
0

g(ξ)W2(t− ξ)dξ = Dα−2
0t

d2

dt2

t∫
0

g(ξ)W2(t− ξ)dξ = Dα−2
0t

d

dt

t∫
0

g(ξ)W1(t− ξ)dξ.

Так как в силу (5)W1(t) = λWα+1(t)+µWα+1(t−τ), то последнее можно переписать
в виде

Dα−2
0t

d

dt

t∫
0

g(ξ)[λWα+1(t− ξ) +µWα+1(t− ξ− τ)]dξ = f(t) + λu(t) +µH(t− τ)u(t− τ).

Далее докажем, что найденное решение удовлетворяет краевым условиям (13). Так
как Wα(0) = 0, то

au(0) + bu′(0) =

1∫
0

f(ξ)[cWα(1− ξ) + dWα−1(1− ξ)]
(
ab

4
+ λ

b2

4
Wα(0)− ab

4

)
dξ = 0;
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cu(1) + du′(1) =

1∫
0

f(ξ) (cWα(1− ξ) + dWα−1(1− ξ))×

×
(

1 + c

(
b

4
W1(1)− a

4
W2(1)

)
+ d

(
λ
b

4
Wα(1) + µ

b

4
Wα(1− τ)− a

4
W1(1)

))
dξ =

=
1

4

1∫
0

f(ξ) (cWα(1− ξ) + dWα−1(1− ξ)) (4−4)dξ = 0.

Получили, что найденное решение удовлетворяет краевым условиям (13).
Покажем теперь, что если условие (15) не выполняется, то есть если

4 = a[cW2(1) + dW1(1)]− b[cW1(1) + λdWα(1) + µdWα(1− τ)] = 0,

то решение однородной задачи не единственно.
Рассмотрим функцию u(t) = u(0)W2(t)+u′(0)W1(t), которая является решением

задачи
∂α0tu(η)− λu(t)− µH(t− τ)u(t− τ) = 0,

au(0) + bu′(0) = 0,

cu(1) + du′(1) = 0.
(19)

Второе из условий (19) можно переписать в виде

u(0)[cW2(1) + dW1(1)] + u′(0)[cW1(1) + λdWα(1) + µdWα(1− τ)] = 0. (20)

Тогда определитель системы (19) (c учётом (20)) равен

4 =

∣∣∣∣∣∣
a b

cW2(1) + dW1(1) cW1(1) + λdWα(1) + µdWα(1− τ)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Значит, решение задачи (1), (13) единственно только при выполнении условия (15).

Замечание 2. Выполнение условий λ, µ > 0, ab < 0 обеспечивает выполнение
условия (15).

Замечание 3. При λ = 0 условие разрешимости (15) переходит в условие

ac+ ad− bc 6= 0.
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INITIAL AND BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR ORDINARY
DIFFERENTIAL EQUATION OF FRACTIONAL ORDER WITH DELAY

M.G. Mazhgikhova

Institute of Applied Mathematics and Automation
of Kabardino-Balkarian Scientific Center of RAS, Nalchik, Russia
mazhgihova.madina@yandex.ru

We obtained the initial and boundary value problems for linear ordinary differential
equation of fractional order with delay. The theorems of solution existence and uniqueness
are proved for the investigated problems. The solution of the boundary value problem is
written out in terms of the Green’s function.

Keywords: differential equation of fractional order, differential equation with delay, Green’s
function.
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