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§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

В работе И. Н. Коваленко, Цй1| «Теория массового обслу­
живания-»,, шуб ликов аниой: в сб.. '«Итога науни» аа, 19.71 г., дан 
широкий обзор литературы,, включающий более, тысячи наиме­
нований,,, в., эяю& области, вплоть да1970 г. 

За минувшие Ш лет теория массового обслуживания (ТМО) 
подучила дальнейшее развитие,, она пополнилась как обширны­
ми монографиями, такишовымитысячами, научно-исследователь­
ских я- прикладных работ.., 3а это время фундаментальные ус­
пехи была получены как в ставших уже классическими обла­
стях, так и* в развитии новых направлений исследований. 

Целью настоящей, статьи является, обзор одного из этих 
новых, направлений.,, а именно,, мы сосредоточиваем, свое вни­
мание на исследованиях, в которых допускаются, стохастиче­
ские. зависимости между исходными случайными величинами, 
определяющими поведение систем массового обслуживания, 
например, для. семейств, интервалов, между моментами поступ­
лений требований, или длительностей их обслуживания. В те­
чение десятилетий все исходные случайные величины, рассмат­
риваемые в. ТМО„ предполагались, независимыми. Однако за 
последние' 15—20. дет вое более широкое, внимание исследовате­
лей к прикладников, привлекают системы, массового обслужив а-
кия, с. зашотмыма случайными, величинами. Действительно, с 
одной стороны,, выяснилось,, чта исследование данных систем 
существен» для, практических, приложений', теории массового 
обслуживания, так, как. предположения независимости управ­
ляющих, случайных величин часто оказываются, слишком дале­
кими, от реальности,, стало быть,, системы, с зависимостями зна­
чительно. точнее отражают реальность., С другой стороны, тео­
ретическое исследование, таких систем требует более тонких 
методов- и, следовательно,, более, интересна.. 

Для, иеследо-в-ания систем, обслуживания с зависимостями 
потребовалось, ввести новые математические понятия и по­
строить. соответствующую, теорию. Таким образом, теория мас-
совд-по обслуживания, явилась, одним из источников,, стимули-
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ровавших в течение последних 20 лет быстрое и успешное раз­
витие теории случайных точечных процессов. Между тем 
теория точечных процессов, как показывают обзорные статьи и 
монографии (см., например, [18, 47, 151, 215, 225, 278, 295, 324, 
373]), имеет самостоятельное важное значение, выходящее за 
рамки теории массового обслуживания. Из монографий, .где 
методы теории точечных процессов используются для исследо­
вания систем с зависимостями, рассматриваемых в настоящей 
статье, упомянем книгу Кёнига, Маттеса и Навроцки [240], а 
также нх дополнение [241] к немецкому изданию книги 
Б. В. Гнеденко и И. Н. Коваленко [28], монографии A. A. Бо-
ровкова [19, 23] Бремо [119] и Франкена, Кёнига, Арндта и 
Шмидта [171]. Среди более ранних публикаций, стимулиро­
вавших развитие данного направления, сошлемся на моногра­
фии Пальма [329] и A. Я. Хинчина [97] '.'•••' • 

В настоящем обзоре в сжатой форме приводятся основные 
результаты, относящиеся к системам обслуживания с зависи­
мостями, содержащиеся как в упомянутых монографиях, так и 
разбросанные по большому количеству оригинальных статей. 
Мы ограничиваемся, главным образом, результатами для ста­
ционарных характеристик, которые действительно преоблада­
ют в литературе, «освященной исследованию упомянутого 
класса систем. Особое внимание уделяется при этом распро­
странению результатов, полученных ранее для классических 
систем, на системы с зависимостями, и только в связи с этим 
обсуждаются некоторые ранние классические результаты тео­
рии массового' обслуживания. 

Во 2-ом параграфе приводятся необходимые понятия и ре­
зультаты теории точечных маркированных процессов, на язы­
ке этой теории описываются системы обслуживания с зависи­
мостями, вводятся соответствующие обозначения и приводятся 
некоторые предварительные сведения. 

В § 3 приводятся теоремы существования стационарных 
процессов обслуживания и теоремы устойчивости (непрерыв»-
ной зависимости) характеристик систем относительно малых 
изменений, в некоторой метрике, соответствующих управляю­
щих последовательностей. Сначала рассматриваются системы 
с потерями, ожиданием и смешанные системы, управляемые 
общими стационарными последовательностями, затем системы 
со специальными видами зависимостей и, наконец, затрагива­
ются вопросы скорости сходимости к стационарному режиму. 

В 4-ом параграфе мы останавливаемся на вопросах взаимс*-
связи между характеристиками систем, стационарными по вре­
мени (невложенными) и по некоторой последовательности вло­
женных моментов (вложенными), см. § 2. Для классических 
систем массового обслуживания с управляющими последова­
тельностями из независимых случайных величин эта проблема 
имеет долгую историю. С помощью методов теории точечных 
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процессов! и, в частности, путем специального построения клас­
са случайных процессов с вложенными маркированными то­
чечными процессами для систем c зависимостями можно полу­
чить соотношения между этими вложенными и невложенными 
характеристиками, аналогичные классическим. В § 4 приводит­
ся большинство важных соотношений для различных типов 
систем обслуживания. Заметим, что упомянутая конструкция 
с помощью вложенного маркированного точечного процесса яв­
ляется обобщением хорошо известного метода вложенных 
марковских цепей, введенного A. Я. Хинчиным и Кендаллом. 

§ 5 посвящен новым исследованиям вопроса, поставленного 
уже 70 лет назад основоположником теории массового обслу­
живания датским инженером и математиком Эрлангом [156]. 
A именно', для каких систем обслуживания и при каких усло­
виях стационарные по времени вероятности состояний зависят 
лишь от средних значений некоторых случайных величин (на­
пример, длительностей обслуживания) и не зависят от их 
функций распределения. Все более широкие ответы на 
этот вопрос стали традиционными в исследованиях по теории 
массового обслуживания. В частности, среди советских иссле­
дователей этому вопросу были посвящены публикации Б. A. Се­
вастьянова, И. Н. Коваленко, Б. В. Гнеденко, А. Д. Соловьева 
и др. В § 5 приводится обзор современного состояния 
исследований этого вопроса для систем массового обслужи­
вания с зависимостями, описываемых стационарными марки­
рованными точечными процессами. 

Естественно, не все результаты в области систем массово­
го' обслуживания с зависимостями получили достаточно полное 
отражение в настоящей статье. Например, относительно крат­
ко обсуждаются системы с групповым поступлением и обслу­
живанием, ненадежные системы. С другой стороны, в' обзоре 
отражены такие актуальные направления, как сети массового 
обслуживания, и мы надеемся, что в выбранном направлении 
исследований систем с зависимостями нам удалось охватить 
большинство существенных результатов. 

Авторы признательны Всесоюзному институту научно-тех­
нической информации за поддержку и предоставленную, воз­
можность опубликовать данный обзор. 

§ 2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

2.0. Вводные замечания. В этом разделе вводятся основные 
понятия, обозначения и сокращения, используемые в дальней­
шем. Основными случайными величинами (СВ), определяющи­
ми поведение всякой системы массового! обслуживания (СМО), 
являются последовательности интервалов ai между моментами 
поступления требований и длительностей их обслуживания р., 
дополненные, возможно, некоторым вектором признаков xi, опи-
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сывающим, например, типы требований или, обслуживания,. 
ограничения на время ожидания или пребывания и т. п. Сле­
дуя A. A. Боровиову [19], последовательность (a.. Pi, Mi) будем 
называть управляющей последовательностью СМО, и при не­
обходимости отделять входящий поток от обслуживания, по­
следовательность (ai, щ) будем называть последовательностью 
управляющей входящим потоком или, короче, просто входящим 
потоком, а последовательность (pi, xi) — последовательностью, 
управляющей обслуживанием, или механизмом обслуживания. 

Подавляющее большинство приведенных в обзоре резуль-
татов' относится к СМО, отнооителыю которых не предпола­
гается независимости СВ ai, Pj.Kh. i, j , k=l, 2 Основное 
предположение состоит в том, что последовательность (ai, pi, 
jti) строго стационарна к метрически транзитавиа. 

Рассматриваются две разновидности управляющих после­
довательностей, в которых длительности обслуживания связы­
ваются либо с требованиями, либо с обслуживающими прибо­
рами (или; объектами системы, см. п. 3.3 и § 5). В обоих слу­
чаях управляющая последовательность описывается стационар­
ным маркированным точечным процессом. Поэтому в п. 2.1 
приводятся необходимые сведения об этом классе стохасти­
ческих процессов. 

В п. 2.2 для случая, когда длительности обслуживания 
связаны с требованиями, управляющая последовательность 
представляется маркированным точечным процессом моментов 
поступления, метки которого содержат информацию о соответ­
ствующем требовании, включая длительность его обслужива­
ния, а также некоторые дополнительные сведения, например,, 
максимальное время ожидания, типы требований и т. п. 

Система обслуживания, содержащая s обслуживающих 
приборов и г мест для ожидания ( 0 < s < + {infty}, 0 < r < + {infty}) 
управляемая строго стационарной метрически транзитивной 
последовательностью (ai, pi), обозначается символом G|G|s|r. 
Обозначения G/|G|s|r и G|G/|s|r используются, если последо­
вательности (ai) или (pi) образуют семейства независимых 
СВ, не зависящих от (pi) и (ai), соответственно. Если, в част­
ности, СВ соответствующих последовательностей показательно 
распределены, вместо G/ используется символ М. Для систем,, 
обладающих одновременно свойствами как системы GI\G\s\r, 
так и системы G|G/|s|r, будем пользоваться обозначением 
GI\GI\s\r. 

Для систем с несколькими типами требований используются 
управляющие последовательности вида (а,, р0 к,), где %i озна­
чает тип требования, поступающего в момент т,---^ ai, и при-
нимает значения из множества Кс.{\, 2,... \. Такие системы 

—> —> —> 
обозначаются символами G | G | s | r, G / | G | s | r и т. д. 
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Если в момент поступления требования в системе имеются 
свободные доступные для обслуживания приборы, то оно вы­
бирает один из них в соответствии с заданным детерминиро­
ванным «ли рандомтаирочвашшм правилом. В противном слу­
чае оно' либо немедленно покидает систему не обслуженным 
(для (Систем с потерями), либо становится в очередь (для систем 
с ожиданием). В случае конечного числа мест для ожидания, 
система ведет себя как система с ожиданием, пока имеются 
места для ожидания, или как система с потерями, когда их нет. 
Дисциплина обслуживания определяет порядок выбора требо­
ваний на обслуживание из очереди и порядок занятия прибо­
ров. Вообще говоря, мы не ограничиваемся ТОЛЬКО дисципли­
нами обслуживания в порядке поступления (первым посту­
пил— первым обслужен), а рассматриваем класс так 
называемых консервативных дисциплин обслуживания 
(дисциплин обслуживания с 'сохранением работы), при 
которых в течение обслуживания не может возник­
нуть никакой дополнительной работы (например, в резуль­
тате прерываний) и, кроме того, при которых ни один прибор 
не может простаивать при наличии в очереди требований. Для 
систем с потерями это означает, что при наличии свободных 
приборов потери требований не допускаются. В § 5, кроме то­
го, затрагивается случай неконсервативных дисциплин обслу­
живания, при которых допускаются потери при наличии сво­
бодных приборов. 

Случай, когда длительности обслуживания связаны 
с обслуживающими приборами исследуется в пп. 3.3, 3-6 
и § 5. i 

Основными процессами, исследуемыми в ТМО, ЯВЛЯЮТСЯ 
ЧИСЛО требований в системе или очереди (длина очереди), ко­
личество . (объем) работы, затраченной на обслуживание или 
необходимой для обслуживания требований, находящихся в 
системе. Для дисциплины обслуживания в порядке поступления 
при единичных скоростях обслуживания последняя характери­
стика соответствует виртуальному или актуальному времени 
ожидания. В рассуждениях общего характера мы будем объ­
единять для краткости эти процессы общим понятием процесс 
обслуживания. 

Напомним, наконец, что независимо от типа рассматривае­
мой управляющей последовательности исследуется два вида 
стационарности процессов обслуживания (соответственно, два 
вида стационарных характеристик) —стационарность по вре­
мени и стационарность по вложенным моментам. Стационар­
ность по времени или просто стационарность означает обычную 
инвариантность соответствующего процесса относительно про­
извольных (детерминированных) сдвигав времени, в то время 
как стационарность процесса %(t) по вложенным моментам ri, 
i = 0, ± 1 , . . . , означает его инвариантность относительно сдви-
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гов этой последовательности, т. е. что процессы %(t) и -|(^+тй) 
одинаково! распределены при любом k. Стационарность про­
цесса l(t) по вложенным моментам ti, i-=0, ± 1 влечет, в 
частности, обычную стационарность последовательности £n — 
-=i(Tr,). Если, например, (ti) является последовательностью 
моментов' поступления требований, соответствующую стацио­
нарность будем называть стационарностью по моментам по­
ступления. 

2.1. Стационарные маркированные точечные процессы. При­
ведем, прежде всего, некоторые понятия и предварительные 
результаты о стационарных маркированных точечных про­
цессах на действительной прямой R (см. Кениг, Маттес [239], 
Кёниг, Маттес,'Навроцки [240, 241], Маттес, Керстан, Мекке 
[295]), которые используются в. дальнейшем. 

Стационарные маркированные точечные процессы исполь­
зуются при исследовании СМО с зависимостями для описания 
управляющих последовательностей; при этом интервалы между 
моментами поступления требований -cti рассматриваются как 
интервалы между координатами ti с реализациями £i соответ­
ствующего случайного маркированного точечного процесса, а 
длительности обслуживания pi, наряду с другими характери­
стиками требования, включаются в метку (pi, xi) соответству­
ющей координаты ti, которую в общем случае будем обозна­
чать также буквой и.. 

Более формально, пусть на основном вероятностном про­
странстве (й, F , Р) задана последовательность {(cti, Ki), •£.= 
= 0, ±1 , ±2 , . . . } векторов (<xi, o-ii), первые компоненты кото­
рых вещественны и положительны, т. е. принимают значения 
на положительной полуоси R+ действительной прямой R с боре-
левской о-алгеброй .$, а вторые принимают значения в некото­
ром полном сепарабельном метрическом пространстве К, с о-ал­
геброй Ж борелевских множеств (пространство (К, Ж) называ­
ют также польским). Всюду в дальнейшем предполагается, что 
Mai<oo. 

Обозначим через Мк множество всех неотрицательных цело­
численных мер ср на аШхЖ), обладающих свойствами: 
1) простоты: <р({и)хК)<1 Для любого u£R; 2) ло­
кальной конечности: у(ВхК)<°о для любого ограни­
ченного ВШ. Пусть, далее, Шк означает наименьшую сг-алгеб-
ру подмножеств Мк, порожденную множествами вида 
{<р : ц>{ВхЬ)—п} для любых ВхЬ&аШХЖ) (В — ограничено) 
и п —0, 1, 2 , . . . . Любая мера <р&Мк определяет последователь­
ность маркированных точек <р = {(^(ф), -Мф))» i-—0, ± 1 , . . . } , 
таких что ti(9)<ti+i(<p) и ^(Ф) ~min{u>0;y({u}XK) — I). 

2.1.1. Определение . Случайный элемент Ф со значениями 
ср из измеримого пространства (МК,ЯЯК) будем называть слу­
чайным маркированным точечным процессом с пространством 
меток (К, Ж). 
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Можно дать, по крайней мере, три эквивалентных представ­
ления стационарного случайного маркированного точечного про­
цесса, а именно в виде 

1) случайной последовательности маркированных точек 
{(*-<. ««). *=0, ±1 , .±2 , . . . } ; 

2) случайной последовательности интервалов с метками 
{(ai, Xi), t==0, ± 1 , ± 2 , . . . } ; 

3) случайной считающей меры Ф. 
Обозначим для любого непустого ЬВЖ через 

Л^-={фбЛГ"-:ф((-оо,0)Х.£)-=Ф((0, +oo)xL)=oo} 
множество всех реализаций Ф={(^. kt)}, содержащих бесконеч­
ное множество точек с метками из i на отрицательной 
(— оо, 0) и положительной (0, + oo) полуосях. Далее, пусть 

ж!={ФемГ:9({о}х£)>0} 
означает множество реализаций фбЖГ. имеющих в начале ко­
ординат t—0 одну из своих точек (координат) с меткой из L; 
Я&^ШкПМТ, «D#=SW-{cdot}nM°. Определим для любого teR опе­
ратор сдвига Т^.Мк-^Мк формулой 

и обозначим через 6 оператор сдвига Q\M%-+MK вида 6ф = 
-=-Г'.(Ф)Ф ДЛЯ любого Фб-MJir (6 переносит начало координат 
любой траектории с точкой в нуле в следующую точку). 

Для строго стационарных последовательностей {(at, %t)} 
имеет место важная теорема. 

2.1.2. Теорема . Строго стационарная последовательность 
[(«;, хг)} индуцирует 0-инвариантную вероятностную меру Р° 
на (М°к, Ш%) и Г ..-инвариантную вероятностную меру Р на 
(M#, ЗЛ )̂, причем Р°—мера последовательности{(^+1 (ф) —- .̂  (ф), 
А;(ф)} совпадает с Р-распределением последовательности 
{(а„ щ)}. 

Мера Р выражается через Р° формулой 

P(Y)=X j • j IY(Tui)du РО(ЙФ), Г6ЯК*, (2.1) 
мй

к I - > 
где X'1 — JApot2 = M.a1, а 1у означает индикатор множества У.. 

Мера Р называется стационарным распределением процес­
са Ф, а Р° соответствующим ему распределением Пальма. 
Его можно интерпретировать как условное распределение про­
цесса Ф при условии, что в начале координат находится одна 
из его точек. В этом смысле распределение Пальма Р° 
является обобщением функций Пальма — Хинчина, 
которые представляют собой условные вероятности специальных 
- обытий из ЗК£. 
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• Интенсивность X (L) точек с метками из L (^-интенсивность 
определяется как среднее число таких точек (L-точек) в едини­
цу времени, т. е. 

Я(1)= ^(I0,l]XL)P(dT). 
мк 

При этом 
ЦК) = Ь (2--) 

Далее, для любых а.>0, У6.ЭД.-Г справедливо следующее соот­
ношение между Р° и Р: 

po(y)=i 1 2 ^(^wf)rW- (2,3) 
, ,со I i = l ) 

мк 

которое, в частности, приводит к формуле 
p°(?e-^-M9)eL)—-^— (2.4) 

для любых Ь&Ж. 
Говорят, что стационарная последовательность {(а,-, и,-)} 

эргодична (или, что одно и то же, метрически транзитивна), ес­
ли соответствующее распределение Пальма Р° эр годично, т. е. 
если Р° допускает лишь тривиальное представление в виде 
смеси распределений Пальма. Заметим, что эргодичность Р° 
эквивалентна эргодичности соответствующего стационарного 
(Тгинвариантного) распределения Р (говорят, что Р эргодично, 
есди его нельзя представить как нетривиальную смесь ТУинва-
риантных распределений точечного процесса (см., например, 
теорему 1.3.9 в [171]). 

Пусть Ф — случайный элемент в (Мк, EOT--). Рассмотрим не­
убывающий стохастический процесс Ф(£)> №R+, O(t)^ 
= Ф([0, t]xK), который можно исследовать методами теории 
мартингалов (см. Бремо [119], Бремо и Жако [120], Б. И. Гри-
гелионис [31], Ю. М. Кабанов, Р. Ш. Липцер, А. Н. Ширяев 
[47]). A именно, пусть F* (t6R+)—неубывающее семейство 
сг-алгебр, таких что y t E f и {Ft—a{Q)(u), 0><u<t} для любого 
.00. Тогда существует единственный ^-предсказуемый неубы­
вающий процесс Чф). t£R+> такой что для всякого неотрица­
тельного ^-предсказуемого процесса | ( /) , t&R+, справедливо 
представление 

со со 

о о 
где ¥ ( 0 называется компенсатором процесса Ф относительно 
ст-алгебр F . Последняя формула полезна и для приложений, 
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так как в некоторых случаях c компенсаторам • 4я(t) работать 
значительно легче, чем с O(t). Аналогично можно рассмотреть 
компенсатор x¥L(t) процесса Ф-([0, t]XL) для любого 
ЬвЖ. В частности, для пуассоновского процесса с независимыми 
метками имеет место представление 4rL(t) —XtB(L), где б ( . ) 
означает распределение меток-

2.2. Процессы обслуживания. Отправной точкой наших рас­
суждений является строго стационарная, метрически транзитив­
ная последовательность {(а., р.), i = 0 ± l , . . . } неотрицательных 
СВ а{, р., определенных на некотором вероятностном простран­
стве (Q, F , Р), (см. [19]). Мы интерпретируем а* как интер­
валы между поступлениями требований, а |3. как соответствую­
щие объемы работ по обслуживанию (потенциальные длитель­
ности обслуживания). Предполагается, что 

Р[а ;>0}--=1 
и 

0 < М К , < « : 0 < М Р - < 0 0 . 
Рассмотрим последовательность {(т., р.)}, где 

fi-i 

2я/. если ^>2; 
• О, если i = 1; 

i 

— 2J «у. если i < 1. 

Ее можно рассматривать как (&, ЗЯ^ )-измеримое отображение 

Q->M£+, 

т. е. как случайный элемент Ф° в (M^JiDt^ ) с распределе­
нием Р°. Из теоремы 2.1.1 следует, что Ф° является пальмов-
ской версией некоторого стационарного маркированного точеч­
ного процесса Ф, распределение Р которого определяется 
формулой обращения (2.1). Назовем Ф стационарной версией 
управляющей последовательности {(аг, рг)}. Функция распреде­
ления (ФР) A(-) длин интервалов между моментами поступле­
ния требований определяется соотношением 

А(а) = Р { а , < и } = . Р о ( ф б ^ + : ^ + 1 ( Ф ) - ^ ( Ф ) < и ) . и>0. (2.5) 
Аналогично ФР В(-) длительностей обслуживания дается фор­
мулой 

В (и) — Р |рг <и}—Р° (Ф'6.М&+:h (<р)< и)-= % (1\ и]) , а>0, (2.6) 

где Я (X) — /.-.интенсивность процесса Ф; Ц ^ ) = 1 , тв = Щ1. 
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Для систем Q\G\s\r с несколькими типами требований 
условная ФР -б/(.) длительности обслуживания требований 
типа 1вК, 

Bz(")=P{Pi<ttixi=/}-=P4^e(a«]xW/AIe[o, оо)хЩ)= 
fgo, и]х{Ц) 
t([0, oo]X{-}) 

не зависит, в силу стационарности управляющей последова­
тельности от i. Здесь Р° — распределение Пальма, a i(L) — L-
интенсивность соответствующего стационарного маркированно­
го точечного процесса Ф, порожденного упр авляющей последо­
вательностью {(сег, (3,, %t), i—=0, ±1, . . .} (см. п. 2.1). 

Переходя к описанию процессов обслуживания, будем рас­
сматривать каждый вводимый ниже процесс обслуживания 
с непрерывным временем i(t), tQP, как стохастический процесс 
на вероятностном простран стве (M£, ffl%, P), порожденном 
стационарной версией Ф управляющей последовательности. Та­
ким образом, любая реализация %(t, ср) процесса l(t) соответ­
ствует реализации ф процесса Ф. В нестационарном случае 
следует задавать дополнительно начальное значение |(0). 
Кроме того, мы предполагаем, что траектории процесса l(t) 
являются непрерывными слева и имеют пределы справа. Прост­
ранство состояний (Е, Ж) процесса £ (t) всегда предполагается 
польским, т. е. полным, сепарабельным и метрическим. Если 
рассматривается процесс обслуживания с дискретным време­
нем 1п, /igr, где Г означает множество целых чисел, прост­
ранство (М%, Ж™, Р) заменяется вероятностным пространством 
(M .̂, Ш}°., Po), где Po означает распределение Пальма, отве­
чающее распределению Р. 

В дальнейшем рассматриваются в основном стационарные 
процессы обслуживания, точнее говоря, стационарные по вре­
мени и по вложенным моментам, Условия существования и 
единственности таких процессов приводятся в § 3. Для систем 
с ожиданием G\G\s\oo одним из таких условий является 

Р — | ^ < * . (2.7> 
Пусть l(t), t&R, означает число требований в системе G|G|s|r, 
так что l(t) —целочисленный скачкообразный процесс с прост­
ранством состояний Ю, 1,...), Скачки происходят в моменты 
поступления и окончания обслуживания требований. Требова­
ние, застающее в системе s + r требований, теряется и, очевид­
но, не вызывает скачка процесса l(i). Для того, чтобы исследо­
вать поведение процесса /(^), рассмотрим дополнительно про­
цессы $(t) и a(t) остаточных длительностей обслуживания и 
остаточного времени до поступления очередного требования. 
104 



Пусть р(£) •== (f$i(£),...., p.(t)) означает вектор остаточных 
длительностей обслуживания в момент t в системе GjG|s | r , где 
P,-(t) есть время, необходимое для окончания обслуживания 
требования, находящегося в момент t на /-ом приборе, /' = 
= 1, . . . , s. Всюду в дальнейшем, за исключением § 5, 
предполагается, что все приборы однородны. Это означает, в 
частности, что требование, застающее более одного свободного-
прибора, поступает на любой из них с одинаковой ве­
роятностью, т. е. что компоненты вектора $(t) одинаково рас­
пределены. 

Иногда мы предполагаем, что работа по обслуживанию 
(потенциальная длительность обслуживания) реализуется при­
борами с неотрицательными скоростями ск в зависимости от 
числа требований k в системе в соответствующий момент време­
ни. Таким образом, первая производная Р/(0 /-ой компоненты 
Р,(0 вектопа р(£) существует почти всюду и равна 

(•—с,,,-,.'если e , ( t )>0 ; 
".•«•-{о, " ' - - - „ P / M U <-•-> 

Процессы l(t) и $(t) связаны соотношением 
min(s, / ( t ) )=ca rd{ / : p , ( t )>0} . (2.9) 

Моменты окончания обслуживания требований соответствуют,. 
таким образом, моментам, когда одна из компонент вектора 
Р(^) становится равной нулю. 

Для системы G|G|s|oo с различными скоростями обслужи­
вания сд условие стационарности (2.7) должно быть заменено на 

И т Ш ^ > Л . _ = ^ . (2,10). 

Для систем с потерями. G|G|s |0, из (2.9) следует, что процесс 
l(t) полностью описывается процессом (5(t). 

Другим процессом, который мы используем для исследования. 
структуры процесса l(t), является процесс a(t) остаточного вре­
мени до поступления очередного требования, 

. a(t, <p) =mintt.(cp) : t«(<p) >t}—t. (2.11> 
Вместо вектора p(z!)—остаточных длительностей обслужива­
ния в момент t рассмотрим теперь вектор v(t) = (Oi(0> • • • 
. . . v,(t)) полных объемов работ по обслуживанию каждым при­
бором в момент t, компоненты vs(t) которого расположены в. 
порядке возрастания: vl(t)^v2(t)< .. .<o s ( t ) . 

Если работа по обслуживанию реализуется приборами с 
неотрицательными скоростями ст, непрерывно зависящими от 
общего объема работы |у|-=2о. в системе, то, аналогично (2.8)„ 
имеем почти всюду 

< ( ' ) - f "n W / ) " е С Л И Л > 0 ; 1 9 (2'12> 
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В этом случае соответствующее условие стационарности имеет 
вид 

1 1 m l n f c w > ^ - . (2.13) 
( . . " | - > "Q 

Если cms=sl, и используется прямая дисциплина обслуживания 
(«прибыл первым—обслужен первым»), процесс v(t) совпадаете 
процессом времени ожидания w(t) Кифера—Вольвовица (см. 
п. 3). ДЛЯ величины v(t) имеем почти всюду 

v'{t)=—mm[l(t),s]-cv{t). (2.14) 

§ 3. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ СТАЦИОНАРНЫХ ПО ВРЕМЕНИ 
И ПО ВЛОЖЕННЫМ МОМЕНТАМ ПРОЦЕССОВ ОБСЛУЖИВАНИЯ. 

УСТОЙЧИВОСТЬ СМО 

3.0. Вводные замечания. Одной из основных задач теории 
массового 'обслуживания является исследование вероятност­
ных характеристик, когда время стремится к бесконечности. 
В данном разделе мы рассматриваем необходимые и достаточ­
ные условия существования соответствующих стационарных ха­
рактеристик. При этом основное внимание уделяется процессам 
обслуживания двух типов: времени ожидания и длине очереди. 
В некоторых случаях вместо времени ожидания рассматривается 
количество работы, а вместо длины очереди — количество тре­
бований в системе. 

Очевидно, что упомянутая выше проблема относительно 
проста, если рассматриваемый стохастический процесс — мар­
ковский, а пространство его состояний не слишком сложно (на­
пример, дискретно). Тогда можно воспользоваться общей тео­
рией марковских процессов для решения вопросов существова­
ния стационарного эргодического распределения (см. Б. В. Гне-
денко, И. Н. Коваленко [28]). 

Применение результатов теории регенерирующих процессов 
(см. например [38, 52, 83—85, 140—142, 148]) позволяет решить 
ее также в случае, когда процесс обслуживания удается пред­
ставить в виде регенерирующего процесса. 

В дальнейшем мы имеем дело в основном с результатами, где 
принимались во внимание специальная структура рассматри­
ваемого процесса обслуживания и где нет необходимости в усло­
вии, чтобы исследуемый процесс обслуживания ЯВЛЯЛСЯ мар­
ковским. Нас в особенности интересует стационарное поведение 
систем обслуживания с произвольно распределенными интер­
валами между поступлениями и длительностями обслуживания. 
Первые результаты в этом направлении были получены еще 
A. Я. Хинчиным в 1932 г. [96], затем значительно развиты и 
обобщены Кендаллом [220—222], который продемонстрировал 
использование понятия регенерации (метод вложенной цепи 
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Маркова) при выводе стационарного распределения вложенной 
цепи Маркова, для исследования длины очереди в системах 
M|G/ | 1 | oo и G/JMj 11оо. Этот метод обнажил природу стоха­
стических процессов, лежащих в основе данных систем. Ясное 
изложение Кендалла проложило путь новому методу исследова-
.ния моделей, выходящих за рамки теории процессов гибели и 
размножения. Большое значение здесь имеет также • теорема 
Линдли о пределе распределения актуального времени ожидания 
в одноканальной системе G/ |G/ | l |oo с дисциплиной очереди в 
порядке поступления требований (см. ЛИНДЛИ [281]). Он дока­
зал, что для процесса актуального времени ожидания {oyi} су­
ществует стационарное по вложенным моментам распределение 
времени ожидания W(x) = \imP{Wi<x}, если существуют мате-

t —>- 2 

матические ожидания Ма., Мр. и р = - j - ~ - < 1 . Обобщение этого 
результата получено Финчем (см. Финч [158]), который рас­
смотрел случай, когда поступающее на свободный прибор тре­
бование начинает обслуживаться не сразу, а спустя некоторое 
время, которое обычно называется «разогревом». Другое на­
правление обобщений было исследовано Кифером я Вольфови-
цем [226], которые рассмотрели многоканальные системы с 
дисциплиной обслуживания в порядке поступления. Они полу­
чили следующий результат для стационарных по вложенным 
моментам характеристик системы G/| G/|s | оо. 

Пусть vn> / представляет собой объем работы в момент 
непосредственно перед моментом поступления /г-ого требова­
ния, необходимой для обслуживания всех требований, поступив­
ших до этого момента, приходящиеся на /-ый прибор. Пусть 
iv i%, .. ., is) перестановка чисел (1, 2, . . . , s), такая, что 
1>п, /,<*Ид, . г < • • • <"0п, г.. Тогда совместное распределение 
вектора (-)„,«., •an,t>, . . . ,« я , ;s) сходится при n-> со к собствен­
ному предельному распределению тогда и только тогда, когда 
р < 5. Этот результат немедленно влечет существование 
стационарных по моментам поступления распределений таких 
величин, как актуальное время ожидания и число занятых 
приборов в моменты поступления, так как они легко выражают­
ся через компоненты векторного процесса (vn, *,, fn, *,. ••, ,%, ts). 
Более того, из рассуждений Кифера и Вольфовица [226] 
следует, что при p < s существует стационарное по моментам 
поступления распределение длины очереди. Существование ста­
ционарного по времени предельного распределения виртуально­
го времени ожидания в системе GI\ GI\ 11 со, с прямой дисципли­
ной обслуживания, было доказано в работе Такача [384] при 
условии, что распределение интервала между поступлениями не 
является решетчатым и что р < 1 . Коэн [140] получил этот ре­
зультат, исходя из существования стационарного по моментам 
поступления распределения актуального времени ожидания с 
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помощью ключевой теоремы восстановления. Аналогично, исходя 
из результатов Кифера и Вольфовица [226], можно доказать 
существование- стационарных по времени распределений вирту­
ального времени ожидания и числа требований в системе 
G/|G/|s|oo. Существование стационарного по времени распре­
деления длины очереди исследовал Финч [159]. Миллер и Сен-
тиллес [302] показали, что длина очереди в системе 01 G/|s|'oo' 
сходится по распределению в случае безатомных распределений 
интервалов между поступлениями и длительностей обслужива­
ния. Шаибаг [366] рассмотрел систему G/|G/|oo с бесконечным 
числом приборов. Им было дано простое доказательство су­
ществования стационарного по моментам поступления совмест­
ного распределения г наибольших остаточных длительностей 
обслуживания для любого фиксированного г и числа требова­
ний в системе, соответственно, непосредственно перед моментом 
поступления. Единственными условиями являются A( + 0)==0 и 
М(3.<оо (см. также Каплан [216]). 

Первый фундаментальный шаг к доказательству теорем су­
ществования'для систем с потерями был сделан Б. A. Севостья-
новым [86], который привел строгое доказательство существо­
вания стационарного по времени распределения числа занятых 
приборов в системе MjG/|s|0. Более того, QH показал, что фор­
мулы Эрланга (см. [3.14]), справедливы и в этом случае, т. е. 
что они не зависят от формы распределения времени обслужи­
вания при фиксированном его среднем значении. В § 5 
систематически исследуется это свойство инвариантности (не­
чувствительности). Теоремы существования, аналогичные теоре­
ме Севастьянова, но для числа занятых приборов непосредствен­
но перед моментами поступления требований и немедленно пос­
ле моментов их ухода, были доказаны в работах Такача [385] 
и Шанбага и Тамбурациса [368], соответственно. Оказалось, что 
предельные распределения, полученные Б. A. Севастьяновым 
[86], Такачем [385] и Шанбагом и Тамбурацисом [368], совпада­
ют {см. п. 4.1). 

Естественным стремлением ТМО является все более широ­
кое применение ее результатов к реальным задачам. Для дости­
жения ЭТОЙ цели исследовались многочисленные модели. Даже 
использование рекуррентного потока вместо предположения о 
пуассоновском входе значительно расширило возможность при­
менения результатов теории массового обслуживания, тем бо­
лее ослабление предположений о независимости в процессах 
поступления и обслуживания требований значительно прибли­
жает теорию к действительности. За последние годы в этом 
направлении была проделана большая работа, и поэтому основ­
ной целью данного раздела является обзор теорем существова­
ния для систем, в которых интервалы между поступлениями и 
длительности обслуживания могут быть зависимы, В большин­
стве упомянутых выше классических работ, идея доказательства 
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теоремы существования основывалась на наличии у рассматри­
ваемых процессов обслуживания бесконечного множества мо-
ментов регенерации. Чаще всего эти моменты регенерации 
представляют собой некоторые моменты отсутствия в системе 
требований. Но даже для системы G/|G/|s|oo с рекуррентными 
управляющими последовательностями такие моменты могут от­
сутствовать с положительной вероятностью. Естественно, еще 
более сложные проблемы возникают в случае произвольных 
управляющих последовательностей. Оказалось, что для реше­
ния этих проблем подходящим аппаратом служат маркирован­
ные точечные процессы. Далее, введенное А. А. Боровковым 
[19, 22] понятие «обновляющего события» успешно играет роль 
моментов регенерации. 

Для удобства рассматриваемые системы разделены на 
семь групп: одноканальные системы G|G|l |oo (п. 3.1); много­
канальные системы О | G | s | {infty} (и. 3.2); системы Эрланга и Энгсе-
та с потерями (п. 3.3); системы G|G|s |0 с потерями (п. 3A); 
системы G | G | оо с бесконечным числом приборов (п. 3.5); схемы 
обслуживания (п. 3.6); системы с зависимостями специального 
вида (п. 3.7). В п. 3.8 рассматриваются некоторые вопро­
сы скорости сходимости к стационарному режиму и экспоненци­
альной эргодичности. Последний пункт этого параграфа 
посвящен качественным свойствам и количественным оценкам 
устойчивости процессов обслуживания. 

3.1. Одноканальные системы с ожиданием. Рассмотрим одно-
канальную систему G|G| 1 |оо, управляющая последовательность 
которой задается стационарным эргодичесщш точечным процес­
сом Ф, удовлетворяющим условию 0 < р < 1 . Пространство со­
стояний системы D определим как множество векторов г = 
= (zu z2, ...)eR°°, где z\ — остаточное время обслуживания 
обслуживаемого требования, а г., 2<Kj, — время, необходи­
мое для обслуживания i-ro требования, ожидающего в очереди. 

•Для i>j, где / означает число требований в системе, положим 
г,- = 0. 

Поведение системы во времени можно описать следующим 
•образом: Пусть (p&MR+ фиксированная реализация управляю­
щего точечного процесса, a z&D — начальное состояние в мо­
мент £=0. Тогда состояние z(f) системы в момент времени t 
имеет вид 

z{t)=h($, z,t), (3.1) 
где h — некоторое отображение из MR+XDXR+BD, Таким обра­
зом, для каждой СВ £ со значениями из D имеем стохастический 
процесс z(t), t£R+, 

z(t)=h((b,Z,t),m+, (3.2) 
•соответствующий управляющему точечному процессу Ф и (слу­
чайному) начальному состоянию £. 
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3.1.1. Т е о р е м а [169, 171, 214]. Существует единственный 
(с точностью до эквивалентности) стационарный процесс .г (t), 
t<3/?- удовлетворяющий условию (3.1) и определенный на ве­
роятностном пространстве (Mj?+, Ш1д+, Р), где Р обозначает 
распределение процесса Ф. Для любого (случайного) начального 
СОСТОЯНИЯ Е, имеет место сходимость по вариации 

limvar (/•-,.,. tb,i,Fit ,ft) = 0. (3.3) 
11 - К » 

где 0 < i 1 < t 2 < . . . < t f t , a Ftl {/1,к и Fti ijt означают 
конечномерные распределения в моменты (tv . . . , tk) процесса, 
определенного равенством (3.2) и упомянутого выше стационар­
ного процесса. 

С помощью пальмовского управляющего точечного процесса 
Ф°, соответствующего Ф, можно получить аналогичные резуль­
таты для стационарного по вложенным моментам процесса об­
служивания, когда в качестве вложенных моментов используют­
ся моменты непосредственно предшествующие моментам по­
ступления или, если на выходе системы наблюдается простой 
точечный процесс, немедленно следующие за моментами окон­
чания обслуживания. Основным звеном в доказательстве тео­
ремы 3.1.1 (см. Франкен, Кениг, Арндт и Шмидт [171]) являет­
ся построение отображения 

cp{to}2.(0, ф):.Мл+-»•£>, (3.4) 

которое обеспечивает «стационарность» начального состояния 
и, следовательно, стационарность соответствующего процесса 
обслуживания z(t), tBR. При этом можно воспользоваться сооб­
ражениями монотонности и существования P-почти наверное 
бесконечного множества моментов поступления в _ пустую си­
стему. 

Заметим, что из стационарности процесса z(t) — (Zi(t)t 
z<i(t)...) немедленно следует стационарность времени разгрузки 

со 

(или виртуального времени ожидания) ro(t) = ^lzJ(t). Для про-
цесса/(£), tQP, числа требований в системе имеем, соответст­
венно, /(/)-=-max{i:zt(t)>0}. Для одноканальных систем с дис­
циплиной обслуживания в порядке поступления требований 
процесс v(t), tdR, и процесс виртуального времени ожидания 
совпадают. Для систем с более общей дисциплиной для времени 
ожидания также можно доказать теорему существования, ана­
логичную теореме 3.1.1 (см. [171]). В своей работе [286] Лойиес 
первым рассмотрел случай стационарности по вложенным 
моментам для систем G|G|l|oo с дисциплиной обслуживания в 
порядке очереди. Точнее, показав существование бесконечного 
множества моментов освобождения системы, он доказал сущсст-
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вование единственной стационарной последовательности да.-.. 
i&T} актуальных длительностей ожидания (см. также A. А. Бо­
ровков [19] и Шассбергер [353]. Очевидно, что отображение h 
в (3.1) зависит от дисциплины обслуживания, Иногда представ­
ляется интересным рассмотреть стохастическое ядро вместо де­
терминированного отображения К. Это дает возможность дока­
зать теоремы существования для систем с рандомизированной 
дисциплиной обслуживания (Калэне [214]). 

3.2. Многоканальные системы с ожиданием. Перейдем те­
перь к многоканальным системам G]G|s|oo, управляющей по­
следовательностью которых является эргодический процесс 
Пальма Ф° (с соответствующим распределением P0), удовлет­
воряющий условию 0 < p < s . Как указывалось выше, в случае 
s = l эти предположения обеспечивают существование бесконеч­
ного множества моментов поступления требований в пустую 
систему. Однако для многоканальных систем ситуация оказы­
вается более сложной, так как с положительной вероятностью 
может вовсе не существовать таких моментов и, более того, тео­
рема единственности 3.1.1 в общем случае не справедлива. Мож­
но показать, что в (3.3) различные начальные состояния £ мо­
гут привести к различным стационарным процессам z(t), t$R + 
(см. Лойнес [286]). Гутьяр [182] приводит следующее необходи­
мое и достаточное условие существования бесконечного множе­
ства моментов освобождения системы G|G/ |s |oo: 

Р° ( ff {«P. tsV-D-i (Ф) + j e < 0 } ) > 0, (3.5) 

где z = inf{u£R+ : В (и) < 0 } , а В(-) является ФР длительностей 
обслуживания. Если, к тому же, интервалы между поступления­
ми независимы, т. е. для системы G/| G/|s] оо, это условие мож­
но записать следующим образом: 

Р°(Ф: а , (ф)>р,(<р))>0, ' (3.6) 
где а. и р, означают интервалы между поступлениями и дли­
тельности обслуживания (см. У.итт [394]). 

С другой стороны, существование бесконечного множества 
моментов освобождения не является необходимым для един­
ственности (эргодичности) стационарных процессов обслужи­
вания для системы G|G]s|{infty}. Боровков [22, 23] для доказа­
тельства эргодических теорем для многоканальных систем ис­
пользует понятие обновляющих событий. А именно, пусть {т(, 
1*6Г}\— стационарная эргодичная последовательность случайных 
векторов и пусть {wh ШТ} — последовательность случайных век­
торов, определенных начальным значением Wi с помощью неко­
торого отображения f, 

wi+l=f(wh т.), !>1. (3.7) 
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Пусть F n , i — cr-алгебра, порожденная СБ т, т.. Обозна­
чим через Г оператор сдвига на F-- , ,» , определяемый равенством 
Тк.бВ} = {т.+1.зВ} ДЛЯ любого борелевого множества В. 

3.2.1. О п р е д е л е н и е . Последовательность {At, гбГ+}> 
•AiS^-o-,-- называется последовательностью обновляющих со­
бытий, если существует целое число i 0 > 0 такое, что 
Afif-.cc,,i+i0 для любого гбР+ и на множестве A, случайный 
вектор wl+j, для любого / > г - , зависит только от значений 
"fy ...»t i+y_-. Последовательность {Af} называется стационар­
ной, если А — Гг_4- для всех £бГ+. 

Предполагая, что начальное значение ш1 не зависит от по­
следовательности тгг или измеримо относительно $?-*>,о, 
А. А. Боровков [22, 23] доказал следующую общую эргоди-
ческую теорему. 

3.2.2. Т е о р е м а . Пусть дана последовательность {Aj} 
обновляющих событий такая, что для некоторого / о > 0 

Р{ П Л A ( r M i + L 1 (3.8) 

при n{to}{infty}. Тогда распределение последовательности {wn+i, 
1*6Г+} сходится, при п-+-оо, к распределению некоторой стацио­
нарной последовательности {w\ ..6Г+К удовлетворяющей усло­
вию (3.7). Точнее, существует семейство последовательностей 
Ып\ ter+}, распределенных как iw{, £6Г+} такое, что 

limPJO (^+„^^)]=0. (3.9) 
Заметим, что если последовательность {AJ стационарна, то 

условие (3.8) эквивалентно P{A0}>0. Чтобы применить теорему 
3.2.2 к системе G|Gjs|oo достаточно в (3.7) соответствующим 
образом выбрать lx j , / и {AJ. Именно, положим т.= (а., р.) и 

шж=Я(ш^+р^—<xji)+, (3.10) 
где R —-оператор, располагающий компоненты данного вектора 
в порядке возрастания; е=(1, 0, . . . , 0), t—(1, 1 1), г/+ = 
-(•-•+), #J+ = max(0, г/,). 

Очевидно, что (3.1Q) является представлением Кифера— 
Вольфовица (см. [226]) вектора актуальных длительностей 
ожидания для системы G|G|s |oo с дисциплиной обслуживания 
в порядке очереди. 

Стационарную последовательность {Ai} обновляющих собы­
тий можно определить, например, равенством 

Ai={ai_i>uyi_1, а 4 + . . . l+ai+--,2>Pi}. (3.11) 
Если P{A0}>0, тогда для векторов актуальных длительностей 
ожидания wit определенных соотношением (3.10), утверждение 
теоремы 3.2.2 справедливо для произвольных начальных значе-
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ний щ>1 (см. A, A. Боровков [22]). Для системы G/ |G/ | s |oo , 
последовательность {A.}, 

Лг = \wi+j,i = 0 (/ — 1, . . . . s - 2 ) , ад,--2аг+« • ( З Л 2 ) 

обновляющих событий всегда удовлетворяет условию теоре­
мы 3.2.2 (см. А; А. Боровков [22], И. Ахмаров и Н. П. Леонтье­
ва [12]). 

Случай Ш1 = 0 был рассмотрен Лойнесом [286], который пока­
зал, что для системы G|G|s|{infty} с дисциплиной обслуживания в 
порядке очереди ФР СВ wi при £{to}oo монотонно сходится к 
стационарной по моментам поступления ФР СВ ш1 (см. также 
А. А. Боровков [19]). Распространение этого результата на 
случай стационарности по времени было получено в работе 
Миязавы [304], а для произвольных консервативных дисциплин 
обслуживания в [171]. В работах А. А. Боровкова [19, 23], 
И. Ахмарова [9], И. Ахмарова и Н. П. Леонтьевой [12] и 

• Н. .П. Леонтьевой [72—74], с помощью обновляющих событий 
были получены оценки скорости сходимости времени ожидания 
к стационарному процессу для многоканальных систем обслу­
живания (см. также п. 3.8). Этот вопрос был рассмотрен 
также для длины очереди. Более того, И. Ахмаровым и 
Н. П. Леонтьевой [12] была исследована система G[G|s | r с 
ограниченным числом мест для ожидания (см. также В. Г. Кру­
пны [67]). В работе В. Г. Крупина [66] показано существование 
стационарного по вложенным моментам распределения времени 
ожидания для системы G|G|s |oo с ограниченным временем пре­
бывания. В связи с этим использовалась управляющая последо­
вательность Ф°-={^(Ф°), [рг(Ф°), Ь(Ф 0 ) ] , Ш , где Si означает 
максимальное (возможное) время пребывания i-oro требова­
ния в системе. 

Другие предельные теоремы для систем обслуживания с раз­
личными ограничениями на число мест для ожидания, время 
ожидания или пребывания были получены в [5-—11, 130, 131], 

Система GI\GI\s\r с конечным числом мест для ожидания 
и система GI\GI\s\<x> с ограниченным временем ожидания бы­
ли исследованы Шанбагом [367]. Он показал, что условие (3.6) 
достаточно для существования собственных предельных распре­
делений таких характеристик, как длина очереди, время ожида­
ния и остаточное время обслуживания обслуживаемого требо­
вания. Оне и Майн [327] использовали метод Лойнеса [286] с 
целью исследования существования стационарных процессов, 
возникающих при изучении очередей перед светофором, удов­
летворяющих рекуррентной формуле сходной с (3.10). 

Вопросы моделирования и управления движением транспорта 
на перекрестке при неполном описании управляющей последо-
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вательности рассматривались в работах М. А. Федоткииа 
[91-93]. 
Если p>s, компоненты вектора актуального времени ожидания 
шп для системы G|G|s|oo с дисциплиной обслуживания в по­
рядке очереди сходятся при n->-oo к бесконечности с 
вероятностью 1 (см. Лойнес [286]). Для этого случая Лулу 
[285] доказал, что последовательность случайных ломаных 

Yn(a) — (™[i.e].i--Cift«(-j--{cdot}-))C2ft-", 0 < и < 1 , (3.13) 
/ 

где Сь С2 — некоторые постоянные, слабо сходится при /i->-oo 
к вииеровскому процессу на [0,1], если выполняются следую­
щие условия: а) последовательности {ail и {pi} стохастически 
независимы; б) ломанные, построенные посредством (3.13) по 
частным суммам последовательностей (ail и {р.}, соответствен­
но', слабо СХОДЯТСЯ к вииеровскому процессу на [0, 1]. 

Здесь \пи\ означает целую часть числа па, а щ1Ш\,\ первую 
(наименьшую) компоненту вектора Т<У1ЯК]. Более того, Лулу [285] 
получил также аналогичный результат для виртуального време­
ни ожидания. 

3.3. Системы Эрланга и Энгсета с потерями. В работе Кё-
кига и Маттеса [239] было получено стационарное распределе­
ние вероятностей состояний системы Эрланга M|G|s|0 в слу­
чае, когда длительности обслуживания требований отдельными 
приборами могут быть зависимыми, т. е. каждая из s таких 
последовательностей описывается маркированным точечным 
процессом, метки которого могут содержать дополнительную ин­
формацию о механизме обслуживания, такую как, например, 
о фазах обслуживания или ремонта (см. также [171, 240, 241]). 

Пространство состояний рассматриваемой системы описы­
вается множеством векторов g= (ii,..., k), 1<i i< . . . <ih<s, 
0<k<s, где ij — номера, a k — общее число занятых приборов 
в рассматриваемый момент времени t, и векторов ф=-(cpi,... 
...,Ф.,), где ф3- является реализацией соответствующего точеч­
ного процесса до этого момента времени. Таким образом, со­
стояние системы описывается вектором 2= (£, ф). Поседение 
системы во временя описывается некоторым марковским про­
цессом, заданным на этом пространстве состояний. Стационар­
ность этого процесса обеспечивается начальным распределени­
ем Q, Q=%pg' Q(-\g'), для которого имеет место представле­
ние (см. [239]) 

Ps. = Q(z:g = g')~y(s~k)\TI (A) , g'^(iu..„ ik), (3.14) 
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и 
4- (Р., если i£g', 

Q ( - / ^ - X H « . H ; = {po, если % ' , ( З Л 5 ) 
где X означает интенсивность пуассоновского потока моментов 
поступления, \ij интенсивность стационарного маркированного 
точечного процесса (с распределением Pj) длительностей об­
служивания j-ым прибором, а y — нормирующая постоянная. 
Заметим, ЧТО ИЗ (3.14) следует хорошо известная формула Эр-
ланга для стационарного по времени распределения числа тре­
бований в системе, если Р — Р и, следовательно, щ—ц для 
/ — 1, . . . . s (см. также § 5). 

Формула (3.1.4) основана на предположении о равновероят­
ном занятии свободных приборов. В [163, 240, 241] приведено 
начальное распределение, обеспечивающее стационарность по 
времени упомянутого выше марковского процесса для несколь­
ко более общего правила выбора (см. также п. 5.3.1). Более то­
го, было показано, что всякое начальное распределение этого 
марковского процесса стационарно по времени тогда и только 
тогда, когда оно является стационарным по моментам поступле­
ния. Мекке и Целе [300] исследовали структуру множества 
стационарных начальных распределений, (см. также Мекке [297, 
298]). Целе [98] показала, что одномерные распределения с на-

S 

чальным распределением вида XPi°, где Fi° являются распреде-
лениями Пальма, сходятся к стационарному по времени распре­
делению Q. Если, к тому же, Pi0, 1=1, . . . , s, эргодичны, то ста­
ционарное предельное распределение Q определяется формула­
ми (3.14) —(3.15) с Q( . |0 )=XPi° . 

Кениг [232] рассмотрел две разновидности замкнутой сис­
темы с потерями, так называемой системы Энгсета, в которой 
для обслуживания требований от N источников имеется s 
( s < N ) приборов.. Как обычно, требование, застающее все при­
боры занятыми, теряется, в противном случае оно занимает 
любой из свободных приборов с равной вероятностью. Точно 
так же, как и для разомкнутых систем, длительности обслужи­
вания могут быть привязаны к источникам или обслуживаю­
щим приборам. В зависимости от рассматриваемой разновид­
ности, последовательность длительностей обслуживания дан­
ного источника или прибора описывается маркированным 
точечным процессом, метки' которого, как обычно, могут быть 
использованы для расширения содержания механизма обслу­
живания. Независимость длительностей обслуживания не пред­
полагается. Предполагается только, что они, как и последова­
тельность интервалов, между моментами поступления требований 
от каждого, источника, стационарны. При помощи мульти­
пликативного представления, подобного (3.14) — (3.15), можно 
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выписать стационарное начальное распределение подходящим 
образом построенного марковского процесса, описывающего 
эволюцию системы (см. Кёниг [232]). Из этого мультиплика­
тивного представления следует хорошо известная формула Энг-
сета для стационарного по времени распределения числа заня­
тых приборов (см. также разд. 5.3.2). 

3.4. Система G|G]s|0 с потерями. Аналогично вектору ак­
туальных'длительностей ожидания Кифера и Вольфовица рас­
смотрим теперь вектор w{ остаточных длительностей обслужи­
вания в системе G|G|s|0 с потерями в момент непосредствен­
но перед поступлением £-го требования, компоненты которого 
упорядочены в порядке возрастания: хюм<м.{, 2< ... <wit s. 
Нетрудно видеть,1 что векторы Wj удовлетворяют рекуррентному 
соотношению 

•ю.л.1 = R(Wj + heJ H . - =°} - «;-)+' (3- -6) 
Подобному соотношению (3.10), где / { /̂,i=--0} обозначает инди­
катор множества {w/^ — Q}. Заметим, что (3.16) имеет тот же 
вид, что и (3.7) и, следовательно, применима теорема 3.2.2 
(см. А. А. Боровков [22, 23]). Определим величину <7°(x) равен­
ством 

i 

<?4x)= 2 /{P,>aj + a ,4i+---+«rf-x}. (3.17) 
/ = - - о о 

так что <?*(0) можно интерпретировать как стационарное по мо­
ментам поступления число требований в системе G|G|oo, уп­
равляемой той же самой последовательностью, в то время как 
ql{x) представляет собой число требований, остающихся в си­
стеме через время х. Определим стационарную последователь­
ность {A<i} обновляющих событий (определение см. в разд. 3.2) 
равенством 

Л— <7M(0)<s—l, W 2 «t+n)<s-2-j, 

; = 0 , . . . , s - 2 J . •' (3.18) 
Если Р{А0}>0, то для векторов остаточных длительностей об­
служивания W; системы G|G|s|0, управляемой стационарной 
эргодической последовательностью (0<p<{infty}), определяемых 
соотношением (3.16), утверждение теоремы 3.2.2 остается спра­
ведливым при любом начальном значении W\. 

А. А. Боровков [19] показал, что для системы G/|G/|s|0 
неравенство P{A0}>0 имеет место тогда и только тогда, когда 
P{sai>Pi}>0. Более того, были также исследованы теоремы 
существования и единственности стационарного по времени 
распределения для систем с потерями с групповым поступле­
нием требований. 
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Дальнейшие условия существования с положительной вера-
ятностыо обновляющих событий для оистемы G/ |G/ ] s |0 были 
даны И. Ахмаровым и Н. П. Леонтьевой [12]. 

Обновляющие события Ai в. (3.18) означают, что состояние 
системы определяется по конечному отрезку реализации управ­
ляющей последовательности и служат для переноса свойств 
стационарности и эргодичности управляющей последователь-! 
ности на процесс обслуживания (см. также [170]). Оказывает­
ся, что подобно многоканальным системам G|G|s |oo (см. п. 
3.2), чтобы доказать эргодические теоремы для систем 
G|G|.s|0, помимо стационарности и эргодичности управляющей 
последовательности, необходимо некоторое дополнительное 
условие типа P{Ao}>0; см. Лизек [282]. где эта проблема рас­
сматривается подробно. 

Франкен и Калэне [170] показали, что аналог теоремы 
3.1.1 справедлив для систем G|G|s |0 , если управляющая после­
довательность стационарна и если с вероятностью 1 существу­
ет бесконечно много точек обновления. Исходя из соответст­
вующей пальмовской управляющей последовательности, этот 
результат можно получить также и для случая стационарности 
по вложенным моментам. 

Кроме того, в случае стационарной эргодической управляю­
щей последовательности с . 0 < р < о о , существование бесконеч­
но многих моментов обновления следует из P{Ao)>0. Случай 
G |G/ | s | 0 рассмотрен также в работе [168], где приведено бо­
лее сильное условие существования бесконечного множества 
моментов обновления. Условия существования бесконечного 
множества точек освобождения для системы G | G / | s | 0 были 
даны Гутьяром [182], см. также [171]. 

3.5. Системы с бесконечным числом обслуживающих при­
боров. Для систем G\G\oo, управляемых стационарной после­
довательностью с 0 < р < о о , утверждение теоремы 3.1.1 остает­
ся верным (см. [171]). К тому же следует отметить, что в этом 
случае, подобно одноканальным очередям (см. раздел 3.1), нет 
необходимости в дополнительных предположениях.. Аналогич­
ные результаты МОЖНО получить для случая стационарности 
по вложенным моментам, отправляясь от соответствующей 
пальмовской управляющей последовательности (ем. также 
A. А. Боровков. [19]). Более того, в монографии А. А. Боров-
кова [19] рассматриваются системы с бесконечным числом 
приборов, управляемые асимптотически пальмовской последо­
вательностью. 

3.6. Общий класс систем обслуживания (схемы обслужива­
ния). В этом разделе (см. также раздел 5) мы не делаем раз­
личия между источниками требований, с одной стороны, и об­
служивающими приборами, с другой, а рассматриваем произ­
вольную систему, состоящую из некоторых объектов с конеч­
ным числом так называемых активных и .пассивных состояний 
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(схему обслуживания). В частных случаях из нее получаются 
одноканальные и многоканальные системы с ожиданием, систе­
мы с потерями, модель ремонта станков, системы с разделением 
процессора (processor sharing) и системы сложной структуры, 
а также сети СМО (см. [171, 209, 240, 241]). С каждым актив­
ным состоянием каждого объекта связывается некоторый ста­
ционарный маркированный точечный процесс последовательных 
длительностей его пребывания в данном активном состоянии, 
при этом их независимости не предполагается. Эти длительно­
сти реализуются с различными скоростями в зависимости от со­
стояния всей системы (подробности см. в § 5). 

Так же, как и в п. 3.3, состояние системы характеризуется 
вектором z = (g, ер,.,.. -, Ф„), где g = (gj) — вектор состояний 
отдельных объектов, а <рг (2 = 1, 2,...) —реализации соответ­
ствующих маркированных точечных процессов. В пространстве 
всех состояний системы строится марковский процесс с непре­
рывным временем, описывающий эволюцию системы. Начальное 
распределение Q, Q ( - ) = 2 PtQ('\Sf) этого марковского про-
цесса вида 

/=.1 

Pt, если в состоянии g' = (gj) для некоторого у, g'f = i, 

P°t, в противном случае, (3.19) 

обеспечивает его стационарность в том и только том случае, ес­
ли удовлетворяет некоторой линейной алгебраической системе 
уравнений равновесия Z' (см. п. 5.1). Здесь Р{° означает паль-
мовское распределение соответствующего управляющего точеч­
ного процесса, a Pt его стационарное распределение. Систему 
уравнений Z' можно интерпретировать как условие усиленного 
статистического равновесия, так называемого равновесия объ­
ектов. Далее, в работе Янзена, Кёнига и Навроцки [209] было 
исследовано поведение системы по вложенным непосредственно 
перед изменением состояния g системы моментам. Были полу­
чены формулы для среднего времени пребывания построенного 
марковского процесса в фиксированном подмножестве его со­
стояний (см. также [171]). Было показано, что при некоторых 
условиях существование вероятностного решения вышеупомяну­
той системы уравнений равновесия Z' необходимо и достаточно 
для выполнения следующего свойства инвариантности: стацио­
нарные вероятности р8 зависят только от средних значений дли­
тельностей активных состояний, а не от формы распределений 
Pi- Более подробно эти вопросы рассматриваются в § 5. 
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Навроцки [80] разработал метод исследования стационарных 
характеристик рассмотренных в данном разделе систем в пред­
положении, что одновременно реализуется не более одной 
непоказательно распределенной длительности активного со­
стояния. _ _ . . s i n . 

3.7. Системы со специальными зависимостями. 
3.7.1. Полумарк овские у п р а в л я ю щ и е п о с л е д о ­

в а т е л ь н о с т и . Рассмотрим систему, управляемую последов а-
тельностью {(аг, рг.иг)}, где щ со значениями йбЛ*-—{1, 2. . .} озна-

i 

чает тип требования, поступающего в момент т , - - - ^ ^ (см. разд. 
i=\ 

2.2). Если последовательность {(at, x;)} образует полумарковский 
процесс (ПМП), т. е. если последовательность {*г} типов тре­
бований образует однородную цепь Маркова и если интервалы 
между моментами поступления требований а. зависят лишь от 
щ и %i+1, i = 0, ± 1 , . . . (см. [65]), то соответствующую систему 
будем называть системой с полумарковским входящим потоком 
(входом) и обозначать символом SM | С? | s | г. Аналогично, сис­
тема называется системой с полумарковским обслуживанием 
и обозначается символом G|SM|s | r , если ПМП образует 
последовательность {({3;, %t)}. 

Системы, управляемые полумарковскими последовательно­
стями, находят применение при моделировании реальных систем, 
в которых интервалы между моментами поступления требований 
к длительности их обслуживания допускают значительную ва­
риацию. 

Одноканальные системы SM|M| l |oo с полумарковским 
входящим потоком были исследованы Цинларом (136), Ньют-
сом (318) и другими. Можно показать, что, если марковская 
цепь Y.t эргодична, то цепь (xL, i(tt)) эргодична тогда и только 
тогда, когда р < 1 . В таком случае, например, стационарные 
по моментам поступления вероятности p°fk =-limP{x2-=/, l(xj) = k} 
существуют и не зависят от начального распределения. Если 
р > 1 , то р% = 0 для всех j и k. Аналогичный результат спра­
ведлив для предела по времени p;.ft=-limP{x(f)==/, l(t)=k}, 

t—>со 
где %{t) = %i, если ?/_-< *-<т;г. Следует упомянуть, что для 
системы SM J M111 ос. было исследовано также и нестационар­
ное поведение. 

В работах С. Н. Симоновой [87] и Франкена [167] исследо­
вана система с потерями .SM|M|s|0'(0<.s<oo). Доказана тео­
рема существования стационарного по моментам поступления 
требований распределения pjh° и приведены формулы их бино­
миальных моментов в случае, если цепь х. апердодична и нераз­
ложима. 
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Ньютс и Чен [321] рассмотрели нестационарное поведение 
процессов (хи 1(тц)) и (к(^), / (0 ) для системы 5М|М|оо. С их 
помощью получены для стационарных распределений результа­
ты, сходные с результатами Франкена [167]. Смитом [369] эти 
результаты были обобщены в следующем направлении: длитель­
ности обслуживания предполагаются независимыми, показатель­
но распределенными СВ с параметрами, зависящими от типа 
требования, т. е. рассматривается система .SM|M|oo. Теперь 
вместо (%и l(xi)) и (n(t), l(t)) рассматриваются векторные про­
цессы /(т.) ,и l(t), где 1= (h,.. •, 1\щ) и U. означает число тре­
бований типа i, находящихся в системе в соответствующий мо­
мент времени. Дальнейшие результаты для системы SM\GI\<x> 
содержатся в [370]. 

Важным частным случаем полумарковского потока является 
дважды стохастический пуассоновский поток, рассмотренный, 
например, Пюрдю [334]. и Россом [344] (см. также Кёниг и 
Шмидт [246]). 

Одноканальные системы М \ SM111 оо с полумарковским 
обслуживанием были рассмотрены, например, Цинларом [135], 
Ньютсом [314, 317], Песталоцци [332], Пюрдю [335] (см. также 
Ньютс [316]). В предположении, что вложенная марковская 
цепь я- неразложима, стационарные по времени и моментам 
поступления распределения рассматриваемых там процессов 
обслуживания существуют тогда и только тогда, когда р < 1 , 

\к\ 
где р = 2 Itifft--'i' a n = (.t1,..., Jtj —|) — стационарное распределе-
ние типов требований, и /ns.—-средняя длительность обслужи 
вания требований типа i, i-=!,..., |Я"|. 

Ньютс [317] рассматривает случай группового поступления 
и полумарковского обслуживания. Песталоцци [332] допускает 
возможность бесконечного количества типов требований в си­
стеме .М|Sikf| 1 |oo, но предполагает, что типы требований и. 
взаимно независимы. Нестационарное и стационарное поведение 
числа требований в системе .M|SJW|{infty} при условии, что вложен­
ная марковская цепь и, неразложима, рассмотрено Ньютсом к 
Чеком [322]. В работах Арьяса [106], Янссена [210] и Макникла 
[296] исследуется система 5M|SM| 1 |оо, 

3.7.2. С и с т е м ы о б с л у ж и в а н и я п о с л е д о в а т е л ь ­
н ы м и п р и б о р а м и . Эргодические теоремы для систем об­
служивания последовательными приборами доказывались раз­
личными авторами (см. например, Райх [337], Сакс [349] и, в 
частности, Лойнес [286—288]), основное предположение которых 
состояло в том, что векторы (a., p.,i, |3.,2,...) образуют строго-
стационарную метрически транзитивную последовательность по 
переменной i, где |3,,.- означает длительность обслуживания i-oro 
требования в /-ой очереди. В частности, для системы обслужи-
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вания последовательными приборами G/| GI\ 1 |oo{to}... |G / | 1 ]{infty}.. 
управляющая последовательность которой {(а., Ры, р. ,2, . . . )} 
состоит из взаимно независимых рекуррентных последователь­
ностей {а,.}, {ры}, {${,%},... , эргодичность имеет место тогда и 
только тогда, когда Ма,.>Мр>3- для всех / (см, также Г, П. Кли­
мов [231], § 13 гл. 4, где уточняются результаты Лойнеса). 
Фридман [174] рассмотрел более общий случай последователь­
ного обслуживания многоканальными системами, см. также 
[390]. 

Системы обслуживания последовательными приборами с 
разделением времени были рассмотрены, например, Г. П. Кли­
мовым [54]. Заметим, что интервалы между моментами поступ­
ления на вторичные приборы, вообще говоря, зависимы (см. 
Дейли [150]. Важным частным случаем является система обслу­
живания двумя последовательными приборами, в которой од­
новременно может работать лишь один из них — тандем-систе­
ма. При этом порядок работы приборов определяется некоторым 
правилом переключения. В предположении, что последователь­
ность {(cci, p,,i, р.,2) 1 стационарна и метрически транзитивна, 
необходимым и достаточным условием эргодичности такой си­
стемы является неравенство Ma.<Mpi-,i + Mp.,2. Тандем-системы 
с конечным числом мест для ожидания между фазами рассмат­
риваются в работе [315]. Заметим, что поведение длины оче­
реди в системе с чередующимися приоритетами сходно с их по­
ведением очереди в тандем-системе (см. Джайсуол [34], Наир 
[310]). 

3.7.3. С и с т е м ы с о б р а т н о й с в я з ь ю и в т о р и ч н ы м 
в х о д я щ и м п о т о к о м . Приведем сначала краткий обзор ра­
бот, связанных с системами обслуживания, в которых моменты 
поступления образуют точечный процесс, являющийся наложе­
нием (суммой) конечного числа процессов восстановления. На­
помним, что точечный процесс называется процессом восстанов­
ления или рекуррентным точечным процессом, если интервалы 
а. между двумя последовательными точками представляют со­
бой взаимно независимые СВ. Для управляющих последоваль-
ностей, являющихся наложением (суммой) точечных процессов, 
будем использовать символ G + G + . .. + G с обычными модифи­
кациями в случае рекуррентных слагаемых. 

В работе Иглехарта и Уитта [196] рассматривается система 
G / + . . .'+GI\GI\s\oo, где основное внимание уделяется случаю,. 
когда нагрузка р системы превышает или равняется s. Стрелка 
над G/означает, что распределение длительности обслуживания 
может зависеть от процесса, образующего входящий поток. Для 
различных процессов обслуживания таких, как, например, вре­
мя ожидания, количество требований в системе или выходящий 
поток, были доказаны центральные предельные теоремы. Ре­
зультаты упомянутой работы обобщены в работе [197] на по-
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•следовательности систем обслуживания типа G+ . . . - | -G |G] s | oo 
с более слабыми предположениями о независимости, когда па­
раметры нагрузки р„ сходятся к некоторому значению p>s (см. 
также Уитт [393]). Иглехартом [194] получены функциональные 
предельные теоремы типа повторного логарифма для некоторых 
процессов обслуживания для системы G/+ . . . +G/ |G/ | s |oo . 
Кеннеди [223, 224] дает аппроксимацию скорости сходимости в 
вышеупомянутых предельных теоремах (см. также п. 3.8). 

Харрисон [187] рассмотрел системы типа GI+ . •. 
. . . + GI | G/] 1 | оо со специальной ДИСЦИПЛИНОЙ группового обслу­
живания. При этой, так называемой дисциплине сборки, для 
того, чтобы начать обслуживание, необходимо иметь в наличии 
требования каждого типа. Было показано, что независимо от 
нагрузки р ( < 1 , = 1 или >1) , вектор wu где йУ,.= (да.,!,.. •. а>ы) 
и Wi,s означает актуальное время ожидания t-oro требования 
типа /) с вероятностью единица не сходится к конечному преде­
лу. Это следует из предельных теорем для соответствующим об­
разом нормированных величин mii. 

Эргодические теоремы для систем GI+M\GI\l\oo с двумя 
типами требований были доказаны Шёнхерром [360], где, на­
пример, обобщены результаты Сахина [350], 

В работе [347] рассматривается система с потерями Eh + 
+M|Mjs |0, где GI=Eh означает, что интервалы между момен­
тами поступления в соответствующем процессе восстановления 
имеют эрланговские распределения порядка k. Показано, что 
формулы Эрланга (см, (3,14) — (3-15), остаются справедливыми, 
только если Eh=M. В противном случае, их можно использовать 
лишь как приближение. И, наконец, в работах Кучуры [263], 
[265] обсуждаются случаи GI+M\M\s\oo и GI+M\M\s\Q, со­
ответственно. 

Другой тип вторичного потока встречается в системах с об­
ратной связью. Здесь требование может поступать как извне 
Системы, так и возвращаться в нее после цикла обслуживания. 
Эти возвращающиеся требования образуют вторичный поток, 
который, вообще говоря, не является рекуррентным процессом 
(см. Бремо [118]). 

В работе Такача [387] рассматривается одноканальная си­
стема с обратной связью с показательно распределенными ин­
тервалами между моментами поступления требований и дли­
тельностями обслуживания, где после каждого цикла обслужи­
вания требование возвращается в очередь с вероятностью р 
(0<р<1) или покидает систему с вероятностью q=\—р. ЕСЛИ 
•p<q, то число требований в системе обладает стационарным по 
времени предельным распределением, не зависящим от началь­
ного распределения. Такую систему с обратной связью можно 
интерпретировать как обобщение модели счетчика, введенной 
Лампардом [266]. 
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В работах Г. П. Климова [55, 56] исследовалась система 
JkT|G/|l|oo с обратной связью, предназначенная ДЛЯ выполне­
ния нескольких (г) типов операций (что отмечено стрелочкой 
над символом GI) для широкого класса консервативных дис­
циплин обслуживания. Условие существования стационарного 
распределения для такой системы имеет вид р < 1 , гдер---!'/, / = 

— (/—Q)_1b, %= (Яь ... уХт) — интенсивности первичного пото­
ка. требований на выполнение различных операций, Ь — 
= (Ьи . . . , br) —средние длительности выполнения операций, a 
Q= [-7-з] — матрица элементы gij, которой обозначают вероят­
ности возникновения операции типа / в результате выполнения 
•операций типа L 

В работах В. В. Рыкова [83,. 84], М. Ю. Китаев и В. В. Ры­
кова [52] эти модели были обобщены на случай ветвящегося 
потока вторичных требований, когда в результате выполнения 
любой из операций с вероятностью ^ (n ) ==-7i(n1, • . . , пт) воз­
никает набор п= (ni,... . , пг) операций, рассматриваемых типов. 
Для существования стационарного распределения для любой 
консервативной дисциплины выполнения операций помимо 
условия на нагрузку р < 1 , где матрица Q в, этом случае опре­
деляется несколько сложнее, требуется еще вырожденность с 
вероятностью 1 вторичного потока требований. 

Лемуан [273, 275] исследовал следующее правило обратной 
связи: новые требования поступают сначала в «первичную оче­
редь», где они дожидаются начала обслуживания. Во время 
этого начального этапа обслуживания новые требования об­
служиваются полностью, если длительности их обслуживания 
не превышают постоянной с ( 0 < с < о о ) . В противном случае, 
если в системе присутствуют другие требования, они поступа­
ют во «вторичную очередь». На втором этапе обслуживания тре­
бования из вторичной очереди обслуживаются полностью и их 
обслуживание продолжается с того момента, когда оно было 
прервано. Таким образом, рассматривается правило' абсолют­
ного приоритета с продолжением прерванного обслуживания, 
а условием эргодичности является р < 1 (см. также Давиньон 
и Дисней [152, 155], Копочинска и Копочински [252]). 

Харрис и Марлин [185] нашли необходимое и достаточное 
условие эргодичности систем с групповым обслуживанием и 
обратной связью, когда распределения длительностей обслужи­
вания зависят от длины очереди, и указали взаимосвязь меж­
ду процессами обслуживания с непрерывным временем и по 
вложенным моментам (см. также §4) . 

3.7.4. Р а з о г р е в . Д л и т е л ь н о с т и о б с л у ж и в а н и я , 
з а в и с я щ и е о т с о с т о я н и й . Одноканальные очереди с 
разогревом рассматривались, например, Финчем [158], 
Е. 3 . Климовой [57], Лемуа-ном [272, 274], Россбергом и Зиге-
леи [346]. Эффект разогрева выражается тем фактом, что пер-
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вое требование каждого периода занятости обслуживается в 
соответствии с распределением, которое может отличаться от 
распределения длительности обслуживания остальных требо­
ваний периода занятости. Таким образом, распределение дли­
тельности обслуживания зависит от того, свободна ли система 
в момент поступления рассматриваемого требования. Более 
того, Лемуан [274] исследовал случай, когда таким же эффек­
том обладают также интервалы между моментами поступле­
ния требований. В работе Лемуана [272] приводятся условия,-
обеспечивающие эргодичность одноканальной системы, для ко­
торой первые N требований каждого периода занятости (N 
случайно) обслуживаются и поступают через промежутки вре­
мени с распределениями, отличающимися от распределений 
остальных требований. 

Кэллэхэн [127] и Познер [333] получили достаточные 
условия существования предельного распределения актуаль­
ного времени ожидания для одноканальных систем с длитель­
ностями обслуживания, зависящими произвольным образом от 
времени ожидания (см. также Харрис [184]). 

3.7.5. Другие входы со с п е ц и а л ь н ы м и з а ­
висимостями. Другим входящим потоком с зависимостями 
специального вида является так называемый слабо зависимый 
входящий поток такой, что коэффициент корреляции двух до­
статочно отдаленных интервалов между моментами поступления 
требований настолько мал, что им можно пренебречь (см. 
Бхат [114]). 

Примером слабо зависимого входящего потока является 
вход, моменты поступления которого ~ч имеют вид Ti = ta + 6i,. 
где {Si} — последователыность независимых одинаково распре­
деленных случайных величин, a fl>0 — положительная посто­
янная (см. Андерсон [105], Льюис [279, 280], Нельсон и 
Уильяме [313]). 

Д. Граню., Ф. Грано и ЛемуаН [179] получили аппроксима­
цию предельного поведения актуального1 времени ожидания 
Wi для системы G|G/|l|oo со слабо зависимым входящим по­
током такого типа (M6i-=0, P{|Si| <с} —1 для некоторого 
c<oo). Было показано, что при р>1 последовательность {да,}, 
соответствующим образом центрированная и нормированная,, 
распределена асимптотически нормально'. 

Пирс [330, 331] рассмотрел следующий вид слабо зависи­
мого входящего потока, моменты поступления которого зада­
ются скользящим средним: 

td = k(Vi+n)+fl(yi±n-l) •+ • • • +Ы(Уг), 
где fi — неотрицательные функции, а {у.} — последователь­
ность независимых случайных величин. 

В работах Конопли и Чжань [146], и Ныотса- [319, 320] 
дается обзор полученных, недавно результатов для систем с 
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ожиданием с показательно распределенными интервалами меж­
ду моментами поступления требований и длительностями 
'обслуживания, где допускаются переменные интенсивности по-
•ступления и обслуживания. Понятие переменных интенсивно-
стей поступления и обслуживания можно обобщить, вводя за­
висящие от СОСТОЯНИЯ системы скорости реализации соответст­
вующих управляющих СВ (сравни, например, Янсен и Кёниг 
[207], Кёниг и Шмидт [245]), см. также §§ 4 и 5. Одно-
канальные системы с ожиданием с периодическим пуассонов-
•ским входящим потоком и произвольно' одинаково распреде­
ленными независимыми длительностями обслуживания • рас­
сматриваются в работе Харрисона и Лемуана [189]. 

Упомянем, наконец, работы A. M. Александрова [2, 3] и 
Щётки [382], где рассматриваются однокацальные системы с 
ожиданием и не делается никаких предположений о независи­
мости интервалов между моментами поступления требований 
и длительностей их обслуживания, которые реализуются в те­
чение одного и того же периода занятости. 

Так как в данном обзоре рассматриваются только некоторые 
аспекты группового поступления и группового) обслуживания,. 
.за соответствующими эргодическими теоремами мы отсылаем 
читателя к работам A. A. Боровкова [19], Франкена, Кёнига, 
Арндта и Шмидта [171]. Далее, мы не обсуждаем подробно 
приоритетные системы и системы с ненадежными при­
борами, так как такие системы с зависимыми интервалами 
между моментами поступления требований и длительностями 
•Обслуживания рассматривались в литературе крайне редко*. 
Предельные теоремы для таких систем в классических пред­
положениях независимости можно найти, например, в работах 
Б. В. Гнеденко, Э. A. Даниеляна, Б. Н. Димитрова, Г. П. Кли­
мова и В. Ф. Матвеева [27], Г. П. Климова [231], (см. также 
[77, 101, 107]). 

3.8. Скорость сходимости к стационарному режиму. Пре-
.дельные теоремы, представленные в предыдущих разделах дан-
ной главы, имеют качественный характер. Возникает вопрос, 
как быстро нестационарные распределения сходятся к соответ­
ствующим стационарным. Эта проблема скорости сходимости к 
стационарному режиму систематически исследована в моно­
графиях A. A. Боровкова [19, 23], в работах И. Ахмарова [9, 
11], И. Ахмарова и Н. П. Леонтьевой [12], В. В. Калашникова 
[49], Н. П. Леонтьевой [72—74], В. М. Золотарева [40, 42, 

•44]. Дальнейшие результаты при несколько более сильных 
предположениях ом. также в работах [134, 153, 190, 191, 227, 
257,323,352,389]. 

В качестве примера приведем аппроксимацию скорости 
-сходимости векторов времени ожидания Кифера—Вольфовица 
••Wi в системе G/ |G/ |s |oo (см. п. 3.2), полученную И. Ахмаро-
.вым [9]\ Предположим, что в начальный момент времени Ш1 = 0. 
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Пусть {w\ t-ЗГ) является соответствующей стационарной по­
следовательностью из теоремы 3.2.2. 

3.8.1. Теорема. Пусть управляющая последовательность 
((a*. Pi)} системы GI | QI \ s | оо удовлетворяет условию. 
p = W ^ < \ s . Если для некоторого t>\ математическое ожи­
дание Л Ц < оо, то для всех yfe = l, 2, . . . и некоторой постоян­
ной с>0 имеет место неравенство: 

WE E Л "с (lnk)t 

где it означает метрику Леви----Прохорова, a Fw распределе... 
иие величины чю. Если же Меа-''<оо для некоторого i '>0, тогда. 

n(F„k, ETOl)<c'e~'' /F 

для любого /г=Г 2 , . . , и для некоторой постоянной с '>0. 
Заметим, что в случае оджжаналышх систем (.S---1), гра­

ницы, полученные, например, А. А. Бороаковьш ([19], § 22 и 
[21]) лучше границ, указанных в теореме 3.8.1. Проблемы 
скорости сходимости к стационарному режиму тесно связаны с 
анализам количественных СВОЙСТВ непрерывности процессов об­
служивания (см. раздел 3.9). В работах В. М. Золотарева [40, 
42, 44] аппроксимация скорости сходимости к стационарному 
режиму используется непосредственно для получения оценок 
устойчивости некоторых процессов обслуживания (см. также 
[258]). При этом следует заметить, что в работах В. М. Золо­
тарева исследовался также случай зависимых интервалов 
между моментами поступления требований и длительностей их 
обслуживания. 

3.9. Качественные и количественные свойства устойчивости 
процессов обслуживания. Рассматривается следующая пробле­
ма: когда небольшие изменения управляющей последователь­
ности {(ai, p,-)} приводят к малым изменениям стационарных 
характеристик рассматриваемой системы обслуживания? Та­
кая формулировка проблемы устойчивости (непрерывности) 
имеет чисто качественный характер. Это значит, что рассмат­
риваемые невложенные или вложенные стационарные харак­
теристики данной системы обслуживания ДОЛЖНЫ сходиться к. 
некоторому пределу, при сходимости управляющих последова­
тельностей. 

Первые результаты в этом направлении были опубликованы 
Россбергом [345], Б. В. Гнеденко [26], Франкеиым [168], где, 
как, например, в [168], исследовался вопрос, действительно ли 
в системах G|G/|oo и G|G/|s|0 стационарные по времени и по 
вложенным моментам распределения числа требований в си­
стеме непрерывно' зависят от распределения управляющей по­
следовательности. В этой работе основным предположением,. 
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обеспечивающим упомянутое свойство устойчивости, является 
существование бесконечного множества моментов, поступления 
требований в пустую систему. Используя более общее понятие 
обновляющего события, A. A. Боровков [19, 20] обобщил этот 
результат, доказав теорему устойчивости для произвольных ко­
нечномерных стационарных по моментам поступления распре­
делений числа требований в системе G|G|s |0 (см. также 
A. A. Боровков [21, 22, 23]). Случай стационарности по вре­
мени рассмотрен в работе Франкена и Калэне [170], где ис­
следовалась также система G|G|oo с бесконечным числом при­
боров.. 

Что касается многоканальных систем с ожидании G|G|s|{infty},. 
а также систем с потерями G|G|s |0 , то в работе A. A. Боров­
ков а [22] приводится общий метод доказательства теорем 
устойчивости для нестационарных и стационарных процессов,, 
удовлетворяющих соотношению (3.7). В случае независимых 
интервалов между моментами поступления'требований и дли­
тельностей 'Обслуживания, эти вопросы исследовались в ра­
ботах [173, 217, 259]. 

Уитт [395] улучшил доказательства теорем устойчивости 
для нестационарных характеристик, полученные Кеннеди [223] 
для систем G|G| l |oo , и распространил их на системы. 
G |G|s |oo . 

Теоремы устойчивости для многоканальных систем с ожи­
данием G|G|s|oo с ограниченным максимальным временем 
пребывания (нетерпеливыми клиентами) и для систем 
G j G | s | г с конечным числом мест для ожидания были получены 
B. Г. Крупиным [66, 67]. Они были улучшены А. А. Бо>ровио-
вым [21], который исходил из результатов И. Ахмарова и 
Н. П. Леонтьевой [12], Н. П. Леонтьевой [72, 73]. 

Дальнейшие качественные результаты по устойчивости сис­
тем, в основном для случая независимых интервалов между 
моментами поступления требований и длительностей обслужи­
вания, были получены А. А. Боровковым, В. В. Калашниковым, 
Штойяном, Чичиашвили и др. Они содержатся в монографи­
ях А. А. Боровкова [19, 23], В. В. Калашникова [49], Фран­
кена, Кёнига, Арндт и Шмидта [171], Штойяна [100] (см. 
также [195]). Методы и результаты исследования вопросов 
устойчивости широкого класса систем массового обслужива­
ния .'в рамках общей теории сложных агрегативных систем со­
держатся в монографии Н. П. Бусленко, В. В. Калашникова, 
И. Н. Коваленко [25]. 

Следующий вопрос при исследовании устойчивости процес­
сов обслуживания состоит в том, чтобы определить, в каком 
смысле сходятся рассматриваемые характеристики СМО при: 
сходимости соответствующих управляющих последовательно­
стей и указать вычислимые границы для скорости сходимости 
рассматриваемых характеристик. Это приводит к количествен-
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ному анализу понятия устойчивости процесса обслуживания. 
Для этой цели оно было «метризовано». A именно, грубо гово­
ря, характеристика обслуживания £, соответствующая некото­
рой управляющей последовательности {(ai) pi)}, называется 
непрерывной относительно метрик ах-, .n.<- (({pi}i, .--.-̂ -.непрерыв­
ной), если для любого в > 0 существует действительное число 
-5 = 6(s) > 0 такое, что для любой управляющей последователь­
ности {(a/,.pi')}, удовлетворяющей условию 

«/({(ai.pi)}.'{(«i. M ) < 8 . 
имеет место яд(|', 1)<г, где £' означает рассматриваемую 
характеристику обслуживания, соответствующую управляющей 
последовательности {(a't, pj)}. Таким образом, 

м&, '•!')<&(--/({(«*. РЛ. к»;, Р;»)). 
где g есть неубывающая функция, определяемая равенством 
„g-(x) =sup{e : 6(e)<x} и обладающая свойством limg (x) =0. 

Действительной целью количественного анализа устойчивости 
процессов обслуживания является определение вида функции g. 
Важным шагом вперед в использовании такого метрического 
подхода к анализу устойчивости явились работы B. М. Золота­
рева [40—45], где, в частности, для определения функции g 
использовалось знание скорости сходимости к равновесию. 
МОЖНО сослаться также на работы И. Ахмарова [9, 10], 
А. А. Боровкова [21, 23], Коцурека и Штойяна [258], Коцуре-
ка [257], В. В. Калашникова [49], Лизека [283]. 

§ 4. СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СТАЦИОНАРНЫМИ ПО ВРЕМЕНИ 
И ПО ВЛОЖЕННЫМ МОМЕНТАМ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 

ПРОЦЕССОВ ОБСЛУЖИВАНИЯ 

4.0. Вводные замечания. В этом разделе рассматривается 
.фундаментальная проблема стационарных систем обслуживания, 
частные случаи которой исследовались последние десятилетия 
многими авторами. Процессы обслуживания такие, как число 
требования или количество работы, можно рассматривать «с точ­
ки зрения» стороннего наблюдателя, не связанного с системой, 
и «с точки зрения» требования. Так называемые стационарные 
по времени и по вложенным моментам характеристики, возни­
кающие в результате этих двух точек зрения, обычно не совпа­
дают, но они связаны определенными соотношениями. Самым 
известным примером является формула Литтла L — 
—XW, где L означает среднюю длину стационарной по времени 
очереди, a W — среднее стационарное по моментам поступления 
требований время ожидания. Целью настоящего раздела являет­
ся обзор результатов исследования соотношений между ЭТИМИ ста-
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ционариыми по времени (невложенными) и стационарными 
по вложенным моментам (вложенными) характеристиками 
СМО при возможно более слабых ограничениях на управляю­
щие последовательности. Некоторые из этих соотношений, в 
•случае независимых интервалов между моментами поступле­
ния требований и длительностей их обслуживания, хорошо из­
вестны (см. A. Я. Хинчин [96], Такач [383], Кучура [264], 
Коэн [143], Брилл и Познер [121, 122], Копочинска и Копочи.н-
ски [253]). 

Основой разработанного в последние годы единого подхода 
к исследованию этой проблемы служили классические методы 
марковизации процессов обслуживания — метод вложенных 
марковских цепей (см., например, A. Я- Хинчин [96, 97], Кендалл 
[221]) и метод введения дополнительных переменных (Кокс 
[147], Б. А. Севастьянов [86], И. Н. Коваленко [60], Н. П. Бус-
ленко, В. В. Калашников, И. Н. Коваленко [25]). Коротко гово­
ря, этот подход опирается на применение теории точечных про­
цессов и, по сравнению с классическими методами, позволяет 
рассматривать более общие системы обслуживания, чем те, ко­
торые обычно рассматривались в литературе по ТМО. В част­
ности, можно исследовать системы обслуживания с зависимыми 
интервалами между моментами поступления требований и дли­
тельностями их обслуживания. 

Рассматриваемые процессы обслуживания определяются как 
стохастические процессы на вероятностном пространстве, по­
рожденном управляющей последовательностью (ем. п. 2.2). Та­
ким образом, понятие пальмовского распределения стационарно­
го маркированного точечного процесса используется для описа­
ния стационарных по вложенным моментам характеристик рас­
сматриваемых процессов обслуживания, а основным вопросом 
является исследование соотношений между пальмовским рас­
пределением и соответствующим стационарным распределени­
ем. Более того, ВВОДИТСЯ новый класс стохастических процес­
сов, связанных с точечными процессами, которые представля­
ются более удобными для описания стационарного поведения 
систем обслуживания, — так называемые процессы с вложен­
ными маркированными точечными процессами (см. п. 4.1). 

Заметим, что этот класс процессов содержит как марковские, 
в том числе линейчатые (Ю. К. Беляев [17]) и кусочно-линей­
ные (И. Н. Коваленко [58]), так и ряд хорошо известных немар­
ковских процессов таких, как: полумарковские процессы; про­
цессы с марковским и полумарковским вмешательством случая; 
марковские процессы восстановления (см. Цинлар [138]); полу-
марковские процессы с вспомогательными траекториями, рас­
сматриваемые, например, Пайком и Шауфелем [336], Шелем 
[351, 352], Навроцки [80]; регенерирующие процессы (см. Феллер 
[157], Смит [371, 372], Коэн [141], С. Ю. Жолков и В. В. Рыков 
[38], В. В. Рыков [83—85], Г. П. Климов [231], процессы с 

9—4489 129 



вложенными марковскими или полумарковскими процессами; 
(см. С. М. Броди и И. А. Погосян [24], Т. К. Кухта [71]); ку­
сочно-марковские процессы, рассматриваемые, например, в ра­
ботах Кучуры [264], Копочнвски [249, 250] и Рольски [340,. 
|J*T 1 J . 

Другие процессы со специальными видами зависимостей ис­
следовались Серфозо и СТИДХЭМОМ [364], И. И. Ежовым и 
В. М. Шуренковым [37]. 

В разделе 4.1 дается краткий обзор аппарата, используемого 
в литературе для вывода соотношений между стационарными 
по времени и по вложенным моментам характеристиками си­
стем обслуживания с зависимыми интервалами между момен­
тами поступления требований и длительностями обслуживания 
(см. Кёниг [235], Франкен, Кён.иг, Арндт и Шмидт [171]). По 
существу, он опирается на принцип сохранения интенсивиостей 
для процессов с вложенными маркированными точечными про­
цессами (ПВТП), предложенный в работе Кёнига, Рольски, 
Шмидта и Штойяиа [242], теорему Кэмпбелла (см. разд. 4.1, 
формулу 4.6) и на теорему о стохастическом усреднении для 
ПВТП, полученную в работу Франкена и Штреллер [95] и вы­
текающую из формулы обращения (2.1) для стационарных 
маркированных точечных процессов. При этом принцип сохране­
ния интенсивиостей состоит, грубо говоря, в том, что полная 
интенсивность входа (попадания) рассматриваемого стохастиче­
ского процесса в некоторое подмножество X его пространства 
СОСТОЯНИЙ должна быть равна полной интенсивности выхода из 
него. Подходящая формулировка этого относительного элемен­
тарного факта в виде теоремы 4Л.1 и ее следствий дает, наря­
ду с теоремой Кэмпбелла и теоремой о стохастическом усред­
нении, действенный метод исследования вида соотношений меж­
ду стационарными по времени и по вложенным моментам 
характеристиками СМО. 

Применения принципа сохранения интенсивиостей в задачах 
TMO содержатся в работах [242, 244—246, 359]. Соответствую­
щие применения теоремы Кэмпбелла и теоремы о стохастиче­
ском усреднении можно найти в [95, 169]. 

В пункте 4.2 содержится обзор соотношений между вложен­
ными и невложенными характеристиками конкретных CMO. 
Метод вывода соотношений между вложенными и невложен­
ными стационарными характеристиками некоторого общего 
класса инвариантных систем обслуживания был предложен 
Яисеном и Кёийгом [207], (подробности см. в п. 5.4.). 

В последнее время в исследованиях 'по теории массового 
обслуживания и, в частности, для доказательства соотношений. 
типа соотношения Лцттла, стали использоваться также мартин-
гальиые методы (см, Бремо и Жако [120]). 

4,1. Процессы с вложенными маркированными точечными 
процессами (ПВТП). Пусть -1(0. tbR, — строго стационарный 
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процесс с непрерывным временем на вероятностном простран­
стве (Q, F , Р) с некоторым -польским пространством состояний 
(E, &), и пусть Ф является -.--инвариантным случайным зле-
ментом на (Q, F , Р) со значениями в (М--х--", ШЕХЕ°°), т. е. ста­
ционарным маркированным точечным процессом на действи­
тельной прямой с пространством меток (К, Ж) = (ExE, &Х.&)-
В дальнейшем процесс Ф часто отождествляется с порождаемым 
им вероятностным пространством (М.к°°, Шк°°, Р), где Р —рас­
пределение Ф на аЗЧк00 или рассматривается как случайная по­
следовательность {(ti, Hi)) точек г,, на действительной оси с 
метками и. из (К, Ж). Координаты т. вложенного маркирован­
ного точечного процесса Ф будем называть «основными точка­
ми» процесса | ( t ) ; при этом метки «..=• (|(т.), g(тг*-1-0)) описы­
вают поведение процесса \{£) в момент %t и непосредственно 
следующий за ним момент т. + 0. 

Мы предполагаем, что интенсивность X процесса Ф положи­
тельна и конечна, что траектории §(£) непрерывны слева и име­
ют пределы справа, СВ xi---d(Ti), -Kti + O)), i=0±l,... изме­
римы, а процессы .-(-О и Ф стационарно связаны, т. е. что век­
торный процесс (I, Ф) стационарен. 

Стохастический процесс | ( t ) с такими свойствами называет­
ся стационарным процессом с вложенным стационарным мар­
кированным точечным процессом (ПВТП). 

Величина 

^ ± ( X 1 X X 2 ) — -—--x----> Xi.XaGS. (4.1) 

является совместным распределением пары (£(Xi), Е,(т,- + 0)) == 
=хи где \(L) означает L-шп'енсивность процесса Ф. Таким об­
разом, ^ * определяется пальмовским распределением Р° про­
цесса ф (см. формулу 2.4). Если процесс Ф не эргодичён, то 
такая интерпретация вероятностной меры #™ приводит к 'не­
которым трудностям (см. Навроцки [311]). 

Понятие ПВТП так же, как и большинство представленных 
в настоящем подразделе результатов, содержится в работах 
Кёнига [234], Кёнига, Рольски, Шмидта и Штойяна [242], Кёнига 
и Шмидта [243—246]. Независимо и другим путем класс ПВТП 
был введен в работе Франкена и Штреллера [95], где они были 
названы обобщенными регенерирующими процессами. Кроме 
того, в работе [95] была доказана эргодическая теорема для 
ПВТП. 

Иногда полезно рассматривать в качестве меток основных 
точек не значение процесса £(-tf) только в моменты Ti и xi+0, 
но я поведение процесса во всем интервале между рассматри­
ваемой и следующей основной точкой (см. Франкен и Штреллер 
[95], Франкен, Кёниг, Арндт и Шмидт [171]). В таком случае 
>ci(i(o) = (lit, со), t*3[т-:(со), Т{+1 (©)]) , 'юШ. ' Однако тогда прост-
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ранство меток (К, Ж) процесса Ф представляет собой относи­
тельно сложное функциональное пространство. 

Для формулировки соотношений между вложенными и не­
вложенными стационарными характеристиками ПВТП \{t) 
Потребуются некоторые дополнительные обозначения. Переход­
ные вероятности 
ph(x,X) =P{l(u~{-h)QX\l(u) =x, XiB[u, u + h] для любого t}, (4.2) 
(WGJR, h>0, хбЕ, Х&&) описывают поведение процесса %(t) меж­
ду основными точками. Так как l(t) и Ф стационарно связаны, 
очевидно, что переходные вероятности ph(x,X) не зависят от 
uGR, Т. е. они являются однородными по времени. 

Действительное число и назовем моментом попадания (вхо­
да), (соответственно, выхода) функции f : R{to}E в множество 
(из множества) ХШ, если существует е>0 такое, что 
f(u—v)eX, f(u+v)eX (соответственно, f(u—v)QX, f(u + v)eX) 
для всех 0<w<s. 

Понятие моментов входа и выхода используются при доказа­
тельстве теоремы сохранения интенсивностей. В работе 
Кёнига, Рольски, Шмидта и Штойяна [242] вводится семейство 
<§<f=-<8 измеримых подмножеств. Е, удовлетворяющее некоторым 
слабым условиям регулярности, для которого эта теорема име­
ет место. Одним из таких условий является следующее свойство 
почти равномерной непрерывности: множество XG8" принадле­
жит к е?0, если для каждого е>0 существует множество YG&0 
такое, что limph(x, Х)=6х(х) равномерно по xGY, %(YxE)> 

к 4.0 
>Я—Е . 

Из определения ё?0 следует, что для X6̂ T0 моменты попада­
ния (соответственно, выхода) из X в X (соответственно из X 'и 
X) траекторий процесса .= (.?), которые одновременно являются 
координатами (точками) Ф, образуют стационарный точечный 
процесс Ф',х (соответственно Ф0,х) с интенсивностью Х1,х (соот­
ветственно, %°'х)\ %''х*=Х(ХхХ), Ъ°'хХ(ХхХ~); Х=Е\Х. 

В работе Кёнига и Шмидта [244] уточняются условия на 
<_?о, и предлагаются несколько более расширенные семейства 
<g?i и Шъ соответственно. 
, Пусть & означает стационарное по времени распределение 

\{t) в произвольный момент времени, Ф(Х) = P{l(t)GX} для 
любого Хъ<§, t&R. 

4.1.1, Теорема. Для каждого Хъ&0 имеем 
а^(Х) = Х(ХХХ)-Х(ХхХ), (4.3) 

где 
а а, {X) = llm ~ {\ ph (х, X) ёР (dx) - з- (X)}. 
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Можно доказать аналог теоремы 4Л.1 в случае вложенного 
точечного процесса Ф, т. е. в случае, если рассматри­
вается точечный процесс ф----{[ ,̂ (хг, %*)]}, где СВ 
х* принимает значения из некоторого счетного множества К* 
и интерпетируется как тип основной точки xt. 

4.1 Л а. Теорема. Для каждого XG#- имеем 

а&(X) = 2 Т (XXXX{k*}) - 2MXХXX{k*}). (4.3a) 
k*£K* k*QK* 

где Х(-) означает L-интенсивность процесса Ф. 
В силу (4.1), формула (4.3) представляет собой некоторое 

соотношение между вложенным 9^ и невложенным .^-рас­
пределениями процесса !-(£). A именно, (4.3) может быть 
представлена © следующем виде. 

4.1.2. Следствие. Равенства 
^ ( X ) = i\(S3-(X)-.5a+(X)), (4.4) 

где ®>~ и 3-+ означают распределения Ss~(-)-=.5s±({-}XE) и 
£/-+(.) = £7-±(~х{.}) процесса .-(г.) в моменты т2 и тг + 0, соот-
веттвенно. 

Ессли моменты попадания (соответственно, выхода) в (из) 
множество X6$o траекторий процесса £ (0, не являющиеся ос­
новными точками, образуют стационарный точечный процесс 
Ф/,х соответственно, Фо.дг) c конечной интенсивностью 1/,х 
(соответственно, Хо.лг), то получаем 

4.1.3. С л е д с т в и е (принцип сохранения интенсивностей) 
Имеет место равенство a^(X) — h,x — ^o,x и, следовательно, 
справедливо соотношение 

h,x + l',X=bo,x-}-b0-X. (4.5) 
Заметим, что в книге Такача [383] исследования взаимо­

связи между переходами вверх и вниз процессов со счетными 
пространствами состояний дают прототип равенства (4.5). 
Однако он предполагал счетность пространства состояний и 
рассматривал множества X={k, -•e+l,...} .специального вида, 
не проводил различия между ОСНОВНЫМИ И неосновными точ­
ками и, следовательно, получил соотношения только между 
некоторыми вложенными характеристиками. Коэн [143], а так­
же Брилл и Познер [121, 122] пользуются методом пересече­
ний вверх и вниз для непрерывного пространства состояний 
E=R, «о только для специальных множеств X вида Х= {и, {infty}) 
и для специальных стохастических процессов !(<0, а именно 
для времени ожидания в одноканальных системах. По поводу 
случая, когда поведение ПВТП между последовательными ос­
новными точками является марковским, см. Кучура [264], 
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Янкевич [201, 202], Янкевич и Рольски [203], Рольски [340, 
341]. 

Следующая теорема дает достаточное условие того, что 
распределение & процесса %{t) в произвольный момент време­
ни совпадает с распределением &~ процесса %(t) в основных 
точках. Дальнейшие условия такого типа приводятся в моно­
графии [171]. 

4.1.4. Т е о р е м а . Если g(0) и ~1 независимы, то !Р(Х)<= 
*=&>-(Х) для всех XQ&Q. 

Благодаря предположениям стационарности, это условие 
означает, что значение процесса l(t) в произвольный момент 
времени и остаточное время до следующей • основной ТОЧКИ яв­
ляются независимыми СВ. Оно удовлетворяется, если, напри­
мер, последовательность основных точек образует пуассонов-
ский процесс и СВ g(tf) не зависит от поведения этого пуассо-
новского процесса в интервале (t, +{infty}). 

Более того, упомянем так называемую теорему Кэмпбелла, 
вытекающую из (2.3) и (2.4). 

4.1.5. Т е о р е м а . Для любой неотрицательной измеримой 
измеримой функции / на RXK со значениями в R+ имеет место 
формула: 

J J /(a)cp(da)P(dcP)= J f(a)vP(da), (4.6) 
л.со RxK Лх/С 

где vP (X) = 2 JP {Ф (X) = J), Xffi®M. 
/=o 

Формула (4.6) использовалась, в частности, для доказатель­
ства результатов типа соотношения Литтла (см. Франкен [169]). 
В некоторых случаях могут возникнуть трудности при исследова­
нии интегралов в (4.6) из-за их глобального характера. Анало­
гичные проблемы связаны с использованием формулы обраще­
ния (2.1) для получения соотношений между вложенными и не­
вложенными характеристиками конкретного процесса обслужи­
вания. Заметим, что (2.1) можно интерпретировать как усиле­
ние теоремы о стохастическом усреднении, доказанной в работе 
Коэна [141] для регенерирующих процессов (см. также [95]). 

4.2. Соотношения для конкретных процессов обслуживания. 
Теперь обсудим соотношения между стационарными по времени 
и по вложенным моментам характеристиками для конкретных 
'процессов обслуживания. Все результаты данного раздела бы­
ли доказаны с помощью принципа сохранения интенсивности, 
а точнее, при помощи его подходящей формулировки в виде 
теоремы 4.1.1. (см. [1.71],- [242, 244—246]). Для небольшого 
числа соотношений, в частности, для результатов типа соотно­
шения Литтла, теорема Кэмпбелла (4.6) и формула обраще­
ния (1.2), соответственно, приводят к несколько более кратко-
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My доказательству. С другой стороны, в многочисленных слу­
чаях принцип сохранения интеисивностей — это единственное 
.средство, доступное в настоящее время, для вывода упомяну­
тых соотношений. Во всяком случае, он позволяет установить 
максимальную область, их справедливости и найти обобщения, 
хорошо известные в литературе при более сильных предполо­
жениях о независимости соотношений. 

4.2.1. Н е к о т о р ы е э л е м е н т а р н ы е р е з у л ь т а т ы . 
П у а с с о н - о в с к и й в х о д я щ и й п о т о к . Будем обозна­
чать через pk, рк=Р{ц)Шк'*': l{0,(p)=k} стационарные по вре­
мени вероятности того, что в произвольный момент времени в 
системе О | G | .s | г находятся k требований, k=Q, 1 s + r. 
-Соответствующие стационарные по моментам поступления и 
ухода вероятности застать и оставить в системе к требований 
обозначаются через р;1° = Р°{феМк

0:/(0, ф)=&} и рь* = Р*{Ф(-
ШК° : / (0+0, ф) =/г}, где Р°, соответственно, Р* означают паль-
мовские распределения входящей, соответственно, выходящей 
последовательностей. Если необходимо различать несколько 
типов требований, то дополнительно рассмотрим стационарные 
по моментам поступления вероятности ри, j того, что поступаю­
щее требование типа / (/бД'*) застает в системе k требований. 

Обозначим через /(0), /°(0), /*(0 + 0) некоторые СВ, рас­
пределенные по законам pk, ръ°, рь*, соответственно. Аналогич­
но, пусть о(0) и v°(Q) означают случайные величины, распреде­
ленные как стационарные по времени и по моментам поступле­
ния количества работы. Функцию распределения первых 
компонент векторов и(0), о°(0) обозначим через V(-) и V0 (-). 

4.2.1.1. Т е о р е м а . Для системы G|G | s | r имеет место ра­
венство 

Pk° = Pk*, (4.7) 
т. е. случайные величины /°(0) и /*(0 + 0) одинаково распре-

А' 
делены (или более формально -?0(0) =/*'(0'+0)). 

Этот хорошо известный факт для случая G / | G / | - | . был 
получен, например, в работах [159, 262, 303, 368, 383]. Дока­
зательство, данное Франкеным [94, 169] для системы G | G | . | - , 
по существу основано на классическом принципе сохранения 
интенсивностей, используемом Такачем [383], (см. также [244, 
245]). Заметим, что для количества работы аналогичная тео­
рема не верна. 

4.2.1.2. Т е о р е м а . Для системы М | G j s | г с пуассоиовсиим 
входящим потоком справедливы, кроме того, соотношения 

/(0)=lio(0) (4.8) 

и 

•и(0) = г)-(0). (4.9) 
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Этот результат является немедленным следствием теоремы 
4.1.4 (см. Кёниг, Рольскн, Шмидт и Штойян [242], Кёниг и 
Шмидт [244]). Другое доказательство теоремы 4.2.1.2 можно 
найти в работе Франкена, Кёнига, Арндта и Шмидта [171]. 
Для систем M | G / | . | . совпадение этих стационарных вложен­
ных и невложенных характеристик обсуждалось в литературе 
но ТМО многими авторами (ом. [96, 141, 149, 169, 188, 193, 
231, 367, 374, 381]). 

Кёнигом, Рольски, Шмидтом и Штойяном [242] показано, что 
соотношения /(0)£/2(0) и v(0)±v2(0) справедливы для' систем 
G+M|G|s|r, где /2(0) (соответственно, у2(0)) имеют стацио­
нарное по моментам поступления требований 2-го типа, обра­
зующих пуасооиовский поток, распределение числа требований 
(соответственно, количества работы) в системе. 

4.2.2. Общие результаты . В работе Кёнига и Шмидта 
[245] были получены системы уравнений,, связывающие рас­
пределения рк, Ph°, Ph* для общей системы вида G|G|s | r (ом. 
также [244, 306]), которые имеют вид 

mm (ft, s) pfi + min (k — l, s - 1 ) hnfh_xp*kwml — %v-kP\ -= 
= bft_1p°_1 — min(k, s)km§kpl, 1 < к < s + r, 

где 
[kmfJt, при l < f t < s , 

•1* = {m^/a'-|-(s— \)mftk, при s < k < 5 + r; 

(mB,k-i + (k— l)/ra^ift_t при l < k < 5 , 
v"~1~\sfn^ill__v ' при-s<k<5 + r. 

Здесь tn§ k (соответственно, m^k) означает среднее остаточ­
ное количество работы по обслуживанию случайным образом 
выбранного занятого обслуживающего прибора в момент 
поступления (соответственно, выхода) требования, застающего 
(соответственно, оставляющего) k требований в системе. Через 
тв.к и tnf

Bk обозначаются соответствующие средние значения 
«новых» длительностей обслуживания. В частности для системы 
G | О 111 г имеет место формула 

Рь-%КЛ=Ъь-1Р1-1~'Кт1в,нРЪ - <Ь<г + 1. 
Эту и другие системы уравнений, полученные в [244, 245], 
можно рассматривать как далеко идущие обобщения резуль­
татов, приведенных в разделе 4.2.1. Используя метод маркови-
зации процесса l(t) путем введения дополнительных перемен­
ных, Копочинска и Копочински [254], (см. также [203, 251]), 
получили аналогичные соотношения для классической много­
канальной системы с ожиданием G/|G/|s|{infty}. 
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Упомянутая выше система уравнений содержит в виде след­
ствий некоторые хорошо известные соотношения и в то же 
время позволяет установить максимальную область из приме­
нимости Например, что для системы G|G/|s|0 отношение 

kpk = PPU (4.10) 
имеет место тогда и только тогда, когда справедливы уравне­
ния усиленного равновесия: 

< i S = < , k=l, 2, . . . ,s—1 
намного более сильные, чем (4.7). Шмидт [359] (см. также 
Ле Галль [267, 268]) привел контпример, показывающий, 
что для системы G|G/|s|0 без некоторых дополнитель­
ных условий соотношение (4.10) не имеет, вообще го­
воря, места. Для системы G|GL|1|0 соотношение (4.10) 
справедливо без каких-либо дополнительных условий. Для 
системы .M|G|s|0, рассматривавшейся в разделе 3.3, по­
добное утверждение следует из результатов Фляйшмана [163, 
164], (см. также [209]), а для системы -M|G/js|0 из результа­
тов Такача [385] и Шанбага и Тамбурациса [368]. Для систе­
мы G|G|s|0 соотношение (4.10) имеет место в несколько моди­
фицированном виде, если соблюдаются вышеупомянутые урав­
нения усиленного равновесия!. При показательно распределенных 
длительностях обслуживания, формула (4.10) справедлива 
также для систем M|G|s |r с ожиданием (г>0) (см. А. А. Бо­
ровков [19], Франкен [169], Такач [383]). В работе Франкена, 
Кён-ига, Арндта и Шмидта [171] доказательство соотношения 
(4.10) для системы G|Af|s[г проводится с помощью теории 
мартингалов. Системы с несколькими типами требований и пе­
ременными скоростями обслуживания ck, зависящими от числа 
k требований в системе, рассмотрены в работе [245]. Для си­
стем G|M|s|r такого типа соотношение (4.10) принимает ВИД 

min(k, s)ckptl = ^i%jmBPk-\,j (1 < k < s + г), (4.11) 

где %j означает интенсивность потока требования типа J. 
В частности, для системы G + M[M| s\ г это приводит к ра­
венству 

2 Л1Л2 *^2 

'-^=Л--т—Ро, ( i < A < s + r ) i (4.12) 
* и П у-] l l w 

/ - г + i j—x 
где n-,=min(s, j) — — суммарная интенсивность обслуживания,. 
если в системе находятся j требований. Для системы G/ + 
-\-M\M\s\r соотношение (4.12) было доказано в работе 
Копочинска и Копочииски J253], (см. также [175, 265, 348J). 

Если интервалы между моментами поступления требований 
(соответственно, длительности обслуживания) обладают ста-
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реющим или молодеющим в среднем распределениями, то в ка­
честве обобщения (4.8) можно получить простые стохастические 
неравенства между стационарными по времени и по вложенным 
моментам характеристикам. Например, если интервалы .между 
моментами поступления требований в систему GJ\G\s\r обла­
дают стареющим (молодеющим) распределением, то имеет ме­
сто неравенство 

s+r s+r 

О) (1) 
или n (0)>(<) / i ° (0 ) ) . Результаты в этом направлении можно 
найти, например, в работах [246, 247, 292, 303, 359]. 

Более того, формулы типа Литтла, например: 
М/ (0) — Ш-,° (0) для G | О | s | оо (4.14) 

и 
/-•J----1 — P для G |G[ l | oo (4,15) 

также можно получить из общих систем уравнений, выведенных 
Кёнигом и Шмидтом [245]. Однако в этом случае с помощью 
теоремы Кэмпбелла (4,6) можно получить их прямое доказа­
тельство (см. [171]), где рассматривается также случай пере­
менных скоростей обслуживания нескольких типов требований 
и системы с приоритетами (см. также [214]). Заметим, что фор­
мулы типа (4.14) — (4.15) и их обобщения рассматривались мно­
гими авторами (см. [19, 46, 85, 108, 123, 124, 169, 186, 261, 269, 
270, 284, 29 Г 326, 339, 343, 353, 375, 376]). 

Для случая независимых интервалов между моментами по­
ступления требований, аналогичные соотношения между соот­
ветствующими распределениями, а не только их средними зна­
чениями, приведены в работах A. A. Боровкова [19], Франкена, 
Кёнита, Аридта и Шмидта [171], Хайи и Ньюэлла [183], Шас-
сбергера [353], Штойяна [378]. 

О дальнейших исследованиях в этом направлении см. рабо­
ты [35, 76, 116, 133, 185, 228, 328, 361, 397]. 

Заметим, что формулы типа формулы Литтла являются со­
отношениями между стационарными по времени и по вложен­
ным моментам характеристиками двух различных процессов 
обслуживания, а именно числа требований и количества работы 
в системе, соответственно. Ниже приводится обзор соотноше­
ний между стационарными характеристиками самого процесса 
количества работы. Миязава [305] вывел общее соотношение 
между векторами виртуального и актуального времени ожида­
ния для системы G |G | s | oo с дисциплиной обслуживания в по­
рядке очереди, Кениг, Шмидт [245] распространили его на 
систему G\G\s\r с более общей дисциплиной обслуживания и 
переменными скоростями обслуживания. В виде частного случая 
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можно получить формулу для стационарной по времени ФР 
виртуального времени ожидания, выведенную в работе [255] 
для системы G/|G/|s|{infty}. В [247] эта формула была обобщена 
на систему G |G/ | s | {infty} с несколькими типами требований. Для 
системы G|G/|l|{infty} имеет место хорошо известная формула 

K(x) = 1— р + р(1/ЧВя)(х), *>0, (4.16) 
X 

где BR(X) =—\(1— В (и)) da является стационарной по вре-

мени ФР остаточного времени обслуживания занятым прибором 
а У(.) и V°(.) означают стационарные по времени и по момен­
там поступления, соответственно, ФР количества работы. Для 
системы G/|G/|l|{infty} соотношение (4.16) и некоторые связанные 
с ним соотношения были впервые получены Такачем [384]. Ле-
муан [271] вывел его также для системы G/|G/|1|{infty}, пользуясь 
рассуждениями применимыми и для случая зависимых интер­
валов между моментами поступления требований и длительно­
стей обслуживания (см. [171], раздел 4.5). Исходя из тех же 
соображений равновесия, как и те, что использованы в теоре­
ме 4.1.1, Коэн [143], (см. также [121, 122]), доказал формулу 
(4.16) для системы G / | G / | 1 | {infty}. Другие доказательства соотно­
шения (4.16) для системы GI\GI\\\oo были даны Козном [140, 
141], Харрисоном и Лемуаном [188]. В работе Харрисона и Ле-
муана [189] рассматривался также случай периодического вхо­
дящего потока. Более того, были рассмотрены обобщения со­
отношения (4.16) на системы с полумарковским входящим ПО­
ТОКОМ, С групповым поступлением, с равномерно ограниченным 
количеством работы и с разогревом (см. Кёниг и Шмидт [244], 
Шмидт [359], Франкен, Кёниг, Арндт и Шмидт [171]). При 
этом результаты Ньютса [317], Козна [140, 142], Бёрка [126], 
Лемуана [274], Такача [386] были распространены на случай 
зависимых интервалов между моментами поступления. 

Если интервалы между моментами поступления требований 
(соответственно длительности обслуживания) обладают моло­
деющими или стареющими в среднем распределениями, можно 
получить стохастические неравенства между стационарными 
.по времени и по вложенным моментам характеристиками, ана­
логичные (4.13) (ем. Кёниг и Шмидт [246]). Более того, из этих 
неравенств в некоторых случаях можно получить даже явные 
оценки для характеристик (см.. [171, 246, 303, 307, 308, 341, 359, 
378]). 

Упомянем, наконец, что, как показано в монографии [171], 
подобные же соотношения между стационарными по времени и 
по вложенным моментам характеристиками замкнутых систем 
•обслуживания, например, в задаче обслуживания станков, так­
же справедливы при наличии зависимостей. В этом направле-
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нци были обобщены соответствующие результаты Такача [383] 
и Хайна [192], доказанные первоначально для независимых 
длительностей жизни и ремонта. 

§ 5. ИНВАРИАНТНОСТЬ СТАЦИОНАРНЫХ 
ВЕРОЯТНОСТЕЙ СОСТОЯНИЙ 

5.0. Вводные замечания. В ТМО хорошо известна следующая 
постановка вопроса инвариантности: при каких условиях ста­
ционарные вероятности состояний рассматриваемых систем 
обслуживания не зависят от формы распределения основных 
СВ — СВ, составляющих управляющие последовательности 
(например, длительностей обслуживания), если их средние 
значения фиксированы. В данном разделе рассматриваются ре­
зультаты, относящиеся к этой проблеме инвариантности (нечув­
ствительности) ДЛЯ широкого класса СМО, содержащего, в 
частности, одноканальные и многоканальные системы с потеря­
ми, системы с разделением процессора и системы сложной 
структуры, модели обслуживания станков, а также сети СМО 
и некоторые частные случаи СМО с ожиданием. 

Для систем с потерями уже Эрланг [156] высказывал предпо­
ложение об их инвариантности, утверждая, что стационарные 
вероятности состояний системы .M|G/|s |0 с некоторыми распре­
делениями длителт-ностей обслуживания при фиксированном их 
среднем значении совпадают- В последующие годы многие ав­
торы исследовали э т у проблему инвариантности, рассматривая 
все более общие типы распределений длительности обслужива­
ния (см., например, [139, 165, 256, 388])- Но только Б- А. Се­
вастьянов [86] дал исчерпывающий ответ для системы M|G/ | s | 0 
с помощью метода дополнительных переменных. Ои доказал, 
что для системы М | G / | s | 0 существует эргодическое стационар­
ное распределение вероятностей состояний, которое не зависит от 
распределения длительности обслуживания, если его среднее 
значение фиксировано. О системах с ненадежными приборами 
см. T П. Марьянович [77—79], Ю. Ф. Якушев [101], 
П. И. Жук [3.9]. 

Для широкого класса многолинейных моделей И. Н. Кова­
ленко [58, 62] получил число алгебраическое необходимое и 
достаточное условие инвариантности в предположении о незави­
симости рассматриваемых основных случайных величин. При 
этом были выведены также формулы для стационарных вероят­
ностей СОСТОЯНИЙ (СМ. также [59]). Эта работа И. Й. Коваленко 
дала толчок для р я д а дальнейших исследований инвариантно­
сти подбных систем (см. Б. T. Гусейнов [33, 181], Г. П. Башарин 
и В. А. Кокотушкин [13], Н. Ю. Кузнецов [68—70]). При этом 
Б. T- Гусейнов [33] обобщил модель Коваленко, допуская, что 
рассматриваемые основные случайные величины, такие как, на­
пример, интервалы между моментами поступлений ИЛИ длитель­
но 



ности обслуживания, реализуются с положительными скоро­
стями (см. также [181, 69]). 

Г. П. Башарин и В. A. Кокотушкин [13] распространили ре­
зультаты Коваленко на модели более сложной структуры, вклю­
чающие многозвеньевое обслуживание и произвольные алгорит­
мы управления. Аналогичные критерии для СМО сложной струк­
туры, получены в монографии Кёнига, Маттеса и Навроцки 
[240]. 

Н. Ю. Кузнецов [68] рассмотрел случай, когда ФР длитель­
ностей обслуживания требований зависят от состояния системы 
в момент начала обслуживания рассматриваемого требования. 

Независимо от И. Н. Коваленко, Маттес [293, 294] ввел не­
которую общую схему обслуживания, описывающую механизм 
•обслуживания в СМО. Предполагая независимость всех рас­
сматриваемых основных случайных величин и существование 
их плотностей, он также получил алгебраические критерии 
устойчивости. Более того, он заметил, что для выполнения 
-свойства инвариантности рассматриваемая схема обслуживания 
должна обладать определенной симметричной и простой струк­
турой. Позже, концепция Маттеса была обобщена, в основном, 
в двух направлениях. Во-первых, удалось освободиться от пред­
положения о независимости некоторых основных СВ, например, 
длительностей обслуживания фиксированным прибором, а не­
которые характеристики обслуживания рассмотреть в виде «ме­
ток» поступающих требований. Это привело к применению 
теории маркированных точечных процессов, которая оказалась 
подходящим аппаратом исследования подобных явлений. С их 
•помощью Кёниг и Маттес [239] обобщили формулы Эрланга на 
-систему M | G | s | 0 с зависимыми длительностями обслуживания. 
Кёниг [232] доказал инвариантность системы Энгсета с потеря­
ми с зависимыми основными случайными величинами. При этом 
•были обобщены результаты Коэна [139], полученные при клас­
сических предположениях независимости. В монографии Кёнига, 
Маттеса и Навроцки [240] (см. также [241]) результаты иссле­
дований вопросов инвариантности изложены на достигнутом к 
тому времени уровне, при этом одна из глав посвящена исследо­
ванию схем обслуживания с зависимостями. 

Вторым направлением обобщений явилось допущение нали­
чия различного вида функциональных зависимостей. Так, в ра­
ботах Кёнига [50], Янсена, Кёнига и Навроцки [209], наряду с 
зависимостями основных случайных величин, в рамках схемы 
•обслуживания допускаются функциональные зависимости, опи­
сываемые неотрицательными скоростями реализации основных 
случайных величин. Модели с переменными скоростями обслу-
.живания позволяют охватить случаи прерываний ,и переменных 
интенсивностей поступления или обслуживания. Такие эффек­
ты появляются, например, в вычислительных системах с разде-
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лением процессора. Коэн [144] рассмотрел ДОВОЛЬНО общие си­
стемы этого типа, а именно так называемые многофазные сети 
обслуживания с обобщенным разделением процессора. Весьма 
примечателен тот факт, что стационарное распределение числа 
сообщении на различных узлах допускает мультипликативное 
представление. Более того, свойство инвариантности этих моде­
лей можно вывести из общей теории инвариантности схем обслу­
живания со скоростями. Для схем обслуживания со скоростями 
при независимых основных СВ инвариантность была исследо-
вана Кёнигом и Янсеном [207, 236, 237]. Обзор свойств инвари­
антности некоторых систем обслуживания с независимыми ос­
новными СВ приводится в работе Янсена, Кёнига, Коцурека и 
Рабе [238]. При этом оказалось, что модели, исследованные в-
[13, 33, 38, 63, 77, 78, 104, 181, 289, 290], могут быть включены 
в класс схем обслуживания с переменными скоростями. 

Для исследования свойств инвариантности обобщенных полу-
марковских процессов, описывающих класс моделей подобных 
схемам обслуживания Шассбергер [354, 357, 358] использовал 
метод фаз Эрланга. Однако этот подход приводит к некоторым 
трудностям: если нет подходящих теорем непрерывности, рас­
пределение основных случайных величин должно иметь дробно-
рациональные преобразования Лапласа — Стилтьеса (см. п. 3.9), 

Недавно появился ряд работ, касающихся инвариантности 
сетей обслуживания (см. [14, 109, 218, 219, 357, 379]). Заметим, 
что общий метод исследования инвариантности схем обслужива­
ния молено использовать для получения соответствующих ре­
зультатов для сетей массового обслуживания, так как их можно 
рассматривать как частный случай схемы обслуживания (см.. 
[208,209]). 

Изучались также модели 'с некоторым свойством так назы­
ваемой ограниченной инвариантности. Например, Якобя [199],. 
Кёниг, Маттес и Навроцки [240], Чайкен и Игналл [128], Кё-
ниг, Янсен, Коцурек и Рабе [238], Вольф и Райтсон [398] ис­
следовали систему Эрланга с потерями со специальными пра­
вилами занятия приборов. Система с ожиданием M|G/ |1 |1 с 
дисциплиной обслуживания, введенной Шраге и Миллером 
[362], также относится к этому типу систем (см. A. В. Печин-
кин, А. Д. Соловьев и С. Ф. Яишов [81] ). 

Ниже основное внимание концентрируется иа общем мето­
де исследования свойств инвариантности схем обслуживания 
с зависимыми основными случайными величинами и с функ­
циональными зависимостями, описываемыми маркированными 
точечными процессами и скоростями, соответственно. В таком 
общем виде упомянутый выше подход был развит Кенигом.. 
Маттесом и Навроцки [240, 241] без скоростей и Янсеном, Ке­
нигом и Навроцки [209] со скоростями. Прежде всего, мы 
дадим понятие схемы обслуживания и построим подходящий 
стохастический процесс, описывающий ее эволюцию во време-
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ни. Затем следует точное определение понятия инвариантности 
и приводятся алгебраические критерии инвариантности для 
рассматриваемых схем обслуживания. Необходимый и доста­
точный критерий инвариантности Коваленко [58, 59] и даль­
нейшие результаты в этом направлении рассматриваются в 
п. 5.2. В п. 5.3 рассматривается инвариантность конкретных 
систем. В п. 5.4 обсуждаются некоторые свойства инвариантных 
схем обслуживания, касающиеся, например, соотношений меж­
ду вложенными и невложенными стационарными вероятностя­
ми, средними длительностями пребывания в фиксированных 
подмножествах состояний, а также свойства быть пуассонов-
ским соответствующим образом определенного выходящего 
потока. Наконец, в п. 5.5 показано, каким образом сети массо­
вого обслуживания включаются в общую теорию в качестве 
схем обслуживания особой структуры. 

5.1. Схемы обслуживания. Алгебраические критерии инва­
риантности. Формальное описание общих систем массового об­
служивания, или схем обслуживания, приведенное в данном, 
разделе, опирается на работы Кёиига. Маттеса, Навроцки и 
Янсена [207, 209, 237, 240, 241]. Его можно интерпретировать 
как многомерное обобщение полумарковских моделей, при 
котором, в отличие от последней, одновременно может реали­
зоваться несколько непоказательно распределенных основных 
случайных величин. При этом описании не делается различия 
между источниками требований и приборами, а СМО рассмат­
ривается с более общей точки зрения как система, состоящая 
из некоторого конечного множества объектов, каждый из ко­
торых может находиться в одном из конечного множества так 
называемых «активных» или «пассивных» состояний, 

Более формально пусть / — конечное непустое множество, 
элементами которого являются номера объектов рассматривае­
мой СМО. Для каждого /б/ заданы два конечных (непересека­
ющихся и непустых) множества С, и D, активных и пассивных 
состояний •/-ого объекта, соответственно. Каждое активное со­
стояние ieCj, /б/, обладает некоторыми «потенциальными» слу­
чайными длительностями пребывания объекта в этом активном 
состоянии — «длительностями жизни» активного состояния,. 
другими словами, в каждом активном состоянии объекта вы­
полняется некоторое случайное количество работы. Пусть. 
G, G---X(GjU-Di), где символом X обозначается прямое, произ-

ведение множеств, обозначает множество всех состояний g 
рассматриваемой системы, a Jg — множество «активных» (на­
ходящихся в активном состоянии) объектов для состояния 
g&G. Зададим для каждого объекта /б/г.скорости Cj,g, 0<с,- , я< 
<{infty}, реализации длительности пребывания j-oro объекта в-
активном состоянии gj, когда вся система находится в состоя­
нии g—{gi, i&I). Состояния системы могут изменяться в момен-
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ты окончания длительности пребывания любого объекта в ак­
тивном СОСТОЯНИИ. Предполагается, что множество //== 
.= {/: /6/, Cj,g>0} не пусто для любого g&G. Предполагается 
также, что завершение длительности пребывания какого-либо 
объекта в активном состоянии не может привести к прерыванию 
(текущих) длительностей жизни других состояний, т. е. что р (g, 
s, g')=0, если gj'¥=gj для некоторого jGJg\{s}. Здесь p(g, s, g') 
означает вероятность перехода (скачка) системы из состояния 
g в состояние g' при окончании активного состояния s-го объ­
екта sG//. 

Стохастическая модель, определенная элементами (/, Cj, 
•°i, G, citg, p(g,s,g')), называется схемой обслуживания. 

Для каждого /е./ рассмотрим подмножество /j активных со­
стояний /jsCj с произвольно распределенными длительностями 
жизни. Допускается, чтобы последовательно реализующиеся во 
времени длительности пребывания объекта /6/ в активном со­
стоянии Ш] были зависимыми. Напротив, все длительности 
жизни активных состояний из Cj\Ij для любого /G/ показа­
тельно распределены. 

Помимо уже введенных величин, определим для каж­
дой пары (i,/)6A, А-=и(/зХ{;}) конечное положительное дейст-

J& 
витальное число vij, где vij"1 — средняя длительность пребыва­
ния объекта в своем активном состоянии iGCi, и некоторый 
стационарный маркированный точечный процесс (Dii с интен­
сивностью vij, описывающий последовательность длительно­
стей жизни активных СОСТОЯНИЙ объектов teCj /G.L Каждый 
стационарный маркированный точечный процесс 6ij может сам 
по себе представлять некоторую СМО, например, точки процес­
са фц можно интерпретировать либо как моменты начала, ли­
бо как моменты окончания некоторых «периодов занятости» 
рассматриваемой системы. Эта система может состоять, на­
пример, из ненадежного прибора, так что прибор может отка­
зывать во время обслуживания. Тогда обслуживание прерывается 
и начинается ремонт. Если «время жизни» прибора рас­
пределено показательно, ТО в начале каждого нового цикла об­
служивания можно: допустить независимость его длительности 
от прошлого. При этом судьба прерванного обслуживания без­
различна (абсолютный приоритет с продолжением прерванного 
обслуживания, абсолютный приоритет с повторением прерван­
ного обслуживания, потеря). Однако если срок службы прибо­
ра распределен непоказательно, то в начале нового цикла 
обслуживания прибор уже может быть в употреблении и, сле­
довательно, длительности обслуживания будут, вообще гово­
ря, зависимыми. Для формулировки критериев инвариантности 
потребуются некоторые дополнительные ограничения на класс 
рассматриваемых схем обслуживания, которые формулируются в 
виде свойств е (Ih jQj) и е1 (/j, /G/). 
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Для данного семейства {/j,/€/)• .свойство е({Гь /б/}) рас­
сматриваемой схемы обслуживания'означает, что о положитель­
ной вероятностью не более одного объекта может одновременно 
войти в. активное состояние с произвольно (т. е. ' необязатель­
но • показательно) распределенной длительностью ЖИЗНИ. Кро­
ме., того, рассматривается условие е1({/^./6/}), которое гово­
рит, что реализация каждой произвольно распределенной дли­
тельность жизни начинается с положительной скоростью. Эти 
свойства могут выражаться определенным условием на вероят­
ности перехода p(g, s,g'). Заметим, что свойство е1 ({/.,, /еЛ) 
всегда может быть достигнуто путем введения дополнительных 
пассивных состояний объекта. 

Схема обслуживания называется неприводимой, если для 
каждой пары состояний системы g, g'&G с положительной ве­
роятностью можно перейти из g в .§•' по некоторой конечной 
последовательности переходов. 

Для данного состояния g~(gj)QQ введем следующие микро-
состояния у рассматриваемой схемы, обслуживания: y=(g,.^lj 
(i;./)6A). где VijuNy,- если1 V=gfiin и ф-̂ eJVt/ В противном 
случае. Здесь М!/**{ч>тЩг Ф((0У + оь)У *..)==. 0J, М0—. 
-=fa:q>GMtf.y, ср((0, + оо)хА"гу)----0}. При этом компонента ц>ц 
микросостояния у Является реализацией истории состояния i 
объекта ./. 

Пусть Eg означает множество всех' микросостояний с со­
стоянием g^G. Тогда множество E = UEg с соответствующим бб-

-"60 
разом выбранной сг-алгеброй. измеримых подмножеств образу­
ет. пространств© СОСТОЯНИЙ некоторого стохастического • процес­
са l(t), t>0, который описывает эволюцию рассматриваемой 
схемы обслужиВ'ания во времени. Этот процеос строится сле­
дующим образом: исходя из фиксированного начального со­
стояния y=(g, срц, (i, y)'6A)<3E, в момент /=0 кажДаяреализа-
ций ipij, i=sgjGlj сдвигается с соответствующей скоростью •% 
до1 следующего момента изменения состояний gсистемы, кото­
рое может быть вызвано завершением показательно или не-
показательно распределенных длительностей жизни активного 
состояния, т. е. предполагаем, что если в интервале [0, tJ не 
происходит изменения состояния g в момент t, компонента 
<pij* микросостояния, соответствующая <pij, имеет вид <р.у — 
^^cjgttpij. В момент скачка система переходит, в некоторое но­
вое состояние g' в соответствии с вероятностями' перехода 
P(g>s,g'), а Щ)* изменяются в соответствии с распределениями 
процессов ФЦ. После этого эволюция системы продолжается, 
как было описано выше. При этом предполагается для про­
стоты, что с вероятностью 1 одновременно может закончиться 
активное состояние; не-- более-одного объекта. Однако для рас-
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сматриваемых далее стационарных начальных распределений 
стохастического процесса l{t), t>0, это условие удовлетворяет­
ся автоматически. 

Стохастический процесс £,(t), t>0, с «дополнительными пе­
ременными» <Dg- j является однородным марковским процессом 
•'с непрерывным временем. Если все длительности пребывания 
в активных состояниях распределены показательно, то, естест­
венно, необходимость в дополнительных переменных отпадает и 
%{t) представляет собой марковский процесс с конечным про­
странством состояний О. В таком случае распределение {pgj. 
g&G} на G является стационарным начальным распределением 
процесса l{t) тогда и только тогда, когда pg удовлетворяют 
следующей системе Z уравнений равновесия: 

(2iw*j.s\p*=2i 2-vv•,p(i,>s>g)Pf' gz°- (5Л) 

Из хорошо известных эргодических теорем для марковских 
процессов с конечным пространством состояний следует, что 
Z имеет единственное вероятностное решение pg с pg>0 для 
всех g&G тогда и только тогда, когда соответствующая схема 
обслуживания неприводима. 

5.1Л. Определение. Будем говорить, что неприводимая 
схема обслуживания обладает свойством инвариантности 
E({/j, /6Л) относительно семейств активных состояний /3. 
рассматриваемых объектов, если при любом выборе распреде­
лений Рц стационарных маркированных точечных процессов 
Oij, (t,/)6A, с фиксированными интенсивностями vij, процесс 
обслуживания l(t) имеет, по крайней мере, одно стационарное 
начальное распределение Q такое, что pg> pg—Q(Bg) является 
решением систем Z, а 
Q(y-y = (g, <Pi])'4t..J&')\gf. = io)<=Pt.,j.(r-<№M%liih, ср-е(-)) (5.2) 
для каждого (t0, У0)6А, где Ф"(;) —Ф((.)П(—-». 01Х-ЛГгу). 

5 Л .2. Теорема (Янсен, Кениг и Навроцки [209]). Рассмот­
рим неприводимую схему обслуживания. Следующие утвержде­
ния эквивалентны: 

1) Имеет место свойство инвариантности E({7» g"6-/}> 
и свойство (?!({/,, /6-0). 

2) Пусть Q, Q = ^pg-Q(-\g = g') — распределение на (E, &), 
ff'gO 

определяемое некоторым распределением pg на О с помощью 
мультипликативного представления 

Q(-\g=g')= xHfj, 

Mjyv<m*ir ф-е(-)), если i-g). 
\Ри{$ЩЪМ-к1Г ф~>6(-))> в противном случае 
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где Pi/ (или Pij) означает пальмовское (или соответствующее 
стационарное) распределение процесса Ф1}. Распределение Q 
является стационарным начальным распределением процесса 
l(t), t>0, при любом выборе распределений PtJ и Р°и, соот-
ветственно, с фиксированными интенсивностями v£y. 

3) Вероятностное решение системы Z удовлетворяет сле­
дующей системе уравнений Z'(I,, JQJ): 

Z'\: 

I 2 cig*t]i\Pss=i 2 2 cSg.4g.,p{g',s, g)pg, ,g&0; (5.4) 

Z'2: 

cugvgu, uPg= 2 c»s,vg', uP (£'• tt' S) /V + 
e'6aug'\{u},g-cug'>u " 

+ . 2 2 .o^g:.lp{g,
t^s)Pe.\ (5-5) 

-"е°УЁ \{и}, g\.°Ue, S sQJgl \ Ug 

ueug, geo, 
где Ug = {j:j(±J, gjQlj} означает множество объектов, обладаю­
щих активными состояниями с произвольно распределенными 
длительностями жизни при данном g и Qx,g={g'-g'eQ, g)=g} 
для j&X) — множество состояний системы, в котором объекты 
из Xcz.J имеют те же состояния, что и некоторое фиксиро­
ванное" g = (g,). 

4) Схема обслуживания обладает свойством е'{Х,-, j&F), а си­
стема Z'{I), /б/) допускает вероятностное решение. 

Если вместо Pti и Pi}° в (5.3) подставить соответствующее 
распределение пуассоновских процессов для каждой пары 
(i, /)6Л, то можно увидеть, что ^является решением системы Z 
и, следовательно, зависит от Рп только через их интенсивности 
Vij. Более того, мультипликативная форма равенств (5.3) выра­
жает тот факт, что длительности активных состояний объекта 
независимы. По сравнению с Z, систему Z' уравнений (5.4) —-
(5.5) можно интерпретировать как условие усиленного стати­
стического равновесия, в то время как Z представляет собой со-
ответствующее глобальное равновесие. Действительно, система 
уравнений Z относится только к состояниям, в то время как си­
стема уравнений Z'\ устанавливает связь между множествами 
объектов Ig'\Us для данного состояния g, а система Z'2 связы­
вает отдельные объекты из U8. В силу этого, условие, содержа­
щееся в системе Z', называется равновесием объектов. 

• Наличие скоростей е.- требует тщательного исследования 
вопросов инвариантности соответствующей схемы • обслужива­
ния. Действительно, если система находится в состоянии g, 
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время активного СОСТОЯНИЯ,gt i-ro объекта течет в реальном вре­
мени со скоростью с.-, которая может меняться при изменении 
СОСТОЯНИЯ системы. Следовательно, фактически реализующееся 
время жизни активного состояния g{ определяется последова­
тельностью состояний g, проходимых системой в течение его 
потенциального времени жизни. Из теоремы 5.1.2 вытекают 
условия на скорости cig, необходимые для выполнения свой­
ства инвариантности £({/./бЛ), которые будут подробно рас­
смотрены в п. 5.3 для конкретных систем, где приводится так­
же формула для среднего значения фактически реализованного 
времени жизни активного состояния. 

Из теоремы 5.1.2 следует, что для выполнения свойства' ин­
вариантности E({Ij, /б/}) необходимо, чтобы система уравнений 
Z' (Ih /б/) имела вероятностное решение. Это условие не зависит 
•от вида точечного процесса, определяющего последовательные 
длительности жизни каждого активного состояния каждого 
объекта. Действительно, одна и та же система уравнений Z'{lb 
/б/) описывает равновесие объектов, независимо от того, обра­
зуют ли длительности жизни рекуррентный точечный процесс 
или произвольный стационарный точечный процесс. Это позво­
ляет обобщить многие результаты, полученные при классических 
предположениях независимости. 

При помощи-теоремы; 5,1,2. можно исследовать также вопро-
cbr инвариантности схем обслуживания с бесконечным множест­
вом, О состояний системы, например, систему M|G/|oo (см. 
[209]). Действительно, схему обслуживания с бесконечным мно­
жеством G состояний можно аппроксимировать схемами обслу­
живания с конечными. G, а с помощью теорем непрерывности 
(см. [396]) перенести на нее свойства инвариантности конечных 
схем обслуживания. 

Следующий результат дает критерий полной инвариантности 
E({Cj, /б/}'), в случае конечного G. 

5.1.3. С л е д с т в и е . Неприводимая схема обслуживания об­
ладает свойством инвариантности E({Cjt /б/}) и свойством 
ел({С), /еЛ) тогда и только тогда, когда: 1) для всех g&G число 
активных объектов постоянно (не зависит от g) и 2) система 
уравнений 
cuS4g= 2 2 osg,p{g', s,g)qg; ueJg, geQ (5,6) 

имеет положительное решение iqe}. Это решение {qgY, если оно 
существует, единственно с точностью до постоянного множителя. 
Более того, имеет место равенство 

'Pe=>a.Hvzj,/q.g, g£Q, (5.7) 
-"6-Y-

где а есть нормирующая: постоянная. 
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5.1.4. Т е о р е м а р а з л о ж е н и я (декомпозиции), 
(см. Янсеи, Кёниг и Навроцки [209]). Для неприводимой схемы 
обслуживания свойства инвариантности E({i-}), . . . , E({zft}) 
справедливы тогда и только тогда, когда имеет место свойст­
во инвариантности Е.( [} {ij}, ijQCj, ]&J\. 

Следующий критерий инвариантности был установлен Шас-
сбергером [354]: 

5.1.5. Теорем а. Рассмотрим неприводимую схему обслу­
живания, для которой при некотором s£/ выполняется свойство 
•21 (ft}, i«eG8){cdot} Тогда свойство инвариантности £({*'-,}) имеет ме­
сто в том и только том случае, если стационарное, при показа­
тельно распределенных длительностях жизни активного состоя­
ния г-бС- распределение рд совпадает с соответствующим стацио­
нарным распределением, когда эти длительности жизни имеют 
распределение смеси F,(x) показательного и эрланговского рас­
пределений: 

Fs(x)=ji1(\—e~v^x) + 7i2(\-~e~'"s'x)*[\— e~Vs*) для x > 0 , 

где 1) v*Si,v*Si>0, 2) 0<.--1<1, 3) -rtj + rta — l. 4) atf+mj1 

1 1 1 
5) mF = VY\ = ЛХ - - -— \ - jt2 /--—- + -r~) • -

Заметим, что одновременное использование теорем 5.1.4 и 
5.1.5 дает очень полезный метод исследования данной схемы 
обслуживания на инвариантность. 

Критерий инвариантности, содержащийся в теореме 5.1.2, 
основан на эквивалентности понятия инвариантности стацио­
нарных вероятностей ре,в смысле определения 5.1.1 и утвержде­
ния о том, что стационарное начальное распределение процесса 
g(t) имеет мультипликативное представление из теоремы 5.1.2. 
В этом случае величины Pg, g&G, являются решением системы 
Z' уравнений (5.4) — (5J.5). Однако существуют системы с инва­
риантными стационарными вероятностями Pg, которые не явля­
ются решениями системы Z'. Это значит, что на соответствующее 
стационарное начальное распределение процесса g(t) могут 
влиять зависимости между одновременно протекающими дли­
тельностями жизни активных состояний различных Объектов (ко­
торые могут при этом возникать). Более того, при этом необхо-
мо, чтобы все .необязательно показательно распределенные ос­
новные случайные величины одного и того же типа (например, 
длительности обслуживания на всех приборах, все длительности 
ремонта, интервалы между моментами поступления требований 
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от всех источников) были одинаково распределены. В этом 
смысле инвариантность таких систем ограничена. 

Системы с ограниченной инвариантностью были исследова­
ны, например, в работах Якоби [199], Чайкена и Игналла [128], 
Вольфа и Райтсона [398], где рассматривается система Эрланга 
с потерями при специальных правилах занятия прибора. 
Дальнейшие подробности, касающиеся систем с ограниченной 
инвариантностью см. в работе Янсена [206]. 

5.2. Критерий инвариантности И. Н. Коваленко. Для некото­
рого класса систем с независимыми основными СВ И. Н. Кова­
ленко [58, 59] нашел чисто алгебраические необходимые и до­
статочные условия инвариантности, которые были обобщены 
Б. T. Гусейновым [181] на случай переменных положительных 
скоростей обслуживания. В ряде последующих работ конкрет­
ные модели СМО были описаны в рамках этого класса систем 
и исследованы на инвариантность. В данном разделе рассмат­
ривается модель Коваленко с переменными скоростями обслужи­
вания. 

Пусть рассматриваемая система состоит из г групп источни­
ков, каждая из которых содержит щ, ; — 1 , . . . . , г, источников, 
соответственно. Обслуживание требования начинается немедлен­
но после его поступления, т. е. имеется достаточное число при­
боров (нет ни потерь, ни ожидания). С другой стороны, отсчет 
очередной длительности жизни источника начинается лишь 
после завершения обслуживания посланного им требования. Со­
стояние системы описывается вектором k = ( k i , . . . , kr), где kt 
означает число требований от /-ой группы источников, нахо­
дящихся на обслуживании. Если в момент t система находится 
в состоянии k с k)<n}, / = 1,.. ., г, то в интервале [t, t+h] с ве­
роятностями Xj(k)h + o{h) ,и о (к) поступает точно одно или бо­
лее одного, соответственно, требования от /-ой группы источни­
ков. Потоки требований от различных групп источников незави­
симы. Более того, длительности обслуживания требований так­
же независимы ,и одинаково распределены с ФР В}(х) и сред­
ним triQj для требований /-ой группы источников. Они реали­
зуются с положительными скоростями CJ^J . 

5.2.1. Т е о р е м а К о в а л е н к о ( к р и т е р и й и н в а ­
р и а н т н о с т и ) . Для рассматриваемой модели с параметрами 
^ (k) , mBJ и с jit] существуют стационарные вероятности pk — 
=P(kv .. ., kr), которые инвариантны относительно изменения 
ФР В](х), J — \, ...,r, при фиксированных их средних значе­
ниях niBj, тогда и только тогда, когда для любого состояния 

k= (ku ..., kr) и для произвольных |k|-мерных векто­
ров (i1, . . . , i|A(), (tj, . . . , .i'|A|), ,которые имеют точно k} эле­
ментов равных j для каждого / , справедливо следующее 
уравнение 
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1*1 / ' - 1 . - 1 \ 

Пч(2^..-.2-'...)-
/-=1 \ m = l m-=I / 

Iftl /t-\ l-l ч 

---Пх1; ( 2 ex,,,,,,,..., 2 вГ|1,ж), (5.8) 
/•=1 - \m= - l m=l / 

где buj означает символ Кронекера. 
Это необходимое и достаточное условие означает, что для 

произвольного фиксированного момента времени t вероятности 
•событий: «в интервале [t, t + h] поступает требование /-ой груп­
пы источников, а в интервале [t+h, t+2h] поступает требование 
t-ой группы» и «в интервале [t+h] поступает требование 
i-ой группы, а в интервале [t+h, t+2] поступает требование 
/-ой группы» равны с точностью до о (К). 

Для стационарных вероятностей справедлива формула:. 

pft — p(k!, ...,^) = П-1J- (JIcj,4 ) 2-Чх 
y=i ; \ ;=--i / /-=1 

х ( 2 б м т , - . , 2 б Л ^ ) р ( 0 , . . . 0 ) . (5.9) 
\ m=l m---l / 

•• В работе Кёнига, Маттеса ,и Навроцки ([240], разд. 3.2) мо­
дель Коваленко при с. — 1 рассматривается как частный случай 
схемы обслуживания в смысле раздела 5.1 и теорема Ковален­
ко 5.2.1 выводится из критерия инвариантности, приведенного в 
разделе 5.1 (см. также Кёниг, Маттес и Навроцки [241], 
разд. 1.8). Необходимое ,и достаточное условие Коваленко экви­
валентно наличию положительного решения системы Z' урав­
нений (5.4) — (5.5). ДЛЯ вышеупомянутой модели Коваленко-— 
Гусейнова с переменными скоростями обслуживания аналогич­
ное утверждение следует из результатов Кёнига и Янсена [237], 
Янсена, Кёнига и Навроцки [209]. 

Этим путем было получено следующее обобщение теоремы 
Коваленко: ее утверждения остаются справедливыми, если для 
каждой группы / из щ источников, )' = 1 г, имеется своя 
особая группа щ (возможно различных) приборов, а ФР Bhi(x) 
длительностей обслуживания требований зависят не только от 
номера / группы, но и от номера /, 1 = 1 n,, соответствую­
щего прибора этой группы. Более того, между длительностями 
обслуживания источников данной группы, реализуемых фик­
сированным прибором, допускаются зависимости в рамках ста­
ционарных точечных процессов. Интервалы между моментами 
поступления требований от источников могут иметь распределе­
ние отличное от показательного. 
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_„Следующая модель была исследована Б. T. Гусейновым 
[Щ. Система массового обслуживания состоит из г групп, 
включающих tij, /----I, . , . .- , приборов, соответственно. Ha 
у-ую группу приборов поступает пуассоновский поток требо­
ваний с интенсивностью Я/, / = 1,. •-,г. Пусть длительности 
обслуживания приборами /-ой группы будут независимыми и 
одинаково распределенными СВ с ФР Bj(x) с конечными 
математическими ожиданиями mBj. Пусть длительности обслу­
живания реализуются со скоростями C/,kj, зависящими от 
числа kj занятых приборов /-ой группы. 

Если в момент поступления требования на у-ую группу 
приборов все приборы этой группы заняты, требование 
направляется на группу приборов, для которой отношение 
— - (так называемая нагрузка /-ой группы) минимально. Если 
имеется более одной группы с одинаковой нагрузкой, то 
среди этих групп выбирается группа с наименьшей средней 
длительностью обслуживания т - ; , Если все приборы всех 
групп заняты, то требование теряется. 

Состояние системы выражается вектором к = (ки. . ., кг), 
где kj обозначает число занятых приборов /-ой группы., 
У — 1,...,г. 

Введем величину 
П, •если.^—т1п(^,......-£) и £,=..«„ по крайней мере 

-\/(^)= |для одного из i; 
lO, в противном случае. 

Перенося теорему Коваленко на эту систему, Б. T. Гусейнов 
[33] доказал следующее утверждение. 

Для рассматриваемой модели с данными параметрами %}г 
mBj тв,<тв2< ... <тВг, .с/к}, и A;(k) существуют стацио­
нарные вероятности pk=p{kl,.. .,кг)\ при фиксированных 
средних значениях тВ/, / = 1 ,...,/*, они инвариантны' по 
отношению к виду ФР В}(х) в том и только в том случае, 
если для каждого состояния k = (ku. ..,kr) и для произволь­
ных |й|-мерных векторов (гь..., i|ft|), (i;,..., i'w), имеющих 
точно kj элементов, равных / , для каждого / имеет место 
следующее уравнение 

.;+•-,; ("2 *•-. 2 « „ ) 2 Ч > (S.10) 
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где суммирование по индексу ^'распространяется на приборы 
тех групп, для которых k^ ==#*..-

Для стационарных вероятностей справедливо: 
"> / г \ -1 |Л| 

pft-=p(kb...,k-)-=n-k7r( П cjkj J П 

\ о т = 1 т-"1 / -•п.-'--.'/ 

ч+ 
+ 4 1 Z Kim<..;Z ьЫт) z Ч />(о,...,о). (5.И) 

Из результатов Кёнига, Маттеса и Навроцки [240, 241] и 
Янсена, Кёнига д Навроцки [209] следует, что результат, полу­
ченный Б. Т. Гусейновым, справедлив в более широких усло­
виях, когда ФР длительностей обслуживания на каждом при­
боре /-ой группы зависит от номера приборов, и группы. Более 
того, они могут быть зависимыми в смысле стационарных точеч­
ных процессов. H, Ю. Кузнецов [68] перенес утверждение тео­
ремы Коваленко на модель, где ФР длительности обслуживания 
требований от /-ого источника может зависеть, кроме номера 
источника, еще и от состояния системы k в начале обслужива­
ния требования. Именно, пусть система состоит из N ИСТОЧНИКОВ 
СО случайными длительностями жизни. Имеется S--S.V приборов. 
При s<N требования, застающие в момент поступления все при­
боры занятыми, дожидаются начала обслуживания в очереди. 

Введем величины: 
0, если в момент t в у'-ом источнике течет «время 
жизни», т. е. длится интервал между моментами 
поступления; 
1, если в момент t требование от /-го источника 
находится на обслуживании и, следовательно, в 
нем не длится интервал между моментами поступле­
ния, т. е. источник находится в пассивном состоянии, 

/ = 1, . . . , N. Состояние 'k(t) системы в целом в момент t задает­
ся вектором k(t) = (k\ (t),. . ., kN(t)). 

Пусть k=(ki kN) — произвольное состояние с |k | =k1 + 
+ . . . +kN, а 0 обозначает состояние (0, . . ., 0). Если в момент 
t состояние системы таково, что k(t) =k и k((t) =0, то в момент 
t+h с вероятностью Я,-(&) -h + o(h) система переходит в состоя­
ние k(t+h) = (ku ,,., kt-u 1, ki+u . • •, kN). Моменты поступле­
ния требований от различных источников независимы. Если в 
данный момент времени kd=\, то обслуживание соответствую­
щего требования осуществляется со скоростью cjh. Скорость cjk 
предполагается равной нулю, если требование ждет начала об­
служивания. Случайные длительности обслуживания различных 
требований являются независимыми СВ с ФР Bih(-) ,и со сред­
ним значением тв ;-йдля требований /-го источника, если в нача­
ле их обслуживания система находится в состоянии k. 
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Существование и эргодичность стационарных вероятностей 
p(ku . . . , kN) следуют из соответствующей эргодической теоремы 
Коваленко для кусочно-линейных марковских процессов [58, 60]. 

В предположении, что 
тв1а = т.гхтв)к ИЛИ /гев/о == min/гев-.. 

был доказан следующий результат: 
5.2.2. Теорема . Следующие три условия необходимы 

и достаточны для инвариантности стационарных вероятностей 
p(kv ..., kN) при изменении вида ФР BJk(-), / = 1 , . . . , N, 
при фиксированных тв]к: 

1) Пусть k — произвольное состояние с | £ | < s и пусть 
•(ii> . . . . i\k\)~ вектор с 1<г /<Л/', k., = l, i=-1, . . . , | k|, i[^=ip 
для Ьфр- Для. произвольной перестановки (i[ • • • i'ik.) компонент 
вектора (ix, ..., 1щ) имеет место равенство: 

1*1 Ц( 2 О ш Hi—1 V ) 
тт fW-- / = тт _ _ ! _ / , (5.12) 

с ! с -

где е-уЦО, . . . 0 ,1 ,0 , . . .0) . 

2) Для любого s<N и для любого состояния k c | k | - s , 
yfe-=e;i+.. . + e v 1<i /<./V, i = l , . . . , 5, it + ip для /-^p 
равенство 

M-ini i jO^ 0 (5ЛЗ) 
.-=1 \ / " = l / 

справедливо для любого i c k; = 0. (Это условие означает, 
что очереди появиться не может). 

3) Если для состояния системы k c \k\<_s и kt — 0 имеет 
место гпв1кфгпви, то 

lt(k) П Х,( 2 kmeA=Q. (5.14) 
{'./.-/=•1} \ m = l / 

(Это условие означает, что ФР длительности обслуживания 
требований от t-ro источника не зависит от состояния системы, 
при котором начинается обслуживание этого требования). 

Та же модель рассматривалась Н. Ю. Кузнецовым [69] при 
условии, что \J(k) = Xf) (k)e-\-o(e), где е>0 есть малый пара-
метр. Пусть /><-> является коэффициентом разложения pk— 
= p(°) Bl*i-f-o(8.ft.) стационарной вероятности pk по степеням 
малого параметра е. 
154 



Было установлено необходимое и достаточное условие инвари­
антности главного члена р(,°) относительно изменения вида ФР 
Bjk(-) при фиксированных средних тв]к, j=l, ..., п. Оно 
вытекает из предыдущих результатов Кузнецова [68], если 
Хг(.), ?.,.(.) и ?у(-) заменить на Х|0>(..), X™ (.) и Х\Р (-), соот­
ветственно. 

5.3. Инвариантность конкретных СМО. 
5.3.1. С и с т е м а Э р л а н г а M]G|s|0 с п о т е р я м и с пе­

ременными с к о р о с т я м и о б с л у ж и в а н и я и общей 
д и с ц и п л и н о й з а н я т и я п р и б о р о в . 

Обратимся к системе с потерями, упомянутой в разделе 3.3 с 
пуассоновским ВХОДЯЩИМ потоком, стационарными точечными 
процессами длительностей обслуживания каждым прибором, 
переменными интенсивностями поступления и обслуживания, 
зависящими от состояния системы, и с общей дисциплиной за­
нятия приборов. Эта система описывается в виде схемы обслу­
живания, введенной в разделе 5.1 (см. Кёниг и Маттес [239], 
Кёниг и Янсен [237], Кёниг, Янсен, Коцурек и Рабе [238]). 
A именно l={0,...,s}. C0=Ci= . . . = CS-=.{1}, D o =0, Di=-~ 
= . . . =DS = {Q}. При этом объект с номером 0 интерпретируется 
как ИСТОЧНИК требований, объекты 1, . . . , s как приборы, а.со­
стояния объектов— 1 — занят и 0 — свободен. Состояние си­
стемы g=(gj) отождествляется с множеством {j:gj = l, /{ne}0}. 
ДЛЯ простоты рассмотрим ТОЛЬКО случай положительных скоро­
стей, т. е. Cj->0 для всех /6/, g£G. Вероятности переходов p(g, 
j , g') задаются вероятностями pg(0) того, что поступающее тре­
бование не принимается к обслуживанию и ps(j), j¥=0, того, что 
оно направляется на обслуживание на /-ый прибор. ПОЛОЖИМ 
"VbO — Я, Vi,, = |Xi дЛЯ | ' = 1 , . . . , S, 

Рассматриваемая система с потерями Af|G|s|0 имеет свой­
ство инвариантности Е({1}, /б/}) для Io = 0,~ Ii~ ... =/.=-{1} 
тогда и только тогда, когда для произвольных / ь /2б{1,. . . , s} 
и для любого g":={1, и.., s}\{ju /2} такого, что gUiju /2}<-.G спра­
ведливо следующее условие: 

C/ug{J{h} a/„g\J{/»/,) 

-————p g ( / 2 ) e
 C° 'g U { A } ps^Hh)>0. (5.15) 

В этом случае стационарные вероятности pg имеют вид 

Р8 = П (£) P4h) -^f--. Р ^ Ч Ы ^ P. (5.16) 
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для g—{Л, . . . , /й}т-=0. g&G, где р0 определяется условием 
нормировки J?jpg—^-

В частном случае G=y({\,... , s}), c--=l, Cje—hd^l), 
p«(0)=0, если |g|<-s, где h есть произвольная функция h: 
{1 . , . s}{to}R+; a Y({1 sl) означает семейство всех подмно­
жеств множества (1, .. ., s}, свойство инвариантности Е({1}, 
/бЛ) справедливо только при дисциплине случайного выбора 
одного из свободных приборов, т. е. 

P*<J) = T=\JT' № 
Однако если длительности обслуживания одинаково рас­

пределены, если cig----l и если нас интересует только общее число 
требований в системе, соответствующие стационарные вероят­
ности не зависят от дисциплины занятия приборов. Более того, 
они инвариантны относительно вида распределения длительно­
сти обслуживания, при фиксированном ее среднем значении, 
при любой дисциплине, а именно: имеют место хорошо извест­
ные формулы'Эрланга: 

Р{того,что занятый приборов} = (•£) ~ ( 2 (£) уГ ) (5 Л 7) 

для k — Q, 1, . . . , s. 
При дисциплине случайного выбора ОДНОГО из свободных 

приборов для с} — 1 и для одинаково распределенных длитель­
ностей обслуживания, упомянутое выше свойство инвариантно­
сти рассматривалось Эрлангом, Банлотом, Поллачеком, Паль­
мой, Костеном, Лундквистом, Форте, А. Я. Хинчиным и, глав­
ным образом, Б. А. Севастьяновым [86], (см. также Б. В, Гне­
денко и И. Н. Коваленко [28]). В работах A. A. Шахбазова [99], 
Г. П. Башарина, А. Д. Харкевича и М. А. Шнепса [15] рассмат­
ривался случай различных распределений длительностей обслу­
живания. О. Аннаоразов [4] рассмотрел, кроме того, случай тре­
бований различных типов. Случай дисциплин обслуживания бо­
лее общих, чем случайный выбор, но удовлетворяющих условию 
(5.15), рассматривался Кёнигом, Маттесом и Навроцки [240, 
241]. Система с потерями Эрланга .M|G|s|0 со стационарными 
точечными процессами впервые исследовалась в работе Кёнига 
и Маттеса [239]. В случае зависящих от времени интенсивностей 
поступления и обслуживания система Эрланга рассматрива­
лась, например, в работах Д. Б. Гнеденко [30], Б.-В. Гнеденко и 
А. Д. Соловьева [29], Б. В. Гнеденко [176], а для завдсимых от 
состояния скоростей в работе Кёнига и Янсена [237] (см. также 
[125, 325]). 

Для эрланговской системы с потерями с s приборами, со 
случайным выбором одного из свободных приборов и с nyac-
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ооновским входящим потоком, где рассматривается несчетное 
число типов требований, Н. Ю. Кузнецов [70] дает, при опре­
деленных условиях, необходимые и достаточные критерии ин­
вариантности стационарных вероятностей подходящим образом 
выбранных состояний. Различные проблемы при этом возника­
ют, когда тип требования задается заранее (во входящем по­
токе) или реализуется в момент начала его обслуживания. 

5.3.2. Системы с конечным числом и с т о ч н и к о в . 
М о д е л ь о б с л у ж и в а н и я станков (модель П а л ь м а ) . 
Рассмотрим замкнутую систему с потерями, состоящую из ЛГ 
источников и s приборов, s<N упомянутую в разделе 3-3, при 
этом предполагается, что поступающее требование случайным 
образом занимает один из свободных приборов. В работах Кё-
нига, Маттеса, Навроцки, Штойяна и Янсена [51, 232, 237, 240, 
241] эта система исследовалась как частный случай схемы 
обслуживания. Действительно, положим J~{\,... ,N}, С\ — 
— ... =С---={0, 1 , . . . , s}, Di= . . . —DN~0 и определим состоя­
ния системы g—(gj, /б/), полагая g"j=-0, если на /-ом источнике 
течет время между моментами поступления, gj=k (Kk^s), 
если требование /-го источника обслуживается на k-ош прибо­
ре. Длительность обслуживания требования /-го источника при 
данном состоянии системы g&G отрабатывается с положительной 
скоростью Cjg. Для каждого g&G рассмотрим набор объектов-
(источников) ( /1 , . . . , ; г) , требования от которых обслуживают­
ся, т. е. (/ь . . . , /г) == {/:-§•,•-?--0>. Для каждого такого набора 
определим рекуррентно 

g(-) = g, g(/--i)---(gry-i)) с ^ — О и гу--)-=гу> Для ]ф)г. 

Если для каждой пары наборов {j\,-..,Jr), (^ j [,..., j"r) я для 
соответствующих наборов (g(0).. • .> g^r)), {g{0)\-. • • g{r)') условие 

П-—-^-П------ (5.18> 

удовлетворяется при любом g$G, то стационарные вероятности 
обладают полной инвариантностью (см. следствие 5.1.3) как 
относительно вида распределений длительностей обслуживания,. 
так и относительно вида распределений интервалов между мо­
ментами поступления (см. Кёниг, Янсен, Коцурек и Рабе [238]). 
Очевидно, условие (5.18) выполняется, если все скорости обслу­
живания Cjg равны единице. В этом случае еще Коэн (139) до­
казал инвариантность стационарных вероятностей относительно 
вида распределения длительностей обслуживания. Случай зави­
симых интервалов между моментами поступления и зависимых 
длительностей обслуживания был исследован Кёнигом [232]. 
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Если условие (5.18) имеет место, то вероятности pg имеют 
вид 

р,-а П 1.7* П ^,Е^£1ч=рК <5Л9) 
где а есть нормирующая постоянная, If1 означает среднее вре­
мя между моментами поступления требований от /-го источника 
\ijh~1 — средняя длительность обслуживания требования /-го 
источника на А-ом приборе. Если XS = X, ^^=(х для / = 1 , . . . , N, 
& = 1 , . . . , s и если с,-, — 1 , из (5.19) вытекает классическая фор­
мула Энгсета для стационарной вероятности того, что заняты 
точно г приборов. 

В работах Форте и Грандьен [166], Кенига, Маттеса и Нав-
роцки [240, 241], Кенига и Штойяна [51] рассматривалась систе­
ма Энгсета с потерями в случае, когда каждое требование об­
служивается группой приборов при произвольном правиле ее 
формирования. 

Свойства инвариантности замкнутых систем с ожиданием ис­
следовались в работах Барлоу [111], Б. A. Козлова [63] 
Б. Т. Гусейнова [181], Кенига, Маттеса и Навродки [241]. Ке­
нига, Янсена, Коцурека и Рабе [238]. Для таких систем с конеч­
ным числом N<{infty} источников и s приборами, со случайным вы­
бором среди свободных приборов, с дисциплиной обслуживания 
в порядке очереди и с с,8--з-1, в работе Кенига, Маттеса и Нав-
роцки [241] с помощью методов п. 5.1 было показано, что ста­
ционарные вероятности ре подходящих состояний g инвариантны 
относительно вида ФР интервалов между моментами поступле­
ния требований от отдельных источников тогда и только тогда, 
когда длительности обслуживания показательно распределены 
с фиксированным средним значением, которое не зависит от 
номера источника соответствующего требования. Такой вид ин­
вариантности сохраняется и в случае, когда прямая дисциплина 
обслуживания заменяется дисциплиной обслуживания в случай­
ном порядке. Следует отметить, что стационарные вероятности 
рв не инвариантны относительно изменения вида распределения 
длительностей обслуживания. 

Рассмотренная выше замкнутая система с ожиданием мо­
жет быть интерпретирована как пальмовская модель обслужи­
вания станков. При этом интервалы между моментами поступ­
ления требований от N источников рассматриваются как дли­
тельности жизни станков, а длительности обслуживания — как 
время ремонта. Кроме того, для обслуживания станков имеется 
k рабочих (ремонтных устройств) (k<N) и система не отказы­
вает, если исправно менее п станков (n<k). Система возобнов­
ляет работу в момент, когда будут отремонтированы, по крайней 
мере, п станков. Если исправно более чем k станков, то рабо­
тают только k из них. Остальные находятся в холодном резерве. 
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С другой стороны, можно ввести число r ( 1 < r < s ) , как мини­
мальную границу для начала ремонта станков, т. е. ремонт 
осуществляется лишь в том случае, если в состоянии отказа 
находится по крайней мере г станков. 

Свойства инвариантности этой пальмовской модели ремонта 
станков исследовались Кенигом, Маттесом и Навроцки [241]. 
По поводу соответствующей модели с переменными скоростями 
обслуживания см. [238]. 

Т. П. Марьянович [78] рассматривал пальмовскую модель с 
N>k, / i= i , r=l, K.s<N. Б. А. Козлов [63] исследовал случай, 
когда N=k, n—\, r-=l, Ks--SN; при s—\ см. также Барлоу 
[П1]. 

Модель с группами станков с упомянутыми выше эффектами 
прерывания, но' без ожидания рассматривалась в работе' Кёии-
га, Маттеса и Навроцки [240], (см. также [238]). 

Из результатов, полученных Янсеном, Кёнигом и Навроцки 
[209] следует, что методами данной главы (см. примечание 
после теоремы 5.1.2) можно исследовать также свойства инва­
риантности пальмовской модели ремонта станков с зависимыми 
сроками службы и с зависимыми периодами ремонта. 

5.3.3. С и с т е м а о б с л у ж и в а н и я M\OI\s\r с а б ­
с о л ю т н ы м п р и о р и т е т о м и п р о д о л ж е н и е м п р е ­
р в а н н о г о о б с л у ж и в а н и я . Поступающие в систему 
M\GI\s\r (l<s<{infty}5 0<r<{infty}) c абсолютным приоритетом и 
продолжением прерванного обслуживания требования образуют 
пуассоновский поток. Если нет свободных мест для ожидания, 
требование теряется. В противном случае, поступающее требо­
вание прерывает обслуживание или занимает свободный прибор, 
если таковой имеется, в соответствии с определенным правилом 
выбора. Требование, обслуживание которого было прервано, ста­
новится в очередь, если все приборы заняты. В противном слу­
чае, его обслуживание может быть продолжено одним из сво­
бодных приборов. Дисциплина обслуживания очереди, т. е. поря­
док выбора очередного требования на обслуживание в момент 
освобождения прибора, может быть относительно произвольной, 
например, прямой (прибыл первым—обслужен первым), инвер­
сионной (прибыл последним — обслужен первым) или случайной 
(равновероятный выбор любого ожидающего требования). Если 
принятые к обслуживанию требования занимают любой из сво­
бодных, приборов равновероятно, стационарные вероятности 
Ph (k требований в системе.) инвариантны относительного! вида 
распределения длительности обслуживания при фиксированном 
его среднем значении (см. Мак [289, 29Q], Д. Штойян и 
X. Штойян [380], Штойян [100]). A именно; например, при 
5 = 1, г = оо справедливо 

p*« (l—p).X\ k~0 , l , . . . , (5.20) 
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где % означает интенсивность поступления, р=А,/Пв, "г-в — сред­
няя длительность обслуживания. Система Л11G/1s j г с абсо­
лютным приоритетом и продолжением прерванного обслужива­
ния может быть описана и как схема обслуживания. Более 
того, можно рассматривать различные распределения длитель­
ностей обслуживания, зависящие от состояния системы. При 
некоторых ограничениях на 'скорости в этом случае также 
можно доказать инвариантность стационарных вероятностей 
относительно вида распределений длительностей обслуживания 
(см. Кёниг, Янсен, Коцурек и Рабе [238]). Более того, можно 
рассмотреть систему M|G|s|r с абсолютным приоритетом и 
продолжением прерванного обслуживания с зависимыми дли­
тельностями обслуживания. 

Заметим, что и система .M|G/]1|1, с абсолютным приорите­
том и продолжением прерванного обслуживания, введенная 
Шраге и Миллером [362], где предпочтение отдается требова­
нию с самым коротким остаточным временем обслуживания, 
обладает свойством ограниченной инвариантности. A именно, для 
стационарной плотности распределения Ри{х,у) остаточных 
.длительностей обслуживания при двух требованиях в системе, 
справедлива формула: 

Рч{х, У) = 'крф (у) exp I К j (1 — В (2))dz I — 

- е к р (% j (1 - В (z)) dz\ +Х2р0 О - В (у)) X 

Xexp U |(1 -B(z))dz J (В{у)-В (.*)) (5.21) 

для у>х, где £(•) означает ФР длительностей обслуживания, 
а Ь(-) ее плотность. Очевидно', что стационарное распределение 
числа требований в системе инвариантно относительно вида 
распределения длительности обслуживания: 

Ро-(-+Р<-р)-1, pi-=p0(ep—1), p2=p0(pe,P—etP + l), р=Ш в , 
(см. A. В. Печинкин, A. Д. Соловьев и С. Ф. Яшков [81]). Про­
блема не решена для s> l и г>1 , соответственно. 

5.3.4. Системы с р а з д е л е н и е м п р о ц е с с о р а . 
Для вычислительных систем представляют интерес, в частно­

сти, модели, описывающие эффект разделения средств систе­
мы между несколькими требованиями, работами и т. д. Вве­
денные в п. 5.1 переменные скорости cjg обслуживания дают 
возможность описать этот эффект. Для того, чтобы описать 
одновременную реализацию (обслуживание) более одного тре­
бования, естественно предположить, что скорость обслуживания 
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отдельного требования обратно пропорциональна общему чис­
лу требований в системе. Следовательно, естественно предполо­
жить, что скорости обслуживания зависят только от числа тре­
бований в системе. Это значит, что Cjg—h(\g\) (см. п. 5.1). 
При этом простейшим случаем является cig= ,—•, . В работах 
Чанди, Ховарда и Тоуслея [129], Козна [144], Келли [218], 
Кёнига и Янсена [237], Шассбергера [357] исследовались свой­
ства инвариантности систем с таким эффектом разделения про­
цессора, причем эти системы часто рассматривались как узлы 
сетей массового обслуживания (см. п. 5.5.). Этот класс систем 
с вышеупомянутыми переменными скоростями удовлетворяет 
условиям применимости общих критериев, инвариантности, 
представленным в п. 5.1 (о системах с потерями см. пп. 5.3.1— 
5.3.2) и, следовательно, для него справедливы соответствующие 
свойства инвариантности (см. Янсен, Кёниг и Навроцки [209]). 
Более того, так как критерии инвариантности, например, тео­
ремы 5.1.2, не зависят от вида точечных процессов, описываю­
щих последовательности длительностей обслуживания на от­
дельных приборах, т. е. от того, образуют ли они рекуррентный 
процесс или произвольный стационарный точечный процесс, 
те же свойства инвариантности можно вывести и для систем с 
разделением процессора с зависимыми длительностями обслу­
живания. 

5.3.5. С МО с л о ж н о й с т р у к т у р ы . Понятие СМО 
сложной структуры в этом разделе означает неполнодоступ-
ные системы, в которых не всякое требование может занять 
любой из свободных приборов или в которых требуется комму­
тация (link-lines) между входящими потоками и обслужива­
ющими приборами, и т. п. Такие системы часто используются 
по экономическим соображениям, в частности, в системах те­
лефонной связи, в задачах телетраффика. Они также исследова­
лись на инвариантность. При этом использовался как подход 
с точки зрения схем обслуживания и критерии инвариантности 
п. 5.1, так и соответствующим образом обобщенный критерий 
Коваленко (п. 5.2). 

Рассмотрим систему, в которую поступают N независимых 
пуассоновских потоков требований (см. [240] и п. 3-3). Все 
приборы разделены на г групп, содержащих «•-•, / = 1 , 2, ...г, 
приборов, соответственно. Каждое требование J-го потока с ве­
роятностью pi} запрашивает обслуживание одним из приборов 
j'-ой группы i = l N, 1 = 1, - . . , г. Поступающее требование 
может занять свободный прибор, если имеется доступный для 
него коммутатор, причем требованиям гто потока доступны mft, 
-=-1, . . . , N, коммутаторов, так что всего имеется m(fi + .. .;+/«•) 
коммутаторов. Каждый коммутатор, однако, может устанавли­
вать связь только с П\,+ ... +пг приборами. Если поступающее 
требование t-го потока запрашивает для своего обслуживания 
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/-ую группу приборов, то случайным образом (т. е. равноверо­
ятно) выбирается один из свободных в рассматриваемый момент 
времени коммутаторов, обеспечивающих связь t-ro потока с лю­
бым из свободных доступных приборов /-ой группы. В против­
ном случае соответствующее требование теряется. Длительности 
обслуживания являются независимыми СВ, функции распреде­
ления которых -5^(.) могут зависеть от номера t, i = l , . . . , Nr 
потока и номера /, /==1 г, выбранной группы приборов. Со­
стояние системы считается известным, если известно, какие из 
n i , . . . , пт приборов заняты, а для занятых приборов, требова­
ниями каких потоков они заняты. Стационарные вероятности 
этих состояний инвариантны относительно вида ФР Ви{-) при 
фиксированных средних значениях mBif пмда и только тогда, 
когда ш=\ или N=1 и f=l или fi= . . . —ftf='2n1. 

В монографии Кецига, Маттеса и Навроцки [240] (см. так­
же п. 3.3) этот результат был получен путем сведения рассмат­
риваемой модели к общей схеме обслуживания с последующим 
применением соответствующего критерия инвариантности (см. 
также [238]). Более того, результаты п. 5.1 показывают, 
что вышеупомянутое свойство инвариантности сохраняется 
также в случае, если допустить зависимость длительностей об­
служивания требований t-ro потока приборами /-ой группы 
(i—1,... , N; /.= 1 , . . . , г) в рамках произвольного стационарного 
точечного процесса. При m---l, г== 1, опираясь на теорему Ко­
валенко для независимых длительностей обслуживания, 
Г. П. Башарин и В. А. Кокотушкин [13] получили тот же ре­
зультат как частный случай некоторого более общего необхо­
димого и достаточного условия (критерия) инвариантности со­
ответствующим образом формализованных одно- и многозвеньё-
вых СМО произвольной структуры с произвольным алгоритмом 
управления- В [13] содержатся также дальнейшие примеры СМО 
сложной структуры, включая условия их инвариантности. 

5.4. Некоторые результаты для инвариантных схем обслу­
живания. В данном пункте рассматриваются такие свойства ин­
вариантных схем обслуживания, как структура инвариантных 
систем, соотношения между вложенными и невложенными ве­
роятностями, средние длительности пребывания, пуассоновость 
выходящего потока. В работе Янсена, Кёнига и Навроцки [209] 
получены общие структурные свойства инвариантных систем с пе­
ременными скоростями и зависимостями, которые, грубо говоря, 
показывают, что и в этом случае структура инвариантных сис­
тем должна быть в некотором смысле простой и симметричной. 

Рассмотрим поведение стохастического процесса 1(£), fS^O, 
описывающего временную эволюцию рассматриваемой схемы 
обслуживания, только по некоторой последовательности вложен­
ных моментов времети, а именно по моментам скачков, при ко­
торых может изменяться состояние g системы. Если стационар-
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ное по времени начальное распределение Q выражается форму­
лой (5,3), то соответствующее вложенное по рассматриваемым 
моментам времени стационарное распределение (т. ё. являюще­
еся инвариантным относительно сдвигов времени от одного мо­
мента скачка до другого), обозначаемое Q0 имеет вид (см. 
[209]). 

Q° = V 2 2/VV**.* X Hf}\ (5.22) 
•§43° * g / W ) 6 A 

где 

H S,k (Л/(Ф:фе-/И^/,Фе(-))' если i*=gh ]фк 
|Р.,/.(ф:фбЖ^,у.,Фб(-)), в противном случае 

(см. формулу [5.3]). Здесь pg есть решение (5.1), a KQ интен­
сивность точечного процесса моментов скачков: 

v»-=2 2/w*y.'- ' с5-23) 
Благодаря виду распределения Q0, можно вывести формулы 
.для вероятностей того, что ожидает поступающее требование, 
например «потеря», «обслуживание на /-ом приборе», или «пре­
рывание обслуживания более одного раза», «частичное обслу­
живание с потерей» (см. Кёниг и Маттес [239], Кениг [238]). 
A именно, для вложенного стационарного распределения p°, 
pi—Q° (—£•)' соответствующего стационарному по времени рас­
пределению pg, являющемуся решением системы (5.1), имеем 

#« V ( 2 wApr (б-24) 
Непосредственным следствием вида стационарного по вре­

мени распределения Q, полученного из (5.3), являются соот­
ветствующие стационарные по времени распределения остаточ­
ной и истекшей длительностей жизни Cfy и Щ, соответственно, 
„активного состояния iQlj объекта / 6 / . A именно, 

Q ( П {*Л . < хА (система находится в состоянии g}\ 

= Q/ П №./<xj} {система находится в-СОСТОЯНИИ g}\ 
\ V,- g 

*} 

= П ye]tJ \ (1 -FgJ,i {х)) dx,. (5.25) 
Wg о 

где Fij(x) означает ФР полной длительности жизни состояния 
W, объекта /б / . Из (5.22) можно получить аналогичную фор­

мулу для распределений Cfy и Щ в моменты скачков. Для 
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среднего времени пребывания та* в фиксированном подмноже­
стве Eo*-= U E„ G*CJQ пространства состояний, справедливо 

«•go* 
равенство 

/ ^ — (vo*)-1 2 Ре< <5-26> 

где VQ* означает интенсивность точечного процесса моментов 
выхода процесса i-(t) из множества Ec*; 

«— 2А (c-*v*,.- 2 P(8'S,g')). 
ей0" *&' g'£G* 

Для среднего, действительно реализованного времени пребы­
вания mtj объекта j£/ в активном состоянии igC, имеем, при 
нимая во внимание переменные скорости протекания длитель­
ностей жизни: 

v?/1 S Pi • 
да«- s - w (5-27> 

Формулы (5.26) — (5.27) МОЖНО найти в работе Янсена, Кёнига 
и Навроцки [209], (см. также [110, 171]). 

Сравнивая распределения Q и Q0, даваемые формулами 
. (5.3) и (5.22), соответственно, и используя утверждение, кото­

рое, по существу, является обратным к теореме 4.1.4, можно 
проверить, действительно ли точечный процесс моментов скач­
ков данного типа (принадлежащих к некоторому множеству 
К*) является пуассоновским. В частности, можно проверить, 
является ли пуассоновским соответствующим образом опреде­
ленный выход. А именно, справедлива следующая теорема 
(см. Янсен, Кёниг и Навроцки [209], Янсен [205]): 

5.4.1. Теорема. Точечный процесс Ф* моментов скачков, 
принадлежащих множеству К*, является пуассоновским, если 

Р^^Г1 2 ciglv.p{g',J,g)ps. (5.28) 
\/,S':{g',f,S)^fC*} kJJ 

для любого g£G, и если 
. -jV\{j}-----V (5.29) 

для любых (g', j , g")QK*, где X* означает интенсивность 
точечного процесса Ф*: Х*== ^ cjg-v < p(g', ./, g")ps'-

Для эрланговской системы с потерями M|G|s|0 (f^ssl) 
аналогичный результат был получен Фляйшманом [164] и 
Мекке [299], для системы М\ G/|s|0 Шанбагом и Тамбурацисом 
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[368]. Если все длительности ЖИЗНИ активных состояний рас­
сматриваемой системы обслуживания распределены показа­
тельно, то условие (5.28) содержится в теореме Бремо о вы­
ходном потоке [117], где использовались мартингальные ме­
тоды (см. также [118, 119]). 

5.5. Общая схема сетей массового обслуживания. Сеть 
СМО можно рассматривать как схему обслуживания со специ­
альной структурой ^переходов и специальным видом скоростей 
Cjg. Такой единообразный подход к исследованию сетей массо­
вого обслуживания был введен Янсеном и Кёнигом [208]. 
G замкнутых сетях массового обслуживания см. также Шасс-
бергер [355]. 

Узлы сети массового обслуживания рассматриваются как 
наборы объектов'. Пусть U означает множество всех узлов. 
Символом ОбU обозначим источник требований. В случае 
замкнутых сетей этот узел можно опустить. Будем различать 
несколько типов требований. Тип требования может содержать,. 
например, информацию о пути требования в сети. Предполо­
жим, что множество К всех типов требований конечно. Перехо­
ды требований от узла к узлу зависят от их типов. При этих 
переходах тип требования может изменяться. 

Пусть p{u,k; u',k') означает вероятность перехода требо­
вания типа Ш( из узла «6U в узел u'BU в требование типа 
k'&K. Более того, пусть а (и, k) означает полную интенсивность 
потока требований типа k на узел u&U. В случае разомкнутых 
сетей a{u,k) является суммой интенсивностей двух потоков, a 
именно интенсивности требований, поступающих из узла 0 (от 
источника требований) и из остальных узлов сети, соответст­
венно. Интенсивности a(u,k) удовлетворяют следующей систе­
ме уравнений равновесия (принцип сохранения интенсивностей): 

а (и, k)=^p(u', к', и, k)a(a', /?')• (5.30) 
(и',к') 

При исследовании стационарного поведения рассматривае­
мой сети СМО интенсивности а(и, k) должны удовлетворять 

. дальнейшим условиям, например, вида 2 а (и> •*-) < I11' е с л и 

узел uBU представляет собой систему типа .M|.M|l.|oo, (см. 
(2.7)). Множество состояний узла иф обозначим через G(«). 
Каждое состояние g(u)&G(и) характеризуем следующим обра­
зом: g(u)=,{(kj, (tj): / = 1 , . . . . , 0, где /есть .общее число требо­
ваний в и, kj есть тип/-га требования,.а,аэ- некоторая дополни­
тельная характеристика j-го требования, например его место » 
очереди, номер прибора на котором оно должно будет обслу­
живаться и т. д. Состояние сети задается набором .ёГ— [.§"(")»• 
WGU\{QKJ, a .G обоздачает множество ;вс,ех состояний g сети. 
Пусть £(«,,£ (и),»/) означает скорость обслуживания требова-
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ния, характеризующегося парой (fej, щ) в узле и, когда послед­
ний находится в СОСТОЯНИИ g(и). Далее, пусть pu

A(g(u), К 
g'(u)) означает вероятность изменения СОСТОЯНИЯ g(u) узла и 
на новое состояние g'(u) в результате поступления требования 
типа k. Аналогично, пусть puv(g{u), (&•,,#.?')> в'(и)) означает 
•соответствующую переходную вероятность, вызванную уходом 
требования с характеристикой (kh ai). Пусть уг1(и,к) означа­
ет среднюю длительность обслуживания требования типа /г в уз­
ле и. Через lu(g(u), k) обозначим число требований типа k в 
узле и при данном состоянии узла g(u). Через lu(g(u)) обо­
значим полное число требований в u£U при данном состоянии 
узла g(u). В этих обозначениях условие (5.28) теоремы 5A.1 
принимает вид 

(1— Pi{g(u)^,g(tt))) а (и, k)pg(u)= 2 Pe'wX 
{g'(«):-B(S"(«). *)=•.( (£(«),ft)+l} 

X 2 •ц(>' k">c^ S'W, j)pD
a(g'(u), (k, a)), g(«))(5.31) 

{/•.(.*.*/)е--"-»)} 
для любого g(a)GG(«) и £6/(. При этом (5.31) является уси­
ленной версией системы Z'\ уравнений (5.4) из теоремы 5.1.2. 
Сами уравнения (5.4) получим, суммируя уравнения (5.31) по 
всем Ш{. Если, кроме того, стационарные вероятности peW 
инвариантны относительно вида распределения длительности 
обслуживания, то в условиях теоремы 5.1.2 имеем: 

2 a ( " ' k)Pu(S'(u)' k* S^))Ps'(u) = 

= 2 V (м' / г) с(и ' •?(")' Л PeW- (5-32) 

Более того, система Z'2 уравнений (5.5) теоремы 5.1.2 прини­
мает вид 

с (и, g{u), j)\x{u, kj)pg{tl) = 
= 2 и(и, kj)p*(g'(u), k}, g(u))pS'{u) (5.33) 

для любых g(u)&G(u) и / = 1, 2 lu(g(u)). 
Уравнения (5.31) — (5.32) как раз и являются условием ло­

кального равновесия, данным в работе Чанда, Ховарда и Toy-
елея [129] для случая, когда все основные случайные величины 
независимы. Более того, уравнение равновесия (5.33) пред­
ставляет собой уравнение равновесия на станциях, рассматри­
ваемое в [129], (рм. также [355, 357]). По сравнению с (5.32), 
оно является условием усиленного равновесия, которое необхо­
димо и достаточно для инвариантности стационарных вероят-
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костей pg(U) относительно вида распределения длительностей 
обслуживания требований, характеризующихся парой (&i, aj). 
Более того, из теоремы 5.1.2 следует, что условие (5.33) мож­
но использовать также и для исследования инвариантности се­
тей СМО с зависимыми длительностями обслуживания (см. Ян-
сен и Кениг [208]). 

Рассмотрим теперь произвольный, но фиксированный узел 
uBU при условиях, обеспечивающих стационарность (см. 
п. 2.2 и § 3) и при некотором условии неприводимости 
(см. [208]). Пусть требования типа k, поступающие на узел и, 
образуют стационарный пуассоновский поток с интенсивностью 
•а («,&), далее пусть длительности обслуживания показательно 
распределены. Тогда в предположении, что системы уравнений 
(5.31) и (5.32) удовлетворяются, можно доказать следующий 
результат. 

5.5.1. Т е о р е м а (см. A. Л. Толмачев [90], Чаиди, Ховард 
и Тоуслей [129], Келли [219]). При сделанных предположени­
ях справедливы следующие утверждения: 

1) Требования типа k, выходящие из узла и, также образу­
ют стационарный пуассоновский поток с интенсивностью a (u, k). 

2) Состояние узла и в произвольный, ко фиксированный 
момент времени t не зависит от последовательности моментов 
ухода требований из этого узла до момента t. 

3) Стационарный по времени процесс lu(t) числа требований 
в узле и обратим, т. е. распределения процессов lu(t) и l^{t), 
li

t°(t) = ltt(t0 — t) совпадают при любом фиксированном t-g/?. 
Предполагая, что, помимо (5.31) — (5.32), выполняется так­

же система уравнений (5.33) и что средние длительности об­
служивания конечны, имеем: 

5.5.2. Т е о р е м а (см. Келли [219], Чанди, Ховард и Тоу­
слей [129], Янсен, Кёниг и Навроцки [209]). 1) Стационарные 
вероятности pg(U) инвариантны относительно вида распределе­
ний длительности обслуживания. 2) Требования некоторого 
фиксированного подмножества типов К*—К (в частности, по­
терянные требования) выходящие из узла и, образуют стацио­
нарный пуассоновский поток с интенсивностью, равной соот­
ветствующей интенсивности поступления. 

Заметим, что условиям (5.31)— (5.32) удовлетворяют, на 
пример, узлы следующего вида: M | M | s | r (l < s < oo, 0 < r < 
< оо) с одинаково распределенными длительностями обслужи­
вания и с различными скоростями обслуживания. Кроме того, 
для систем M | С? | s 10 и M | С? | s | r с абсолютным приоритетом 
и дообслуживанием (дисциплина обслуживания очереди пре-
pBaHHbix требований может быть, например, прямой, инверсион­
ной или случайной) условие (5.33) выполняется. Упомянутые 
выше результаты справедливы также для систем, которые 
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могут .быть аппроксимированы системами, удовлетворяющими 
условиям (5.31)--(5.32) и (5.33), а именно M|M[s |oo, M\GI\oo 
со скоростями обслуживания, зависящими от состояния системы 
и от типа требования (в частности, для систем с разделением 
процессора ИЛИ М|0/ | . - |оо с абсолютным приоритетом с дооб-
служиванием). 

Будем говорить, что узлы, удовлетворяющие условиям 
теорем 5.5.1 или 5.5.2, или допускающие аппроксимацию систе­
мами, удовлетворяющими этим условиям, соответственно--
принадлежат к классу ПВ (пуассоновский выход), или являются 
узлами типа ПВ. Пусть иф—-узел, принадлежащий к ПВ.. 
Тогда из условий (5.31) —(5.32) локального равновесия и (5.33) 
равновесия на станциях соответственно, можно получить сле­
дующее представление для стационарных вероятностей pg(U)'-

Ps(u) = P0,a П а(и, k)ggiu), (5.34) 
<.ti,a)Qg(u) 

где Р0,и означает вероятность того, ЧТО узел и свободен, а 
qg(u) представляют собой решение уравнений (5.31) — (5.33) при 
a(u,k)=ssl. Если, к тому-же, дисциплина •обслуживания очере­
ди (занятие приборов, распределение длительностей обслужива­
ния, скорость обслуживания) зависят только от требований 
(действительно находящихся в системе), а не от приборов, для 

.величии -7й(и) также имеет место некоторое мультипликатив­
ное представление. 

Сети с узлами из класса ПВ исследовались, например., 
в работах [109, 112, 129, 144, ,154, 178, 198, 208, 209, 218 
219, 276, 379]. Пусть ре{„),к (соответственно, p:'g{a)Jt) означает 
стационарную по требованиям вероятность того, что посту­
пающее (соответственно выходящее) требование типа k за­
стает (соответственно покидает) узел и в СОСТОЯНИИ g(ti). 
Тогда для узла и типа ПВ имеем 

Psw,'< = P'gia),,l — ps{u) (5.35) 
для каждого g(u)eG(u), ЫК (см. [113, 11.7, 207, 209, 301, 391, 
392], а также раздел 4.2.1). 

Пусть каждый узел «6U\{0} рассматриваемой сети принад­
лежит к классу ПВ. В таком случае, стационарная вероятность 
ре состояния g сети выражается формулой 

ps=a П рт, g£0, (5.36) 
В6--"М°> 

где а есть некоторая нормирующая постоянная (для разомкну­
тых сетей а=1.). Следовательно, свойство инвариантности ста­
ционарных вероятностей pg(U) относительно вида распределе-
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вий длительностей обслуживания справедливо и для pg (см., 
например. Гордой и Ньюэлл [178], Рейзер и Кобаяши [338], 
Башарин и Толмачев [14], Келли [219]). 
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