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Методом Г. Ф. Лаптева [6] рассматривается полуиеголо­
номная конгруэнция первого рода, т. е. многообразие Грас­
смана Gr (1,3), на каждой прямой которого заданы две мни­
мые точки (эллиптический случай). 

§ 1. МНОГООБРАЗИЕ ГРАССМАНА 

1. Многообразие Грассмана. Рассмотрим вещественное 
«-.мерное проективное пространство Р„, отнесенное к под­
вижному .реперу {A/}, который состоит из n + 1 аналитической 
точки Ai, . . . , An+ь Инфинитезимальное перемещение такого 
репера определяется уравнениями 

dA^^AK (l) 

(/, У, /С= 1, 2, . . . , / г+ 1; I, /, /г, . . . = 1 , . . ., т + 1; 
а, р = та + 2, ...,п+\). 
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Компоненты инфинитезимального перемещения репера {A,}, 
т. е. 1-формы wf являются инвариантными 1-формами проек­
тивной группы PG{ti, R), структурные уравнения которой 
имеют вид: 

£)Ш5 = Ш ^ Л 4 - (2) 
Плоское /n-мерное многообразие (-%-мерную плоскость) 

можно определить т -f l линейно независимой аналитической 
точкой Ръ Р2, . . .,Pmjrl(in<.n). Предположим, что репер 
{А{} выбран так, что /n-мерная плоскость Пт определяется 
аналитическими точками Аи...,Ап+1. Тогда условия инва 
риантности плоскости Пт имеют вид: 

< - 0 , (3) 
т. е. первые интегралы этой вполне интегрируемой системы 
можно считать координатами плоскости ILm. Множество 
всех /n-мерных плоскостей пространства Рп называется мно­
гообразием Грассмана Gr (/га, л), которое является диффе­
ренцируемым многообразием (плоскость Пда рассматривается 
как точка многообразия Gr{m, п.)). Заметим, что 1-формы 
ш™ имеют следующую структуру 

Du% = «$A*%, (4) 
где 

^ = W-«> (5) 
а размерность Г многообразия Грассмана Gr{m, n) равна 
(n —/га) (т+ 1). 

Условия стационарности плоскости И.,, мы можем рас­
сматривать как дифференциальные уравнения подгруппы Нт 
проективной группы PG(n, /?) пространства Рп. Группа Нт 
является стационарной подгруппой плоскости Лт. Инвариант­
ные l-формы подгруппы Нт определяются следующим об­
разом 

*-*^- 4 - 4 ^ 9 5-»V 
а структурные уравнения группы Нт имеют вид: 

Щ = вг
Р/\$, 

яе£=е«л-,' + е2л-?, (6) 

Заметим, что группа Нт всегда имеет две подгруппы: 
1. Проективную группу PG(m; R), т. е. труппу проектив­

ных преобразований образующего элемента многообразия 
Gr(m, n) и 
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2. Проективную группу PG(n—т—1; R), т. е. группу про­
ективных преобразований дуального пространства для обра­
зующего элемента многообразия Gr(m, n). Очевидно, что 

Qr(m, n) = PG(n, R)IHm. 

Многообразие Грассмана можно рассматривать и как 
погруженное многообразие .V-мерного проективного прост­
ранства Рю где N = (n А — 1, однородные координаты ко­
торого являются грассмановьши координатами m-мерных под­
пространств Пт пространства Рп (см- [9, 10])- Допустимые 
проективные преобразования координат пространства Р„, 
порожденные элементами группы PG (n, R), индуцируют, 
преобразования грассмановых координат пространства Пт, a 
значит, и преобразования координат пространства Яд,, т. е. 
этим определяется естественный гомоморфизм группы 
PG(n, R) в группу PG(N, R). Этот гомоморфный образ 
группы PG(n, R) в группу PG(N, R) обозначим через 
*PG{n, N, R). Очевидно, что 

dim *PG (/г, N, Я) <dim PG(ft, R). 

Подгруппу *PG(n, N, R) проективной группы PG(N, R) 
будем называть группой индуцированных преобразований 
пространства Pjy. 

Преобразования группы индуцированных преобразований 
пространства Pj- сохраняют многообразие Грассмана 
Gr(m,n). При естественном гомоморфизме группы PG{n, R) 
в группу PG(N, R) определяется и естественный гомомор­
физм любой -подгруппы группы PG(n, R) в группу PG(N, R). 
Проективные преобразования пространства PJV, порожденные 
элементами той подгруппы группы PG(N, R), в которую ото­
бражается группа Нт при естественном гомоморфизме груп­
пы PG(n, R) в PG(N, R), образуют стационарную подгруппу 
точки многообразия Грассмана Gr(tn, n). 

Преобразования группы *PG(N, R), сохраняющие Г-мер-
ную плоскость пространства Р.у, образуют группу"1 Яг, кото­
рую будем называть индуцированной стационарной подгруп­
пой Г-мерной плоскости Пг пространства PN. Очевидно, что 
группа * Нг всегда является подгруппой стационарной под­
группы Г-мерной плоскости пространства PN, т. е. всегда 

dim*Яг •< dim Яг. 

В группе *Я г всегда содержится подгруппа *PG (Г, R), 
преобразования которой преобразуют только точки Г-мерной 
плоскости Пг. 
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2. Ассоциированные расслоенные многообразия. Диф­
ференцируя внешним образом соотношения (5), мы получим 

р$ sy х ра • s' N /ifla' V' У 
где 

ш«<7.5 = _ gag --щ." — 8-78°чо-" f8) 

р(1о р Р а р a | j- v-v 

Из этих соотношений, в силу (2) и (5), следует, что 
£)u>aqs _ шр<7.5 д ша< • шР-7 Дта."* -I- сиР.-" Л а.0""- (9) 

PiJo ф а ' > рр " <р' ч pop ' to' ч /)|;р' v / 
т. е. для многообразия Грассмана всегда 

u)aqts = ( ) . (Ю) 
ЭТО означает, что порядок изотропии граосманова многообра­
зия Gr(m, п) всегда равен 2 (см. [8]). 

Если Г-мерная плоскость Пг является касательным прост­
ранством 'погруженного многообразия Gr(m, п) с Рд- (в Г-
мерной плоскости фиксируется точка), то в этом случае из 
группы *PG(T, R) выделяется подгруппа *GL(N, R), которая 
является гомоморфным образом (при естественном гомомор­
физме) группы PG(n, R) в первую дифференциальную груп­
пу GL(r, R) многообразия Gr(m, n). Инвариантные 1-формы 
группы *GL(T, R) имеют вид: 

P'i> PIV--.0 V ' 

и связаны следующими структурными уравнениями 
£)Qaq Qac/AQas, П%) 

p;i sfi' ч pa V 1 " . 1 

1-формы S«j/ и fl™£, где 
е Ж = щЖ17~о' (13) 

являются инвариантными 1-формами естественного гомоморф 
ного образа группы PG (n, R) во вторую дифференциальную 
группу GL2(V, R) многообразия Or (т., п). Естественный 
гомоморфный образ группы PG (n, R) в группу GL2{T, R) 
обозначим через *GL2(F, R). Очевидно, что 

dim*GL(r, R)Kd\mGL(L\ R), 
dim*GL2(r, #)<dimGL-(r, R). 

Заметим, что группа *GL (Г, R) является гомоморфным 
образом (при естественном гомоморфизме) тензорного произ­
ведения групп PG{m,R) и PO(n — m—\,R), а группа 
*GL2(r, j-?) —гомоморфным образом подгруппы Нт. 
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Таким образом, с грассмановым многообразием Gr(m, n 
ассоциируются следующие главные расслоенные пространст­
ва: 

1. Главное расслоенное пространство P{Gr{m, n), 
PQ (то, /.?)), структурные уравнения которого имеют вид (4) и 

.Oo>/ = V A o - / + --^A".g. (14) 
2. Главное расслоенное пространство , Q(Gr(m, п) 

PG (n — m—l, R)), структурные уравнения которого имеют 
вид (4) и 

£ш«-ш^Лш«+ш«Л( -и^ ) . (15) 

3. Главное расслоенное пространство R(Gr(m, n), *GL(N, 
R)), структурные уравнения которого имеют вид (4) и (7). 

Главные расслоенные пространства Р, Q, и R имеют об­
щую базу G/-(m, n). 

3. Линейные дифференциально-геометрические связности. 
Найдем структуру дифференциально-геометрических объек­
тов, при помощи которых определяются линейные дифферен-
циально-геометрические связности ассоциированных рассло­
енных пространств Р, Q и R. 

Линейную дифференциально-геометрическую СВЯЗНОСТЬ 
пространства Р можно определить при помощи 1-форм 

^ - - • - U W (16) 
Из хорошо известной теоремы Г. Ф. Лаптева [7] следует, 
что эти 1-срормы определяют линейную дифференциально-
геометрическую связность тогда и только тогда, когда 
2-формы 

являются полубазовыми- Эти 2-формы будут полубазовыми 
2-формами тогда и только тогда, когда на многообразии 
Gr(m, п) определено поле дифференциально-геометрического 
объекта следующей структуры (соответствующие внешние 
дифференциальные уравнения пропущены): 

— рр-S __ g.s,.0p .= ppsti0a f\J\ 
v qy q V ЧУ" I ^ ' 

Свертывая эти уравнения по индексам р и q, мы получим 
V РР" — <•-* — 0 (mod ш"). (18) 

Так как дифференциально-геометрический объект Pps являет­
ся аналогом свернутого объекта аффинной связности, то его 
будем называть свернутым объектом линейной дифференци­
ально-геометрической связности главного расслоенного про-
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странства Р. Заметим, что при помощи свернутого объекта 
линейной дифференциально-геометрической связности Р а мож­
но построить объект линейной дифференциально-геометриче­
ской связности следующим образом 

Р^ = Ъ\РР
У. (19> 

Вообще- то PPS фрю . 
Линейная дифференциально-геометрическая связность 

главного расслоенного пространства Q определяется 1-фор­
мами 

^ = o)f+QW. (20). 
где 

VQffi + b^-Qgw. (21) 
Свернутый объект линейной дифференциально-геометрической. 
связности главного расслоенного пространства Q имеет вид 
QS?. т- е ' 

V Q ^ + cD̂  = 0(modU)p. (21') 
Заметим, что дифференциальные уравнения свернутых объек­
тов линейных дифференциально-геометрических связностей 
пространств Р и Q отличаются только знаком. 

Линейная дифференциально-геометрическая связность 
главного расслоенного пространства У? определяется при по­
мощи 1-форм 

~»tl = <l + Ra
Pt*l (22) 

где 
у/?««' -| ЬаЬ(шч + о<1Ьаш1 = Pal/S ш°. (23> 

Если задана линейная дифференциально-геометрическая связ­
ность главного расслоенного пространства R, то >в этом случае 
грассманово многообразие Gr(m, п) является обычным про­
странством аффинной связности. Заметим, что линейные диф­
ференциально-геометрические связности пространств Р и Q 
всегда индуцируют вполне определенные связности прост­
ранства R. 

В дальнейшем мы рассмотрим только такие связности 
пространств Р, Q и R, которые возникают на оснащенных 
граосмаиовых многообразиях. 

4. Оснащенные многообразия Грассмана. Если на много­
образии Грассмана задано поле дифференциально-геометри­
ческого объекта, то в этом случае многообразие Gr{m, п) 
называется оснащенным многообразием Грассмана. Предме­
том дифференциальной геометрии оснащенного многообразия 
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Граосмана является изучение инвариантов, дифференциаль­
ных комитантов и инвариантных операций, построенных при 
помощи дифференциальных продолжений конечного порядка 
заданного поля дифференциально-геометрического объекта 
(фундаментального объекта многообразия Грассмана). Б ка­
честве примеров оснащенных многообразий Грассмана можно 
рассматривать -иеголономные линейчатые многообразия 
(ем. [1]). 

5. Неголономные линейчатые многообразия. Если мы рас­
смотрим гладкое г-параметрическое семейство /п-мерных 
плоскостей пространства Рп(Кг< (т+1) (п—т), \<т< 
<:П—1), то этому семейству Gr(m,n,r) всегда соответствует 
вполне определенная последовательность фундаментальных 
дифференциально-геометрических объектов 

Н^> {т, и, г)аН^ (т, п, г) а ... аН^ (т, и, г), 

каждый из которых характеризует геометрическое строение 
соответствующей дифференциальной окрестности многообра­
зия Gr(m, п, г), т. е. фундаментальный дифференциально-гео­
метрический объект первого порядка HW(m, п, г) характери­
зует строение первой дифференциальной окрестности много­
образия Gr(tn, п, г) и т. д. 

В дальнейшем мы рассмотрим многообразия Грассмана,. 
оснащенные полем дифференциально-геометрического объек­
та такой же структуры, как и Нх (т, п, г). 

О п р е д е л е н и е . Если на многообразии Грассмана-: 
Gr(m, n) задано поле дифференциально-геометрического объ­
екта Я(1)(/?г, п, г), то многообразие Грассмана называется; 
неголономным многообразием NGr(m, п, г) типа Gr(m, /iv /;) 
(см.Ш). 

Заметим, что 

dim NGr(m, n, r) = (tn+l)(ii — m). 

Таким образом, геометрия неголономного многообразия 
NQr(m, п, г) эквивалентна геометрии оснащенного многооб­
разия Грассмана (оснащающий дифференциально-геометриче­
ский объект — объект типа фундаментального дифференци­
ально-геометрического объекта первого порядка для Gr(m, 
п, г)). В некоторых случаях первый фундаментальный диффе­
ренциально-геометрический объект #<')(m, п, г) многообразия 
Gr(m, п, г) имеет подобъекты. Тогда можно рассматривать 
многообразие Грассмана Gr(m, п), оснащенное подобъектом 
объекта №)(т, п, г). Если /г(т, п, г)— нетривиальный 
подобъект объекта #(')(m, п, г), то имеет место следующее 
определение. 
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О п р е д е л е н и е . Если на многообразии Граосмана 
Gr(m, п) задано поле дифференциально-геометрического объ­
екта h(m, п, г), то многообразие Грассмана Gr(m, n) назы­
вается частично неголономным многообразием NGr(m, n, г. К) 
типа Wr(m,n,r), h{m,n,r), Ha)(m,n, г)}. 

§ 2. ПОЛУНЕГОЛОНОМНЫЕ КОНГРУЭНЦИИ 

Конгруэнция прямых. Будем считать, что п = 3, т=\. 
Конгруэнция прямых трехмерного проективного пространства 
P3 определяется следующими дифференциальными уравнени­
ями (coi3 и о)2

4 главные 1-формы): 

Ш4 -= ФЛ\ -t- b®\, 

Система величин (а, Ь, Ь', с) образует дифференциально-гео­
метрический объект — первый фундаментальный дифферен­
циально-геометрический объект конгруэнции прямых Gr (1, 
3, 2). Хорошо известно, что с первой дифференциальной окре­
стностью луча конгруэнции Gr (1, 3, 2) ассоциируются сле­
дующие три квадратичные формы: 

где i-° — однородные координаты точки луча 1={АХА2) кон­
груэнции Or(1,3,2), ta—однородные координаты плоскости, 
проходящей через луч / конгруэнции, и б3 = со,3, 0- = ю1-. Коэф­
фициенты этих квадратичных форм выражаются через ком­
поненты первого фундаментального дифференциально-геомет­
рического объекта конгруэнции Gr (1,3,2) следующим обра­
зом 

au = b, a12 = j (&£' —ас), ап = Ь\ 

а33 = с, а34 = ~ (1 + ас - ЪЬ '), a44 = а, 

cZ3 = ab\ c3i=>g(bb' + ac—\), c44 = bc. 
Квадратичная форма -р определена на луче / рассматривае­
мой конгруэнции и обращается в нуль в фокусах конгруэн­
ции, т. е. в таких точках F — tpAp луча I, для которых F + 
-\-dF&, Квадратичная форма ф определена на пучке плос­
костей с осью / и обращается в нуль на фокальных плос­
костях конгруэнции Gr (1,3,2), т. е. на таких плоскостях 
n 2 : a 0 x a —0 этого пучка, что плоскость П + dU. тоже прохо-
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дит через луч I. Квадратичная дифференциальная форма % 
обращается в нуль на развертывающихся линейчатых по­
верхностях конгруэнции Gr (1,3,2). Очевидно, что тензоры 
ар-, аа.~ и сор являются подобъектами первого фундаменталь­
ного дифференциально-геометрического объекта конгруэнции 
Gr(l,3,2). 

Заметим, что при помощи квадратичной формы ср можно 
определить проективное соответствие (инволюцию) между 
точками луча I, причем двойными элементами этого соответ­
ствия являются фокусы луча I конгруэнции. Аналогичным об­
разом определяется проективное соответствие (инволюция) 
в пучке плоскостей с осью / (двойные элементы — фокальные 
плоскости конгруэнции). 

Таким образом, можно рассматривать многообразие Грас-
смана Gr (1, 3), оснащенное при помощи формы ср (или я|з). 

О п р е д е л е н и е . Частично неголономное многообразие 
NGr(l,3,l , {apQ}) типа {Gr(l,3,l), {ар?)сЯ») (1,3,1)} будем 
называть полунеголономной конгруэнцией первого рода, a 
частично неголономное многообразие NG (1,3,1, {ааЩ) типа 
{Сг (1,3,1), { а ^ с Я ' 1 ) (1,3,1)} — полунеголономной конгруэн­
цией второго рода. 

Если det ||арг|| > 0, то полунеголономную конгруэнцию 
первого рода назовем эллиптической, а если det | |ap- | |<0, 
то гиперболической. 

§ 3. ПОЛУНЕГОЛОНОМНАЯ КОНГРУЭНЦИЯ ПЕРВОГО РОДА 

1. Дифференциальная окрестность первого порядка 

1. Основные уравнения. Дифференциальные уравнения по­
ля фундаментального дифференциально-геометрического 
объекта apq полунеголономной конгруэнции первого рода 
NGr (1, 3, 1, {avq}) имеют вид 

V арЯ — шр - = apqa, ш?, (25) 

где Ош = 0. Ограничимся рассмотрением эллиптического слу­
чая, т. е. когда del \\apQ\\>0. Если M = tpAp и N=TPAP — 
две точки луча I многообразия Gr (1,3), то эти точки нахо­
дятся в инволюции, порожденной фундаментальным диф­
ференциально-геометрическим объектом арЧ многообразия 
Gr(l,3) тогда и только тогда, когда 

а ^ П - 0 . (26) 

Двойные точки этого инволютивного соответствия являются 
мнимыми. В частично канонизированном репере уравнения 
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(25) примут вид (предполагается, что двойными точками ин-
волютивного соответствия (26) являются точки A, + 1А2 
и A, — iA2, т. е. а п = 1, а-2=-1, а12=-0): 

1 
ш2 

р а 
= 1-с.Шр • Ш2 — ш; -=Л^С0р, Ш ] + Ш2 -=-|АаШр. ( 2 7 ) 

Дифференцируя эти уравнения внешним образом, мы полу­
чим 

{VX£ + 2ц£.о? 4- Ь%1- bWa) Л < = О, 

{Vi-£ 4- 2Х£«4 4- 8?а£ + 8?<%} Л < = 0. 

Отсюда, в силу леммы Картана, следует, что 

VK + 2[A£(I>I + Sf'.u„ — 5f(i)« = Х^Ц,. 

V^4~2X^-hS?u)a + 8 ^ 
где 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

Л сф — Л|..а> г а > — ,-~..а. (>'->--.' 

2- Первая дифференциальная окрестное г . Система ве­
личин P.S, \±а\ образует первый фундаменталь ый дифферен­
циально-геометрический объект полунеголоно лной конгруэн­
ции первого рода, а величины {Х̂  |j-«; 1Щ,, \^q) второй фун­
даментальный дифференциально-геометрический объект рас­
сматриваемой полунеголономной конгруэнции. В работе [3] 
было доказано, что первый фундаментальный дифференциаль­
но-геометрический объект {/.£, р.£} имеет следующие по-
добъекты: 

1. Относительный инвариант /, определенный равенством 
1 W | 1 Ц4-

+ 
Us1 

N 2 - •V 
Из1 Н.-1 (33) 

является решением следующего дифференциального урав­
нения 

d / - / К - - £ ) = = / £ < - • ? , (34) 
где величины /g являются рациональными функциями от ком­
понент второго фундаментального дифференциально-геометри­
ческого объекта полунеголономной конгруэнции первого рода. 

2- Свернутый объект /z£ линейной дифференциально-геомет­
рической связности пространства Q, определенный равен­
ствами: 

|4(-^+t-e). P=h 
• Г - а . Ч 9 ( 3 5 ) 
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компоненты которого являются решениями системы диффе­
ренциальных уравнений (таких же, как и уравнения (21')) 

V/гй + ̂  — Л ^ , (36) 
где hal — рациональные функции от компонент второго фун­
даментального дифференциально-геометрического объекта 
рассматриваемой полунеголономной конгруэнции. 

3. Тензор 2CaV определенный соотношениями 

Kb-K^-UK-hlhl (37) 
1 2 

t-aP-o 

>h2 
+ 

I 2 
IW» 
•*-оЛа 

(38) 

a|3 *«3 
где 

A = 1 

компоненты которого являются решениями системы 

причем %и°>ч — тоже рациональные функции от компонент вто­
рого фундаментального дифференциально-геометрического 
•объекта. 

4. Тензор gp-r, определенный соотношениями (симметри­
ческий относительно ковариантных индексов) 

g i l l = - g\22 = V-4 - h 4 , 
.--- 3 -,2 ,2 
g l22 -= - g222 = -Ч - " 4 , / ^ Q - , 

gl22 = - .gil l = 1-3 - " 3 , 
4 4 -,2 д2 

#222 = - gu<2 = *.3 - " 4 

н компоненты которого удовлетворяют системе дифферен­
циальных уравнений 

V &v + 3g^X == ffirffifi- (41) 
5. Тензор ? , определенный равенствами 

/-' 1 / ' .2 / '3 / .* 4.г'й/*0 

6. Дифференциально-геометрический объект (ha, Ла,*), опре­
деляющий инвариантную квадрику 

(х1)2 + (Л2)2 - 2hl
axaxl — 2/*iUax2 + Aafxax? = 0. (43) 

Заметим, ЧТО все компоненты первого фундаментального 
дифференциально-геометрического объекта полунеголономной 
конгруэнции первого рода однозначно выражаются через 
компоненты подобъектов/, Л£ и -Ma|V 
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2. Геометрические интерпретации 

1. Инвариантная квадрика. Пусть M=-=.4j + tA2 и /•/ = 
— tAx — Л2 — пара соответствующих точек фундаментальной 
инволюции полунеголономнойконгруэнции первого рода. Если 
точка М фиксирована, т. е. 

dt +1 (col - <•>!) + ш? - Ы2 = О, 

cof + tio? = 0, (44) 

то, при движении прямой /, точка N описывает поверхность 
{-Vj, касательная плоскость которой (в точке /V) имеет вид: 

(1 + f-) (x1 + tx2) = f(l - t-) (»д2
а - t-i 0 + 2̂  (X= - XJ. /)} *«. (45) 

Если точка /V фиксирована, т. е. 
ш« - ito» = О, 

dt + i (U){ - 4) + <03 + i-0)2 = 0, (46) 
то, при движении прямой I, точка М описывает поверхность 
{М}, касательная ПЛОСКОСТЬ которой имеет вид 
(1 + ^ ( - - ^ 1 + ^ = { ( 1 - ^ ( | х ^ + ^ ) + 2^Х^ + Х1)}Л(47) 

Если точка М перемещается на прямой I, то прямая (45) и 
(47) описывает линейчатую поверхность шестого порядка, 
которая вырождается в двойную прямую I и квадрику второ­
го порядка (43). Этим мы получили геометрическую интер­
претацию инвариантной квадрики (43). 

2. Инвариантная прямая А. Так как условия инвариант­
ности прямой (относительно преобразовании группы //,) 

ХР^/РХ» (48) 
имеют вид 

V / ' a + ->£----0 (mod->J), 
то при помощи свернутого объекта линейной дифференци­
ально-геометрической связности пространства Q всегда в 
пространстве Ps определяется поле инвариантных прямых /г. 
Уравнения прямой h имеют вид 

х" •= hP xa. (49) 
Справедливо и обратное утверждение, т. е. если задано 
поле инвариантных прямых /г пространства Я3. то это поле 
всегда порождает линейную дифференциально-геометриче­
скую связность главного расслоенного пространства Q: 

Q ? - « , (50) 
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а также и линейную дифференциально-геометрическую СВЯЗ­
НОСТЬ главного расслоенного пространства Р: 

£.?«-----Х- (si) 
Эти связности определяют линейную дифференциально-гео-
метрическую связность главного расслоенного пространства 
R, т. е. аффинную СВЯЗНОСТЬ без кручения многообразия 
аг (1,3): 

к% = Ъ1ЪРЧА + Ър0Ь«4. (52) 
Так как дифференциально-геометрический объект hp

a яв­
ляется алгебраическим комитантом первого фундаменталь­
ного дифференциально-геометрического объекта полунеголо-
номной конгруэнции первого рода, то аффинная связность. 
К$ч является внутренней аффинной связностью рассматри­
ваемой полунеголономной конгруэнции. 

Приведем геометрическую интерпретацию инвариантной 
прямой h. Полярная плоскость точки Ах + tA- луча I отно­
сительно квадрики (43) имеет вид: 

х1 + tx>- - (h\ + th\) x<* = 0. (53) 
Отсюда следует, что прямые I и h;xp = hPixa сопряжены 
относительно инвариантной квадрики (43). Этим мы получили 
геометрическую интерпретацию инвариантной прямой h. 

Прямая (45) и (47) пересекает инвариантную прямую /i 
(при любом t) тогда и только тогда, когда / = 0. Этим мы 
получили геометрическую интерпретацию относительного ин­
варианта I. 

При помощи поля инвариантных 'прямых h(l) определяет­
ся инвариантное оснащение полунеголономной конгруэнции 
первого рода, так как каждой точке M—Ax + tA2 луча / мож­
но сопоставить плоскость, проходящую через точку М и пря­
мую h, т. е. плоскость (М, h). 

Заметим, что 1-формы внутренних связностей главных 
расслоенных пространств Q и Р имеют вид: 

-?—<•>"+*•?<, (54) 
и 

V-<"/ -«&<• (55) 
3. Индуцированная инволюция. Найдем геометрическую-

интерпретацию тензора -Кар. Полярная плоскость точки 
Ni^aX"; haXa, x3, xA) инвариантной прямой h относительно-
квадрики (43) имеет вид 

а^с-д-р^о, (55> 
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и пересекает прямую h в точке N (hl
axa, h\ ха, х'\ x4), 

где 
Xs = - %а Ха, X* .= %а ха . 

Таким образом, если det р а 3 | | =^0, то между точками N и 
N прямой h установлено взаимно однозначное соответствие 
(56), которое является инволюцией. Эту инволюцию будем 
называть индуцированной инволюцией прямой h. Заметим, 
что индуцированная инволюция прямой h порождает инволю­
цию в пучке плоскостей с осью /, а фундаментальная ин­
волюция—инволюцию в пучке плоскостей с осью h. 

Таким образом, если det||3tafi||--fe0, то с полунеголономной 
конгруэнцией первого рода ассоциируется полунеголономная 
конгруэнция второго рода, фундаментальная инволюция ко­
торой определяется тензором -НКР, где 

-№-__L_?L (57) 

5( — det||3la!3||. (58) 
Из (35), (37) и (38) следует, что элементы определителя 

Ш можно представить в следующем виде: 

^з=-7{(,4-!-^)г+(^-АзТ}, 
3̂.1 = - 4 {(̂ з - н) [\м — *%) - W + f-ч) (>-з + |-з)}. 

3t,,=="f(W + i4)2 + (N->-l)2}-
•Отсюда получаем, что 

*= ra{fi4-^) № + rf) + (i4 + xl) W-x5)}\ (59) 
т. е. всегда 5И>0. Доказали, что ассоциированная полуне­
голономная конгруэнция второго рода является эллипти­
ческой. 

4. Соответствие g. Рассмотрим пучок прямых в пло­
скости aaxK-=0 с центром в точке t"Ap. Так как плоскость 

.ааха==--0 и точка Р'Ар являются постоянными, то 
if/'̂  — O, (60) 

1.'38 

^ ^ + -(4 — ,!) + ^ - ( ^ - = о , (61) 
аш« = 0, (62) 



- - . - ^ = 4 (.ов=о). (бз> 
Когда прямая / описывает пучок прямых, то точка М = 
— tAj — A2, где t = t2:t1, соответствующая центру этого 
пучка относительно фундаментальной инволюции, описывает 
кривую {М}, касательная которой имеет вид 

ааха - 0, (64) 

{(г-2- 1) ( - [>ia4t + v.\azt + {cdot}jja4 - ^а3) -2t{- Xji + l\a3t + 
+ X|a4-Xja3)} xs + aj (1 + f2)x2 + a 4 ( l + *2) JC - 0 . 

Эта прямая пересекает инвариантную прямую /г тогда и 
только тогда, когда 

ga
pqrt"t"faa = 0. (85) 

Откуда и следует геометрический смысл тензора gM
pqr. От­

носительно полученного соответствия g любой точке Ах + 
-f/A2 соответствует единственная плоскость 

где 
| 1, «<Р , 

с п-= 0, а = Р. 
"" [ - I , a>[3. 

TaK как эта плоскость всегда пересекает инвариантную 
прямую /г, то между точками луча I и точками луча /г уста­
навливается соответствие g: 

g:M~P'Ap->N^taHa, (67) 
где 

Я в - А ч + А ^ Р (68) 
и 

-"---С-'"-7--'- (59) 
5. Точки полярного соприкосновения. Полярная пло­

скость точки /VG/i, которая соответствует точке M относи­
тельно соответствия g, имеет вид 

^ i V - O . (70) 

Таким образом, точке M = tpAp соответствуют две пло­
скости (66) и (70). ЭТИ плоскости совпадают тогда и только 
тогда, когда 

g tp4p* . . . tp,--=0, (71) 
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т. е. на луче / существуют точки, для которых плоскости 
(66) и (70) совпадают. Эти точки назовем точками полярного 
соприкосновения луча I полунеголономной конгруэнции пер­
вого рода. 

3. Дифференциальная окрестность второго порядка 
Так как все компоненты фундаментального дифферен­

циально-геометрического объекта рассматриваемой полунего­
лономной конгруэнции можно выразить через компоненты 
дифференциально-геометрических объектов /, /z£ и Ша„, то 
компоненты второго фундаментального дифференциально" 
геометрического объекта рассматриваемой полунеголоном" 
ной конгруэнции можно . выразить через компоненты диффе­
ренциально-геометрических объектов {/. /£}, {л£. haf} и 
{~1Ъф' ^ K [ J Y } -

Дифференцируя внешним образом уравнения (34), (36) и 
(39), в силу леммы Картана, мы получим 

V/£ — 2 < - = - / « , (72) 

yhp4 + hb»l + АК = 1ф?, (73) 

где 
- ар = ' |}а, "«py = aayf, PQ_ IIP uP^—hPSI 1 ка, flatty — " a " 

•WaHvo = -<*a 

(75) 
+afiya — -.-..ариу 

Найдем неголономные ковариаитные производные диффе­
ренциально-геометрических объектов ha и 2fap относительно 
внутренней аффинной связности многообразия С?г (1,3). Для 
этого в системах дифференциальных уравнений (36) и (39) 
заменим 1-формы шр и wp

q 1-формами сор и ш£, которые опре­
делены соотношениями (54) и (55). После такой замены мы 
получим 

уЛ£ + < = Я £ Я (76> 
и 

V3{o-13-=GapW, (77) 
где Н$$ и Gapv- неголономные ковариаитные производные 
дифференциально-геометрических объектов ha и 2Ц> т. е. 

/ / # -A#-A£Ag (78) 
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0 ^ = 3 { ^ - 9 W t f -
Заметим, что система величин 

ЬР — \_[Р 
— 27 а 

является решением системы 

Vft£ + «)5-ftg|«)?, 
причем 

hPI — U-7P «аз — «f.a. 

• И * -.AS. (79) 

(80) 

(81) 

(82) 

Таким образом, каждая система величин k&, Hal и Ga& 
образует подобъект второго фундаментального дифферен­
циально-геометрического объекта полунеголономной конгру­
энции первого рода, причем НЩ, и G ^ —тензоры. Заметим, 
что тензор Hal имеет следующие подобъекты (тензоры): 

Hav = opqH%, (83) 

К<# = Нш (84) 

Hpq = <&°pj>qtH&, (85) 

j^9==H(-.?), (86) 

HPxp*,p< = 4" °РыаР**Р.<и>Р*<°уа°а*Н%?Н%*, (87) 

^PiP'p>pi
==^:'(piP2PtP,)' (88) 

Ha?VB = f-,P.7-'/-sHapHYe. (89) 

Ксфуе — H(aPve)> (90 j 

Причем a n = o-.-= 0, a 1 2 = — a2i =-1 И о33 = a44 = 0, 
a34 — a 4 3 = - l . 

4. Геометрические интерпретации 

Найдем геометрические интерпретации подобъектов # £ ' , 

AS и Gnj-v. 
1, Тензор кривизны внутренней аффинной связности-

Д л я этого рассмотрим 2-форму 
Г\~0-.17 " C i r л " V . 

.OcBpg—u)pvA.j);g, 
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i 

где 
~aq aq . °r,aqt у 

О 

Так как величины ./?«"< являются решениями системы 

v j % + s ? V--?+Ь>ЧН = °RZyas> (91) 
где 

Х%\ = Why° + b»4v4o' (92> 
то, выполнив соответствующие вычисления, мы получим 

Dvffi-vfyriW + R%№A*f, (93) 
где 

Daqst __ p a i ? ^ _ Daqts DnqsDart i Daqt pars (QA\, 
~A-.Ys n p p v e ^ptfev A-fiYA / 'ae ^ - т р е ^ - о у ' |.аЧг-' 

т, е. величины R^& образуют тензор кривизны внутренней 
аффинной связности. Тензор Риччи этого тензора кривизны 
выражается через компоненты тензора Нн. 

2. Присоединенные линейчатые поверхности. Рассмот­
рим новый репер {Ht), где 

dHt = б///,,, 

причем l-формы <V и •-/* связаны следующими соотношениями 

К = -р. 9£ = V^ + ^ - НЧ^ 05) 
0& = -^ + Л ^ , - | - - - ^ - Л ^ « - (96) 

Так как l-формы v/z£ + ClJ£,- в СИЛУ (-̂ -3), являются главными, 
то l-формы Sg можно представить в следующем виде 

0Р = Я-°,У, (97) 
а оф .7 v ' 

Если фиксируем точку M = £-Мр луча / и плоскость П(г.): 
Л3-*;4- —0, проходящую через луч /, то прямая I в плоскос­
ти Г! (t) описывает пучок прямых (с центром в точке М), 
а инвариантная прямая h(l) описывает некоторое линейчатое 
многообразие {/?(/)}• Из условий стационарности точки М 
и плоскости ll(t), т. е. условий (35) и (36) (при а 3 = — У4, 
й4-=7'3) Следует, что l-формы ш* выражаются только через 
1-форму б: 

1ва= — *-7,(~01 ш^11Та0. (98) 
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Так как 
dH« — -PHp + 0Stf-, 

то, в силу (97) и (98), линейчатое многообразие {h(l)} (M 
и Ц(г.) — фиксированы) является линейчатой поверхностью. 
Эту линейчатую поверхность будем называть присоединенной 
линейчатой поверхностью (она зависит от выбора пучка 
прямых). Дифференциальные уравнения присоединенной 
линейчатой поверхности имеют вид: 

6Р = Я£9. (99) 
где 

H£---H$'1]-"B- (Ю0> 

Касательная плоскость 2 (Т) точки N = Tatfa присоединен-. 
ной линейчатой поверхности определяется точками На 
и Нр

аТаНр, т. е. 
S(7) = (tf8.H4, tfSr-Hp)-

Эта плоскость пересекает прямую I в точке М = НаТаНр. 
Если однородные координаты точки М обозначим через tp, то. 

Т1 7-
" О С " O S 

ИЛИ 

7-W8H îl7-P.f-----0. (101). 
Так как плоскость n(i) пересекает прямую h в точке 
N — TaHa, то мы получили соответствие между двумя точ­
ками M и М прямой I и двумя точками N и N прямой h. 
Это соответствие будем называть соответствием Н. Если 
любые две точки из этих четырех точек заданы, то соответ­
ствие И между остальными двумя точками является проек­
тивным соответствием. Соответствие Н определяется тен­
зором Hw. 

3. Точки коррелятивной неголономности. Если пара 
точек N и N задана, то соответствие И между точками N 
и N будет инволюцией тогда и только тогда, когда 

Я-,р7аТр = 0, (102) 
где Неф — тензор, определенный равенствами (83), т. е. со­
ответствие Н между точками М и М является инволюцией 
тогда и только тогда, когда точки N и N находятся в про­
ективном соответствии (102). Проективное соответствие (102). 
определяется тензором На?„ а двойные точки этого проек-
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•тивного соответствия являются решениями квадратичного 
уравнения 

Ка;ТаТ»^0, (103) 

т. е. определяются тензором (84). 
Если пара точек М и М задана, то соответствие Н меж_ 

ду остальными двумя точками N и N будет инволюцией 
тогда и только тогда, когда 

HPqtP7" = Q, (104) 

где Яр,,— тензор, определенный равенствами (85). Таким 
образом, соответствие Н между двумя точками /V и N 
является инволюцией тогда и только тогда, когда точки М 
и М находятся в проективном соответствии (104), опреде­
ленном тензором Нрг Двойные точки этого проективного 
соответствия определяются уравнением 

KMtPt" = 0, (105) 

т. е. тензором Kpq, который определен равенствами (86). 
О п р е д е л е н и е . ТОЧКИ луча /, определенные уравнением 

(105), будем называть точками коррелятивной неголономно-
сти полунеголономной конгруэнции первого рода, а плоско­
сти, проходящие через луч / и пересекающие инвариантную 
прямую h в точках (ЮЗ), будем называть плоскостями корре­
лятивной неголономно'Сти рассматриваемой полунеголономной 
конгруэнции. 

Эти определения оправдываются следующим обстоятель­
ством. Заметим, что комплекс коррелятивных элементов, 
введенный К. И. Грпнцевпчюеом [4], можно рассматривать 
как оснащенное многообразие Грассмапа Or (1,3), причем 
оснащающим дифференциально-геометрическим объектом 
является относительный инвариант такого же типа, как и 
относительный инвариант /. В первой дифференциальной 
окрестности комплекса коррелятивных элементов всегда 
выделяется инвариантная прямая такого же типа, как и ин­
вариантная прямая /г полунеголономной конгруэнции первого 
рода, т. е. структура первого фундаментального дифферен­
циально-геометрического объекта комплекса коррелятивных 
элементов такая же, как и структура дифференциально-
геометрического объекта—-2/г^. Отсюда следует, что мно­
гообразие Грассмапа, оснащенное дифференциально-геомет­
рическим объектом IIP, следовало бы называть неголономным 
комплексом коррелятивных элементов. Второй фундаменталь­
ный дифференциально-геометрический объект комплекса кор-
1 +4 



релятивных элементов имеет такую же структуру, как и 
дифференциально-геометрический объект Я ^ но только он 
симметричен относительно пар индексов ( р ] и [о] . Поэтому 
точки неголономности (и Плоскости неголономности) комп­
лекса коррелятивных элементов не определены, т. е. любая 
точка луча I (любая плоскость, проходящая через луч) 
является точкой (плоскостью) неголономности. 

Тензор Н^~Hw является тензором неголономности не-
голономного комплекса коррелятивных элементов, т. е. если 
HP%.==H<№, то неголономный комплекс коррелятивных элемен­
тов вырождается в голономныи комплекс коррелятивных 
элементов. 

4. Инфлекционные центры и плоскости. Уравнение (101) 
разлагается на два линейных множителя относительно Та и 
.Г01 если 

-О, (106) 

т. е. если этим уравнением определяется соответствие 
между точками M и М луча I, которое можно представить 
в следующем виде 

HMJpT4rt* = Q. (107) 
Это соответствие определяется тензором (87) и имеет четыре 
двойные точки, которые определяются уравнением 

KptIrstPffts = 0, (108) 
причем тензор Kpqrs определен равенствами (88). 

Определение . Двойные точки соответствия (107) на­
зовем инфляционными центрами полунеголономной конгруэн­
ции первого рода. Эти точки являются аналогами инфлек-
ционных центров комплекса прямых. 

Уравнение (101) разлагается на два линейных множителя 
относительно tp и f •> если 

•н%тап н%тат* = 0, 

т. е. этим уравнением определяется соответствие между 
плоскостями II(yV) и П(лГ) пучка плоскостей (с осью I), ко­
торое можно представить в следующем виде 

На&УгТаТФт* = 0. (109) 
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Это соответствие имеет четыре двойные плоскости, проходя­
щие через луч I и пересекающие инвариантную прямую Л в-
точках 

Ка^вТаТ^Т^ТЕ = 0. (110) 

О п р е д е л е н и е . Двойные плоскости соответствия (109) 
назовем инфлекциошьши плоскостями цолунеголономной 
конгруэнции первого рода. 

5. Вторая инвариантная прямая к. Проективную группу 
РО (3, R) можно представить в пространстве симметрических 
тензоров Tij = Tji, причем дифференциальные уравнения та­
кого представления имеют вид (условия инвариантности по­
лярного соответствия TijXlyj = 0): 

у Г , ) - Г , ; 9 = 0 (.08-0). (111). 

Если - = det ||ТР«~||, r = det | |r^| | , то уравнением 

где /--относительный инвариант, в пространстве симметри 
ческих тензоров определяется семейство алгебраических 
гиперповерхностей (/ — параметр семейства). Так как 

-*-> - 7 W - - V V - ТРдВ -,•= Га-ш« + 7>»« 

то и правая часть уравнения (112) является функцией пара­
метров координат прямой I. Характеристика алгебраической 
гиперповерхности (112) имеет вид 

Г / - - Л Tas = —/£Г р-. (П3> 

Характеристическое полярное соответствие 

TpqxPy" + ± ЧТрЧх«Г + YI /pj4Pxayq + FcpxayP = 0 (114) 

зависит от параметров Та,1} и ТрЬ которые связаны соотно­
шением 7,2/4 = г4. Прямая, сопряженная прямой /относитель­
но характеристического полярного соответствия, имеет вид; 

• ' Fp - (^ + 27jSx a) = 0. 

Отсюда следует, что инвариантная прямая ХР = kaxa, где 

А5----£- /£, (-15) 
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сопряжена прямой / относительно' 'произвольного характе­
ристического полярного соответствия (при произвольных 
Тр„ И Таз)-

Таким образом, получили геометрическую интерпретацию 
второй инвариантной прямой k, которая определяется диф­
ференциальной окрестностью второго порядка полунеголо-
номной конгруэнции первого рода. 

6. Ассоциированный неголономный комплекс. Заметим, 
что величины 

LS—AS-A5 (116) 
образуют тензорное поле, т. е. 

V L S - L S H (117) 

Многообразие Грассмана Or (1,3), оснащенное тензорным по­
лем L£, называется неголономным комплексом (см. [1, 5]). 
Так как тензор L£ является алгебраическим комитантом вто­
рого фундаментального дифференциально-геометрического 
объекта полупеголономной конгруэнции первого рода, то 
этот комплекс назовем ассоциированным неголономным комп­
лексом рассматриваемой полупеголономной конгруэнции. При 
помощи тензора L« каждой точке M = tpAp прямой L можно 
сопоставить плоскость 

№1%ха = 0. (118), 

Рассмотрим плоскости (M, h) и (М, k). Тогда плоскость (118) 
определяется как плоскость, проходящая через пару пере-
секающихся прямых I и (M, h)X(M, k). 

7. Соответствие Ш. При помощи тензора Ga& опреде­
ляется соответствие между точками инвариантной прямой и 
h плоскостями пучка плоскостей с осью /. Это соответствие 
имеет вид 

G-a&xax*x'ap = 0. (119) 

Аналогичиьш образом можно строить и дифференциаль­
ную геометрию гиперболической полунеголономной конгруэн­
ции первого рода, а также и дифференциальную геометрию 
полунеголономной конгруэнции второго 'рода, но только в 
этом случае соответствующие дифференциально-геометричес­
кие объекты будут интерпретироваться при помощи двойст­
венных геометрических конструкций. 

Выражаю глубокую благодарность проф. К. И. Гринцеви-
чюсу, под -непосредственным руководством которого выпол­
нена эта работа. 
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/ . V. Bliznlkiene 

ON THE GEOMETRY OF THE SEMI-NON-HOLONOMiC 
CONGRUENCES OF THE FIRST KIND 

The Grassman manifold Qr (1,3) which is equipped by the 
tensor field aPq is called a semi-non-holonomic congruence- The 
structure of the first two fundamental geometrical objects of 
this congruence (in the elliptical case) is considered and the 
geometrical interpretation of subobjects 

1, Л«) Пар, H a ( b /2a' Нф HaPve 

and others is obtained. 
It is shown that with the semi-non-holonomic congruence we 

can associate principal fibre bundles P, Q and R with the linear 
differential-geometrical connection. The geometrical characte­
ristics of the two points of the correlative non-holonomity and 
the four inflection centres of the straight line of this congruen­
ce are found. 


