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Исследуется разрешимость задач сопряжения для уравнения составного типа с раз-
рывным коэффициентом. Методом продолжения по параметру доказываются теоре-
мы существования и единственности регулярных решений. Также приводятся раз-
личные примеры неединственности существования решений, зависящие от того, как
себя ведёт разрывная функция в заданной области.
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Введение
В работе изучается уравнение

utt − α(x)uxx − uxxtt + c(x, t)u = f(x, t) (1)

в ситуации, когда коэффициент α(x) может иметь разрыв первого рода в некоторой
внутренней точке своей области определения.

Уравнение (1) принадлежит к классу уравнений составного типа; в последнее
время подобные уравнения называют также уравнениями соболевского типа [1–4].
Непосредственно уравнения вида (1) возникают при моделировании продольных
волн в стержнях, в теории длинных волн на воде, в теории волн в плазме [5–7]. Раз-
решимость различных краевых задач для таких уравнений с непрерывным коэффи-
циентом α(x) изучалась в работах многих авторов, см., например, [8–21]. С другой
стороны, при моделировании различных процессов, протекающих в составных сре-
дах с различными характеристиками, часто возникают задачи, в которых на линии
разрыва необходимо задавать некоторые условия сопряжения (склейки). Именно
такие задачи и будут предметом исследования в настоящей работе.

Краевые и начально-краевые задачи сопряжения или обобщённые задачи ди-
фракции достаточно хорошо изучены для классических эллиптических, парабо-
лических и гиперболических уравнений (см. [22; 23]), из работ последнего време-
ни отметим статьи [24–26]. Менее изученными представляются задачи сопряжения
для неклассических уравнений, здесь можно отметить работы [27–32]. Частично
восполнить данный пробел и предполагается в настоящей работе.

1. Постановка задач
Специфика уравнений вида (1) такова, что для них корректной будет как

начально-краевая задача (совпадающая по постановке с обычной начально-краевой
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задачей для гиперболических уравнений второго порядка), так и задача с данными
на всей границе (эллиптическая задача). В соответствии с этим и задача сопряже-
ния ниже будет изучаться в двух постановках.

Пусть x есть точка отрезка [−1, 1] оси Ox, t есть точка отрезка [0, T ], 0 < T <∞,
Q1, Q2 и Q есть цилиндры (−1, 0) × (0, T ), (0, 1) × (0, T ) и (−1, 1) × (0, T ) соответ-
ственно, c(x, t) и f(x, t) — функции, определённые при (x, t) ∈ Q, α(x) есть заданная
функция, определённая при x ∈ [−1, 1] и имеющая, быть может, разрыв 1-го рода
при x = 0, a и b — заданные действительные числа.

Задача сопряжения I: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах Q1

и Q2 решением уравнения (1) и такую, что для неё выполняются условия

u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (2)

u(x, 0) = u(x, T ) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (3)

u(−0, t) = au(+0, t), t ∈ (0, T ), (4)

ux(+0, t) = bux(−0, t), t ∈ (0, T ). (5)

Задача сопряжения II: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах Q1

и Q2 решением уравнения (1) и такую, что для неё выполняются условия (2), (4),
(5) и равенство

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1).

Определим необходимые функциональные пространства V (Q1), V (Q2) и V :

V (Q1) =

v(x, t) :

∫
Q1

(v2 + v2
x + v2

t + v2
xx + v2

xt + v2
tt + v2

xxt + v2
xxtt)dxdt < +∞

 ,

V (Q2) =

v(x, t) :

∫
Q2

(v2 + v2
x + v2

t + v2
xx + v2

xt + v2
tt + v2

xxt + v2
xxtt)dxdt < +∞

 ,

V = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V (Q1), v(x, t) ∈ V (Q2)}

(все производные понимаются как обобщённые производные по С.Л.Соболеву). За-
дадим норму в этих пространствах:

‖v‖V (Qi) =


∫
Qi

(v2 + v2
x + v2

t + v2
xx + v2

xt + v2
tt + v2

xxt + v2
xxtt)dxdt


1/2

, i = 1, 2,

‖v‖V = (‖v‖2
V (Q1) + ‖v‖2

V (Q2))
1/2.

Очевидно, что пространства V , V (Q1), V (Q2) с этими нормами будут банаховыми
пространствами.
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2. Разрешимость задачи сопряжения I

Теорема 1. Пусть ab > 0 и пусть выполняются условия

α(x) ≤ α0 < 0, x ∈ [−1, 1], (6)

c(x, t)∈C2(Q̄1)∪C2(Q̄2), c(x, t) ≤ 0, cxx(x, t) ≥ 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ),
c(−0, t) = c(+0, t), cx(−0, t) ≤ 0, cx(+0, t) ≥ 0, t ∈ (0, T ).

(7)

Тогда задача сопряжения I не может иметь более одного решения в простран-
стве V .

Доказательство. Пусть u(x, t) будет решением задачи сопряжения I из простран-
ства V и пусть f(x, t) ≡ 0. Умножим уравнение (1) на функцию uxx в области Q1 и
на γuxx, где γ = a/b, в области Q2, затем проинтегрируем по Q1 и Q2 соответственно
и сложим. Получим следующее равенство:

T∫
0

0∫
−1

u2
xτdxdτ + γ

T∫
0

1∫
0

u2
xτdxdτ −

T∫
0

0∫
−1

α(x)u2
xxdxdτ−

−γ
T∫

0

1∫
0

α(x)u2
xxdxdτ +

T∫
0

0∫
−1

u2
xxτdxdτ + γ

T∫
0

1∫
0

u2
xxτdxdτ+

+
1

2

T∫
0

0∫
−1

cxx(x, τ)u2dxdτ +
γ

2

T∫
0

1∫
0

cxx(x, τ)u2dxdτ − 1

2

T∫
0

cx(−0, τ)u2(−0, τ)dτ+

+
γ

2

T∫
0

cx(+0, τ)u2(+0, τ)dτ −
T∫

0

0∫
−1

c(x, τ)u2
xdxdτ − γ

T∫
0

1∫
0

c(x, τ)u2
xdxdτ = 0.

Из этого равенства и условий теоремы и будет вытекать единственность задачи
сопряжения I.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (6), (7). Тогда для любой функции
f(x, t) ∈ L2(Q) задача сопряжения I имеет решение, принадлежащее простран-
ству V .

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу: найти решения ṽ(x, t) и
w̃(x, t) уравнений

ṽtt(x, t)− α(x)ṽxx(x, t)− ṽxxtt(x, t)−
ab(x+ 1)

1 + ab
ṽxtt(−0, t) +

a(x+ 1)

1 + ab
w̃tt(+0, t)+

+ c(x, t)

(
ṽ(x, t) +

a(x+ 1)

1 + ab
w̃(+0, t)− ab(x+ 1)

1 + ab
ṽx(−0, t)

)
= f(x, t), (x, t) ∈ Q1, (8)

w̃tt(x, t)−α(x)w̃xx(x, t)−w̃xxtt(x, t)+
a(x− 1)

1 + ab
ṽxtt(−0, t)+

ab(x− 1)

1 + ab
w̃tt(+0, t)+

+c(x, t)

(
w̃(x, t)+

ab(x− 1)

1 + ab
w̃(+0, t)+

a(x− 1)

1 + ab
ṽx(−0, t)

)
=f(x, t), (x, t)∈Q2, (9)
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в областях Q1 и Q2 соответственно, для которых выполняются условия

ṽ(−1, t) = ṽ(−0, t) = 0, t ∈ (0, T ), (10)

w̃(1, t) = w̃x(+0, t) = 0, t ∈ (0, T ), (11)

ṽ(x, 0) = ṽ(x, T ) = 0, x ∈ (−1, 0), (12)

w̃(x, 0) = w̃(x, T ) = 0, x ∈ (−1, 0). (13)

Для доказательства разрешимости этой задачи воспользуемся методом продолже-
ния по параметру. Возьмём некоторое число λ из отрезка [0, 1] и рассмотрим задачу:
найти решение ṽ(x, t) ∈ V (Q1), w̃(x, t) ∈ V (Q2) уравнений

ṽtt(x, t)− α(x)ṽxx(x, t)− ṽxxtt(x, t)−
λ2ab(x+ 1)

1 + λ2ab
ṽxtt(−0, t) +

λa(x+ 1)

1 + λ2ab
w̃tt(+0, t)+

+c(x, t)

(
ṽ(x, t) +

λa(x+ 1)

1 + λ2ab
w̃(+0, t)− λ2ab(x+ 1)

1 + λ2ab
ṽx(−0, t)

)
=

= f(x, t), (x, t) ∈ Q1, (14)

w̃tt(x, t)− α(x)w̃xx(x, t)− w̃xxtt(x, t) +
λa(x− 1)

1 + λ2ab
ṽxtt(−0, t) +

λ2ab(x− 1)

1 + λ2ab
w̃tt(+0, t)+

+c(x, t)

(
w̃(x, t) +

λ2ab(x− 1)

1 + λ2ab
w̃(+0, t) +

λa(x− 1)

1 + λ2ab
ṽx(−0, t)

)
=

= f(x, t), (x, t) ∈ Q2, (15)

такие, что для них выполняются условия (10)–(13).
При λ = 0 данная задача имеет решение {ṽ(x, t), w̃(x, t)}. Теперь докажем на-

личие для функций ṽ(x, t) и w̃(x, t) «хороших» априорных оценок.
Определим функции v(x, t) и w(x, t):

v(x, t) = ṽ(x, t) +
λa(x+ 1)

1 + λ2ab
w̃(+0, t)− λ2ab(x+ 1)

1 + λ2ab
ṽx(−0, t), (16)

w(x, t) = w̃(x, t) +
λb(x− 1)

1 + λ2ab
ṽ(−0, t) +

λ2ab(x− 1)

1 + λ2ab
w̃x(+0, t). (17)

Для этих функций выполняются равенства

vtt − α(x)vxx − vxxtt + c(x, t)v = f(x, t), (18)

wtt − α(x)wxx − wxxtt + c(x, t)w = f(x, t) (19)

в областях Q1 и Q2 соответственно и выполняются также условия

v(−0, t) = λaw(+0, t), t ∈ (0, T ), (20)

wx(+0, t) = λbvx(−0, t), t ∈ (0, T ), (21)

и условия (10)–(13). Умножим уравнение (18) на функцию vxx(x, t) и проинтегри-
руем по области Q1, затем умножим уравнение (19) на функцию γwxx(x, t), где
γ = a/b, и проинтегрируем по области Q2. Сложив два полученных выражения,
придём к равенству
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T∫
0

0∫
−1

v2
xτdxdτ + γ

T∫
0

1∫
0

w2
xτdxdτ −

T∫
0

0∫
−1

α(x)v2
xxdxdτ−

−γ
T∫

0

1∫
0

α(x)w2
xxdxdτ +

T∫
0

0∫
−1

v2
xxτdxdτ + γ

T∫
0

1∫
0

w2
xxτdxdτ+

+
1

2

T∫
0

0∫
−1

cxx(x, τ)v2dxdτ +
γ

2

T∫
0

1∫
0

cxx(x, τ)w2dxdτ − 1

2

T∫
0

cx(−0, τ)v2(−0, τ)dτ+

+
γ

2

T∫
0

cx(+0, τ)w2(+0, τ)dτ −
T∫

0

0∫
−1

c(x, τ)v2
xdxdτ − γ

T∫
0

1∫
0

c(x, τ)w2
xdxdτ =

=

T∫
0

0∫
−1

f(x, τ)vxxdxdτ + γ

T∫
0

1∫
0

f(x, τ)wxxdxdτ.

Применив в правой части этого равенства неравенство Юнга, получим первую
априорную оценку

T∫
0

0∫
−1

(v2
xτ + v2

xx + v2
xxτ )dxdτ +

T∫
0

1∫
0

(w2
xτ + w2

xx + w2
xxτ )dxdτ ≤

≤M1

 T∫
0

0∫
−1

f 2(x, τ)dxdτ +

T∫
0

1∫
0

f 2(x, τ)dxdτ

 , (22)

в которой число M1 определяется лишь числами α0, a, b и функцией c(x, t).
Теперь умножим уравнение (18) на функцию −vxxtt(x, t) и проинтегрируем по

области Q1, а уравнение (19) — на функцию −γwxxtt(x, t) и проинтегрируем по
области Q2. Сложив и выполнив интегрирование по частям, используя неравенство
Юнга и оценку (22), получим вторую априорную оценку для функций v(x, t) и
w(x, t)

T∫
0

0∫
−1

v2
xxττdxdτ +

T∫
0

1∫
0

w2
xxττdxdτ ≤

≤M2

 T∫
0

0∫
−1

f 2(x, τ)dxdτ +

T∫
0

1∫
0

f 2(x, τ)dxdτ

 ,
константа M2 в которой определяется числами α0, a и b, а также функцией c(x, t).

Имеют место равенства

ṽ(x, t) = v(x, t) +
λab(x+ 1)(λ− 1)

1 + λ2ab
vx(−0, t) +

λa(x+ 1)(λab− 1)

1 + λ2ab
w(+0, t),

w̃(x, t) = w(x, t) +
λab(x− 1)(1− λ)

1 + λ2ab
w(+0, t)− λb(x− 1)(λab+ 1)

1 + λ2ab
vx(−0, t).
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Из ограниченности функций v(x, t) и w(x, t) в пространствах V (Q1) и V (Q2) соот-
ветственно и из этих равенств следует, что функции ṽ(x, t) и w̃(x, t) также бу-
дут ограничены в этих же пространствах. А это и означает, что для решений
ṽ(x, t), w̃(x, t) будет выполнена требуемая равномерная по λ оценка в пространствах
V (Q1) и V (Q2).

Как вытекает из теоремы о методе продолжения по параметру [33, гл. 3, §14],
разрешимость задачи (10)–(15) при λ = 0 и полученная оценка означают, что задача
(8)–(13) будет иметь решение ṽ(x, t), w̃(x, t), такое, что ṽ(x, t) ∈ V (Q1), w̃(x, t) ∈
V (Q2). Обозначим функции v(x, t) = ṽ(x, t) + (x + 1)aw(+0, t), w(x, t) = w̃(x, t) +
(x− 1)bvx(−0, t). Далее определим функцию

u(x, t) =

{
v(x, t), (x, t) ∈ Q1,
w(x, t), (x, t) ∈ Q2,

которая и является решением задачи сопряжения I из требуемого класса. Теорема
доказана.

Покажем теперь, что при нарушении условий теорем 1 и 2 для задачи сопряже-
ния I может иметь место как неединственность, так и несуществование решений.
Сначала приведём примеры неединственности.

Пусть α1 и α2 есть заданные отрицательные числа, α0(x) есть кусочно-
постоянная функция

α0(x) =

{
α1, x ∈ [−1, 0],
α2, x ∈ [0, 1].

Рассмотрим задачу сопряжения I со спектральным параметром или задачу сопря-
жения I ′: найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах Q1 и Q2 решением
уравнения

utt − α0(x)uxx − uxxtt = λu (1′)

и такую, что для неё выполняются условия (2)–(4). Заметим, что задача сопряже-
ния I ′ фактически является задачей на собственные значения.

Пусть {ϕk(t)}∞k=1 и {µk}∞k=1 есть соответственно собственные функции и соб-
ственные числа задачи

ϕ′′(t) = µϕ(t), ϕ(0) = ϕ(T ) = 0.

Уточним, что все собственные числа здесь отрицательные, простые и расположены
по убыванию; единственной предельной точкой последовательности {µk}∞k=1 явля-
ется −∞.

Положим β1,k = 1√
|α1+µk|

, β2,k = 1√
|α2+µk|

, βk = β2,k/β1,k, γk(λ) = β1,k

√
|λ− µk|,

δk(λ) = β2,k

√
|λ− µk|. Пусть λ есть фиксированное число из промежутка (µ1,+∞).

Определим решение u(x, t) как задачи сопряжения I для уравнения (1′):

u(x, t) =


∞∑
k=0

ck(x)ϕk(t), (x, t) ∈ Q1,

∞∑
k=0

dk(x)ϕk(t), (x, t) ∈ Q2.

Функции ck(x) и dk(x) здесь представляют собой решение уравнений

c′′k − γ2
k(λ)ck(x) = 0, d′′k − δ2

k(λ)dk(x) = 0

Челябинский физико-математический журнал.Том 1, выпуск 1.



282 А. И. Григорьева

на интервалах (−1, 0) и (0, 1) соответственно, снабжённых условиями

ck(−1) = 0, dk(1) = 0,

ck(−0) = adk(+0), d′k(+0) = bc′k(−0).

Искомые функции ck(x) и dk(x) имеют вид

ck(x) = Ake
γk(λ)x +Bke

−γk(λ)x, dk(x) = Cke
δk(λ)x +Dke

−δk(λ)x,

Ak, Bk, Ck, Dk — постоянные. Граничные условия и условия сопряжения дают для
Ak, Bk, Ck и Dk систему уравнений

Ake
−γk(λ) +Bke

γk(λ) = 0,
Cke

δk(λ) +Dke
−δk(λ) = 0,

Ak +Bk = a(Ck +Dk),
Ckδk(λ)−Dkδk(λ) = b(Akγk(λ)−Bkγk(λ)).

Определитель ∆ этой системы есть число

∆ = abγk(λ)(e−δk(λ) − eδk(λ))(e−γk(λ) + eγk(λ)) + δk(λ)(e−δk(λ) + eδk(λ))(e−γk(λ) − eγk(λ)).

Задача сопряжения I ′ будет иметь нетривиальное решение, если выполняется ра-
венство ∆ = 0. Это равенство приводит к соотношению

ab = −βk ·
1 + e−2δk(λ)

1− e−2δk(λ)
· 1− e−2γk(λ)

1 + e−2γk(λ)
. (23)

Пусть выполняется условие α1 < α2. Положим

ϕ1,k(z) =
1 + e−2βkz

1 + e−2z
, ϕ2,k(z) = βk

1− e−2z

1− e−2βkz
.

Для положительных чисел z имеют место неравенства

1

2
< ϕ1,k(z) < 2. (24)

Далее, используя теорему Лагранжа, нетрудно показать, что имеют место равен-
ства

ϕ2,k(z) = βk ·
−2ze−2θ1,kz

−2βkze−2βkθ2,kz
= e2(βkθ2,k−θ1,k)z,

в которых θ1,k и θ2,k есть некоторые числа из интервала (0, 1). Отсюда получаем,
что для положительных чисел z выполняются неравенства

e−2z < ϕ2,k(z) < e2βkz. (25)

Заметим, что вследствие условия α1 < α2 выполняются неравенства

1 < βk <

√
α1

α2

= β0. (26)

Пусть z = γk(λ). Имеем

γ2
k(λ) =

λ− µk
−α1 − µk

= 1 +
λ+ α1

−α1 − µk
.
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Если выполняется неравенство λ+ α1 ≤ 0, то имеет место оценка

γ2
k(λ) ≤ 1, (27)

а если λ+ α1 > 0, то справедлива другая оценка:

γ2
k(λ) ≤ 1 +

λ+ α1

|α1|
. (28)

Обозначим

γ0(λ) =

{
1, если λ+ α1 ≤ 0,(

1 + λ+α1

|α1|

)1/2

, если λ+ α1 > 0.

Из оценок (27) и (28) следует, что последовательность {γk(λ)} ограничена:

0 ≤ γk(λ) ≤ γ0(λ). (29)

Введём ещё обозначения:

m0(λ) =
1

2
e−2γ0(λ), m1(λ) = 2e2β0γ0(λ),

m̄0(λ) = inf
k≥1
{ϕ1,k(λ)ϕ2,k(λ)}, m̄1(λ) = sup

k≥1
{ϕ1,k(λ)ϕ2,k(λ)}.

Из неравенств (24)–(26), (29) вытекает, что для всех натуральных чисел k выпол-
няются неравенства

0 < m0(λ) ≤ m̄0(λ) ≤ ϕ1,k(γk(λ))ϕ2,k(γk(λ)) ≤ m̄1(λ) ≤ m1(λ). (30)

Утверждение 1. Пусть выполняется условие α1 < α2 < 0 и пусть λ есть фик-
сированное число из промежутка (µ1,+∞). Тогда

1) если ab ∈ [−m̄1(λ),−m̄0(λ)] и существует натуральное число k, такое, что
ab = −ϕ1,k(γk(λ))ϕ2,k(γk(λ)), то для задачи сопряжения I ′ будет иметь место
неединственность решений;

2) если ab ∈ [−m̄1(λ),−m̄0(λ)] и для всех натуральных чисел k выполняется
ab 6= −ϕ1,k(γk(λ))ϕ2,k(γk(λ)), то задача сопряжения I ′ имеет только нулевое ре-
шение;

3) если ab ∈ (−m̄0(λ), 0) или ab ∈ (−∞,−m̄1(λ)), то задача сопряжения I ′

имеет только нулевое решение.
Данное утверждение очевидным образом вытекает из проделанных выше вы-

кладок и из неравенств (30).
Заметим, что в случаях ab ∈ (−m0(λ), 0), ab ∈ (−∞,−m1(λ)) задача сопряжения

I ′ имеет только нулевое решение.
Пусть теперь α2 < α1 < 0. Тогда для положительных чисел z выполняются

следующие неравенства:
e−2z < ϕ2,k(z) < e2z. (31)

Обозначим
m2(λ) =

1

2
e−2γ0(λ), m3(λ) = 2e2γ0(λ).

В силу соотношений (24), (26), (29) и (31) получим, что для всех натуральных чисел
k справедливы неравенства

m2(λ) ≤ m̄0(λ) ≤ ϕ1,k(γk(λ))ϕ2,k(γk(λ)) ≤ m̄0(λ) ≤ m3(λ). (32)
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Используя все эти выкладки и неравенство (32), сформулируем следующее утвер-
ждение.
Утверждение 2. Пусть α1 < α2 < 0 и λ есть фиксированное число из проме-
жутка (µ1,+∞). Тогда

1) если ab ∈ [−m̄1(λ),−m̄0(λ)] и существует натуральное число k, такое, что
ab = −ϕ1,k(γk(λ))ϕ2,k(γk(λ)), то для задачи сопряжения I ′ имеет место неедин-
ственность решений;

2) если ab ∈ [−m̄1(λ),−m̄0(λ)] и для всех натуральных чисел k выполняется
ab 6= −ϕ1,k(γk(λ))ϕ2,k(γk(λ)), то задача сопряжения I ′ имеет только нулевое ре-
шение;

3) если ab ∈ (−m̄0(λ), 0) или ab ∈ (−∞,−m̄1(λ)), то задача сопряжения I ′

имеет только нулевое решение.
Имеет место также следующее утверждение.

Утверждение 3. Пусть выполняется условие α1 = α2. Тогда
1) если ab = −1, то для любого числа λ из промежутка (µ1,+∞) задача со-

пряжения I ′ будет иметь бесконечно много линейно независимых ненулевых ре-
шений;

2) если ab < 0, ab 6= −1, то для любого числа λ из промежутка (µ1,+∞) задача
сопряжения I ′ будет иметь только нулевое решение.

Доказательство этого утверждения очевидно.
Из утверждений 1–3 вытекает, что для любого числа λ из промежутка (µ1,+∞)

существует бесконечно много чисел a и b, таких, что ab < 0, и при этом задача
сопряжения I ′ для данного числа λ будет иметь ненулевые решения. Можно также
интерпретировать утверждения 1–3 следующим образом: любое число λ из проме-
жутка (µ1,+∞) может оказаться собственным числом задачи сопряжения I ′.

Покажем теперь, что любое число λ из промежутка (−∞, µ1] также может ока-
заться собственным числом задачи сопряжения I ′.

Пусть λ есть фиксированное число из промежутка (−∞, µ1], не совпадающее ни
с одним из чисел µk, и пусть k0 есть такое натуральное число, для которого выпол-
няется µk0+1 < λ < µk0 . Решение u(x, t) задачи сопряжения I ′ вновь определим с
помощью рядов по системе функций {ϕk(t)} с коэффициентами ck(x) при x < 0 и
dk(x) при x > 0, но при этом при k ≤ k0 + 1 эти коэффициенты будут иметь вид

ck(x) = Ake
γk(λ)x +Bke

−γk(λ)x,

dk(x) = Cke
δk(λ)x +Dke

−δk(λ)x,

в случае же k0 ≤ k ≤ 1 будет иметь место другое представление:

ck(x) = Ak cos γk(λ)x+Bk sin γk(λ)x,

dk(x) = Ck cos δk(λ)x+Dk sin δk(λ)x.

В случае k ≤ k0 + 1 существование ненулевых решений Ak, Bk, Ck, Dk и тем самым
наличие ненулевых решений ck(x) и dk(x) вновь будет определяться равенством (23)
(которое может выполняться лишь в случае ab < 0), а также условиями α1 < α2 <
0, α2 < α1 < 0 или α1 = α2 < 0; и при выполнении одного из этих соотношений
число λ будет собственным числом задачи сопряжения I ′.

В случае 1 ≤ k ≤ k0 наличие ненулевых чисел Ak, Bk, Ck, Dk будет определять-
ся равенством

abγk(λ) cos γk(λ) sin δk(λ) + δk(λ) cos δk(λ) sin γk(λ) = 0. (33)
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Если теперь окажется, что для этих чисел γk(λ) и δk(λ) выполняются равенства

sin γk(λ) = 0, sin δk(λ) = 0 (34)

или
cos γk(λ) = 0, cos δk(λ) = 0, (35)

то для любых чисел a и b будет выполняться равенство (33). Тем самым число λ,
для которого имеют место (34) или (35), будет собственным числом задачи сопря-
жения I ′.

Пусть для отрицательных чисел α1 и α2, для некоторых натуральных чисел l и
m, а также для натурального числа k из набора 1, 2, . . . , k0 выполняются равенство

(πl)2α1 + [1 + (πl)2]µk = (πm)2α2 + [1 + (πm)2]µk

и неравенства
µk0+1 < (πl)2α1 + [1 + (πl)2]µk < µk0 .

Тогда для числа λ, определённого формулой λ = (πl)2α1 + [1 + (πl)2]µk, будут
выполняться равенства (34). Тем самым данное число λ будет собственным числом
задачи сопряжения I ′ вне зависимости от чисел a и b.

Пусть теперь для α1 и α2, являющихся отрицательными числами, и для нату-
ральных чисел l и m выполняется равенство

π2

(
l +

1

2

)2

α1 +

[
1 + π2

(
l +

1

2

)2
]
µk = π2

(
m+

1

2

)2

α2 +

[
1 + π2

(
m+

1

2

)2
]
µk,

где k есть натуральное число из набора 1, 2, . . . , k0. Пусть кроме того выполняются
неравенства

µk0+1 < π2

(
l +

1

2

)2

α1 +

[
1 + π2

(
l +

1

2

)2
]
µk < µk0 .

Тогда для λ = π2(l + 1/2)2α1 + [1 + π2(l + 1/2)2]µk будут выполняться равенства
(35) и число λ будет собственным числом задачи сопряжения I ′ вне зависимости от
чисел a и b.

Замечание 1. Очевидно, что кроме собственных чисел, появляющихся при вы-
полнении равенств (34) или (35), задача сопряжения I ′ в случае λ ∈ (−∞, µ1) может
иметь и другие собственные числа (определяющиеся равенством (33)).

Рассмотрим последний случай, когда λ совпадает с одним из чисел µk. Пусть
λ = µk0 . Очевидно, что это число будет собственным числом задачи сопряжения I ′,
если выполняется одно из условий:

1) ab < 0, существует натуральное число k, такое, что k ≤ k0 + 1, и для этого
числа k выполняется равенство (23);

2) существует натуральное число k, такое, что 1 ≤ k ≤ k0, и для этого числа k
выполняется равенство (33);

3) ab = −1.
Из всего сказанного выше можно сделать вывод: для любого действительного

числа λ можно подобрать отрицательные числа α1 и α2, а также ненулевые чис-
ла a и b так, что задача сопряжения I ′ будет иметь число λ своим собственным
числом.
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Построим теперь пример несуществования решений задачи сопряжения I ′ в слу-
чае ненулевого свободного члена.

Пусть α1, α2, a, b и λ есть такие числа, что α1 < 0, α2 < 0, ab < 0, λ ∈ (µ1,∞) и
для некоторого натурального числа k0 выполняется равенство

ab = −ϕ1,k0(γk0(λ))ϕ2,k0(γk0(λ)) (36)

(другими словами, число λ является собственным числом задачи сопряжения I ′ с
данными параметрами α1, α2, a и b). Далее, пусть f(x, t) есть заданная функция
из пространства L2(Q). Имеет место представление

f(x, t) =
∞∑
k=1

fk(x)ϕk(t), fk(x) =

T∫
0

f(x, t)ϕk(t)dt.

Рассмотрим следующую задачу: найти функцию vk0(x), являющуюся решением
уравнений

v′′k0 +
λ− µk0
α1 + µk0

vk0 = 0, v′′k0 +
λ− µk0
α2 + µk0

vk0 = 0 (37)

на интервалах (−1, 0) и (0, 1) соответственно и такую, что для неё выполняются
условия

vk0(−1) = vk0(1) = 0, (38)

vk0(−0) =
b(α2 + µk0)

α1 + µk0
vk0(+0), v′k0(+0) =

a(α1 + µk0)

α2 + µk0
v′k0(−0). (39)

Поскольку выполняется условие (36), то данная задача имеет ненулевые решения.
Для функций ck0(x) и dk0(x) справедливо равенство

0∫
−1

(µk0ck0 − µk0c′′k0 − α1c
′′
k0

)vk0(x)dx+

1∫
0

(µk0dk0 − µk0d′′k0 − α1d
′′
k0

)vk0(x)dx = 0 (40)

для любого ненулевого решения vk0(x) задачи (37)–(39). Если теперь предположить,
что задача сопряжения I ′ с ненулевым свободным членом f(x, t) имеет решение, и
если будет выполняться условие

1∫
−1

fk0(x)vk0(x)dx 6= 0, (41)

то получим противоречие с равенством (40). Это противоречие означает, что при
выполнении (41) предположение о существовании решения задачи сопряжения I ′ с
ненулевым свободным членом не является верным.

Аналогичные примеры можно построить и для задачи сопряжения I ′ с нену-
левым свободным членом и с собственным числом λ, определяющимся равенством
(33) и принадлежащим промежутку (−∞, µ1).

3. Разрешимость задачи сопряжения II

Теорема 3. Пусть выполняются условия

α(x) ≥ α0(x) > 0, x ∈ [−1, 1], (42)
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c(x, t)∈C2(Q̄1)∪C2(Q̄2), c(x, t) ≥ 0, c′t(x, t) ≤ 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ),
c(−0, t) = c(+0, t), cx(−0, t) ≤ 0, t ∈ (0, T ).

(43)

Тогда задача сопряжения II не может иметь более одного решения в простран-
стве V .

Доказательство. Пусть u(x, t) будет решением задачи сопряжения II из простран-
ства V и пусть f(x, t) ≡ 0. Умножим уравнение (1) на функцию uxxt в области Q1

и на γuxxt в области Q2, затем проинтегрируем и сложим. Получим равенство вида

1

2

0∫
−1

u2
xt(x, t)dx+

γ

2

1∫
0

u2
xt(x, t)dx+

1

2

0∫
−1

α(x)u2
xx(x, t)dx+

γ

2

1∫
0

α(x)u2
xx(x, t)dx+

+
1

2

0∫
−1

u2
xxt(x, t)dx+

γ

2

1∫
0

u2
xxt(x, t)dx+

1

2

0∫
−1

c(x, t)u2
x(x, t)dx+

+
γ

2

1∫
0

c(x, t)u2
x(x, t)dx+

t∫
0

0∫
−1

c′x(x, τ)uuxτdxdτ + γ

t∫
0

1∫
0

c′x(x, τ)uuxτdxdτ−

−1

2

t∫
0

0∫
−1

c′τ (x, τ)u2
xdxdτ −

γ

2

t∫
0

1∫
0

c′τ (x, τ)u2
xdxdτ = 0.

Из условий теоремы и этого равенства получим единственность задачи сопряже-
ния II.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (42), (43),

c′′t (x, t) ≥ 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ).

Тогда для любой функции f(x, t) ∈ L2(Q) задача сопряжения II имеет решение,
принадлежащее пространству V .

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу: найти решения ṽ(x, t) и
w̃(x, t) уравнений (8), (9), для которых выполняются условия (10), (11), а также
условия

ṽ(x, 0) = ṽt(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0), (44)

w̃(x, 0) = w̃t(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0). (45)

Чтобы доказать разрешимость этой задачи, вновь воспользуемся методом продол-
жения по параметру. Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим задачу: найти
функции ṽ(x, t) ∈ V (Q1), w̃(x, t) ∈ V (Q2), являющиеся решениями уравнений (14),
(15) соответственно и такие, что для них выполняются условия (10), (11), (44) и
(45). Очевидно, что при λ = 0 данная задача разрешима. Докажем наличие апри-
орных оценок для функций ṽ(x, t), w̃(x, t).

Перейдём к уравнениям (18), (19), для которых выполняются условия (10), (11),
(20), (21), (44), (45). Заметим, что в этих уравнениях функции v(x, t) и w(x, t)
определяются равенствами (16), (17).
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Для начала умножим уравнение (18) на vxxt и проинтегрируем по области Q1,
затем умножим уравнение (19) на γwxxt и проинтегрируем по области Q2. Сложив
два полученных выражения, придём к равенству вида

1

2

0∫
−1

v2
xt(x, t)dx+

γ

2

1∫
0

w2
xt(x, t)dx+

1

2

0∫
−1

α(x)v2
xx(x, t)dx+

+
γ

2

1∫
0

α(x)w2
xx(x, t)dx+

1

2

0∫
−1

v2
xxt(x, t)dx+

γ

2

1∫
0

w2
xxt(x, t)dx+

+
1

2

0∫
−1

c(x, t)v2
x(x, t)dx+

γ

2

1∫
0

c(x, t)w2
x(x, t)dx+

t∫
0

0∫
−1

c′x(x, τ)vvxτdxdτ+

+γ

t∫
0

1∫
0

c′x(x, τ)wwxτdxdτ −
1

2

t∫
0

0∫
−1

c′τ (x, τ)v2
xdxdτ −

γ

2

t∫
0

1∫
0

c′τ (x, τ)w2
xdxdτ =

=

t∫
0

0∫
−1

f(x, τ)vxxτdxdτ + γ

t∫
0

1∫
0

f(x, τ)wxxτdxdτ.

Применив в правой части этого равенства неравенство Юнга, получим априорную
оценку

0∫
−1

(v2
x(x, t) + v2

xt(x, t) + v2
xx(x, t) + v2

xxt(x, t))dx+

+

1∫
0

(w2
x(x, t) + w2

xt(x, t) + w2
xx(x, t) + w2

xxt(x, t))dx =

= M3

 t∫
0

0∫
−1

f 2(x, τ)dxdτ +

t∫
0

1∫
0

f 2(x, τ)dxdτ

 , (46)

в которой число M3 определяется константами α0, a, b и функцией c(x, t).
Теперь умножим (18) на vtt и проинтегрируем по области Q1, а уравнение (19)

умножим на γwtt и проинтегрируем по области Q2. Сложив затем оба результата,
получим равенство

t∫
0

0∫
−1

v2
ττdxdτ + γ

t∫
0

1∫
0

w2
ττdxdτ +

t∫
0

0∫
−1

α(x)vxxτwτdxdτ + γ

t∫
0

1∫
0

α(x)wxxτwτdxdτ+

+

0∫
−1

α(x)vxx(x, t)wt(x, t)dx+ γ

1∫
0

α(x)wxx(x, t)wt(x, t)dx+

t∫
0

0∫
−1

v2
xττdxdτ+

+γ

t∫
0

1∫
0

w2
xττdxdτ +

t∫
0

0∫
−1

c(x, τ)vvττdxdτ + γ

t∫
0

1∫
0

c(x, τ)wwττdxdτ =
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=

t∫
0

0∫
−1

f(x, τ)vττdxdτ + γ

t∫
0

1∫
0

f(x, τ)wττdxdτ.

Используя неравенство Юнга и оценку (46), получим ещё одну априорную оценку

t∫
0

0∫
−1

(v2
ττ + v2

xττ )dxdτ +

t∫
0

1∫
0

(w2
ττ + w2

xττ )dxdτ =

= M4

 t∫
0

0∫
−1

f 2(x, τ)dxdτ +

t∫
0

1∫
0

f 2(x, τ)dxdτ

 , (47)

где число M4 зависит только от α0, a, b, c(x, t).
Наличие оценок (46) и (47), означает, что задача (8)–(11), (44), (45) имеет ре-

шение ṽ(x, t), w̃(x, t) из V (Q1) и V (Q2) соответственно [33, гл. 3, §14]. Зная, что
v(x, t) = ṽ(x, t) + (x + 1)aw(+0, t), w(x, t) = w̃(x, t) + (x − 1)bvx(−0, t), определим
функцию

u(x, t) =

{
v(x, t), (x, t) ∈ Q1,
w(x, t), (x, t) ∈ Q2,

которая и будет являться решением задачи сопряжения II.
Теорема доказана.
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THE CONJUGATION PROBLEMS FOR SOME ANALOGUES
OF THE EQUATION OF LONGITUDINAL WAVES
WITH A DISCONTINUOUS COEFFICIENT

A.I. Grigoreva
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It is studied the solvability of conjugation problems for a composite type equation with
a discontinuous coefficient. In the first case it is considered the elliptic problem and in
the second — an initial-boundary problem. By the method of continuation with respect
to a parameter, existence and uniqueness theorems for regular solutions are proved. Also,
various examples of the nonuniqueness of the existence of solutions are given, depending
on how the discontinuous function behaves in one or another given region.

Keywords: discontinuous coefficient, conjugation problem, regular solution, existence and
uniqueness of a solution, method of parameter extension, apriory estimate.
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