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О НЕКОММУТАТИВНЫХ ИНВАРИАНТАХ РЕДУКТИВНЫХ ГРУПП 

А. Н. КОРЮКИН 

В настоящей работе рассматривается вопрос о конечной порождаемости алгебр 

инвариантов некоторых линейных групп, действующих на' конечно-порожденных ас­

социативных алгебрах. При стандартной постановке вопроса в некоммутативном 

случае уже для конечных групп получаются в основном отрицательные результаты. 

В этом случае справедлива следующая теорема, доказанная независимо Днксом и 

Форманеком [ jQ н Харченко ^2Д: 

ТЕОРЕМА. П у с т ь G " - к о н е ч н а я г р у п п а л и н е й ­

н ы х п р е о б р а з о в а н и и к о н е ч н о м е р н о г о п р о с ­

т р а н с т в а V . Р а с с м о т р и м и н д у ц и р о в а н н о е 

д е й с т в и е Q- н а т е н з о р н о й а л г е б р е F W ) n Р о с — 

т р а н с т в а V . Т о г д а а л г е С р а и н в а р и а н т о в 

к о н е ч н о — п о р о ж д е н а в т о м и т о л ь к о в т о м с л у ­

ч а е , к о г д а G" - г р у п п а с к а л я р н ы х п р е о б р а з о ­

в а н и й . 

Основным результатом § 1 настоящей работы является следующая 

ТЕОРЕМА 1. П у с т ь Q- - г р у п п а л и н е й н ы х п р е о б ­

р а з о в а н и й к о н е ч н о м е р н о г о п р о с т р а н с т в а V • 

W ~ м и н и м а л ь н о е ( п о в к л ю ч е н и ю ) п о д п р о с ­

т р а н с т в о V т а к о е , ч т о p^N/V*" СГ F{W^ • Т о г д а 

к о н е ч н о — п о р о ж д е н а т о г д а и т о л ь к о т о г ­

д а , к о г д а д е й с т в у е т н а Vv* к а к к о н е ч н а я 

г р у п п а ( к а л я р н ы х п р е о б р а з о в а н и й . 

Необходиц) заметить, ч ю в некоммутативном случав алгебра инвариантов 

линейно дойст фюшей группы обладает дополнительной алгебраической структурой, 

вырождающей • £ D классическом случае. Хорошо известно, что на ЦТ,—й тензорной 

0 Институт »твы*т1и» СО АН С С С Р . 1 9 8 4 



420 А. Н. Корюкии 

степени пространства V действуют как линейная группа G"/-AV1 , так и груп­

па подстановок S > переставляющая местами (одинаковым образом) сомножи— 
СП, 

тели во всех суммах тензоров. Более того, эти действия централизуют друг дру­

га, и, значит, алгебра инвариантных тензоров любой группы также 

допускает действие группы • Понятно также, что построение инварианта 

£ ^ по инварианту и подстановке Q не представляет никаких вычисли­

тельных затруднений и поэтому разумно исследовать алгебру инвариантов F^V^ 

как ассоциативную алгебру, на однородных компонентах которой действуют симмет­

рические группы. Теперь возникает естественный вопрос: существует ли конечное 

множество инвариантов такое, что вое остальные выражаются через них с помощью 

операций алгебры и действиясимметрических групп на однородных компонентах ? 

Для конечных групп к полей нулевой характеристики этот вопрос явно сформулиро­

ван в Теорема 3 настоящей работы дает положительный ответ на этот воп­

рос для редуктивных групп, В теореме 4 найдены условия, при которых алгебра 

некоммутативных инвариантов редуктивной группы конечно-порождена как алгебра. 

§ 1. Конечная порожденность алгебры некоммутативных инвариантов 

В дальнейшем V - фиксированное конечномерное пространство над полек: F , 

и. W - его подпространства, F M 

— тензорная (свободная)алгебра простран­

ства V , А - множество элементов тензорной алгебры. Очевидно, что 

. Поэтому если A c F<U>, AQF<W>, то 

Отсюда для конечномерного пространства V и любого Д 

следует существование наименьшего по включению подпространства пространства 

V , тензорная алгебра которого содержит все элементы из А . Это прос­

транство будем называть опорным пространством множества А . 

ЛЕММА 1. Е с л и м н о ж е с т в о Д у с т о й ч и в о о т н о с и ­

т е л ь н о д е й с т в и я л и н е й н о й г р у п п ы (j- ( т . е. А^ = А 

д л я в с я к о г о и з (7 ) , т о и е г о о п о р н о е п р о с ­

т р а н с т в о у с т о й ч и в о о т н о с и т е л ь н о . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть JJ - опорное пространство для А . Так как 

А с F<U>, тоА*<=Р(1Л> для всякого из G" . Н о 
следо вате льно, 

Ае F<UnUl> . ЕСЛИ Wf=U , - и 
не есть опор­

ное пространство. Лемма доказана. 

ТЕОРЕМА 1. Е с л и а л г е б р а и н в а р и а н т о в 

к о н е ч н о - п о р о ж д е н а ( д л я л и н е й н о й г р у п п ы (j ), 

т о G> д е й с т в у е т н а о п о р н о е п р о с т р а н с т в о а л ­

г е б р ы и н в а р и а н т о в , к а к к о н е ч н а я ц и к л и ч е с -

к а я г р у п п а с к а л я р н ы х м а т р и ц . 
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Для доказательства нам потребуется ряд лемм. 

Если X — базис V , то мультипликативное замыкание множества X -

свободная полугруппа, элементы ее называем мономами, словами или последова­

тельностями (от X ) i элементы множества X — буквами. Как обычно, счи­

таем, что на однородных компонентах полугруппы мономов действуют симметричео-

кие группы (по формуле ( U " . . . * IX ) = (1 ' . . . * lb U/- - буквы). Эле¬ 

менты тензорной алгебры записываем в виде JJ, = 0/ • где суммирование 

ведется по конечному множеству различных мономов, ^ — коэффициенты из 

поля. Если =fc Q . т о говорим, что моном £ и с п о л ь з у е т с я 

в з а п и с и ' ! . Пусть М - множество мономов, А - множество эле¬ 

ментов тензорной алгебры, \£ - буква. Будем говорить, что и м е е т 

в х о ж д е н и е в М (в А ) , если имеет вхождение в какое-нибудь 

слово из И (в моном, который и с п о л ь з у е т с я в з а п и с и неко­

торого элемента из Д ) . Будем говорить, что последовательность букв U f , , . 

. . . ) U^,..,согласована с ^ (с А ) , если хотя бы один из мономов вида 

' ' ' ^ r v e ° T b э л е м е н т W ( и с п о л ь з у е т с я в з а п и с и хотя 
бы одного элемента из А ) . 

ЛЕММА 2. Е с л и м у л ь т и п л и к а т и в н о е з а м ы к а н и е 

к о н е ч н о г о м н о ж е с т в а м о н о м о в М з а м к н у т о 

о - т н о с и т е л ь н о д е й с т в и я с и м м е т р и ч е с к и х г р у п п , 

т о л ю б а я б е с к о н е ч н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь 

б у к в Ц . . . , Ц и м е ю щ и х в х о ж д е н и я в Н , с о г— 

п а с о в а н а с Щ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ЛТ - максимум длин слов из М . Рассмотрим 

слово Q, — С," . . . * Z> , где есть слово аз М , имеющее вхожде— 

ние буквы \Х • . Переставим буквы в слове так, чтобы новое слово имело 

вид По условию, Д}< лежит в мультипликативном замы­

кании множества ^ > т> е - & 3 8 ^ ' • • »* 01 • г л е У* из М . Так как 

длина не превосходит ff\, , то, сравнивая обе записи слова JJ, , име¬ 

ем If = [i • . . . ' t М . Лемма доказана. 

ЛЕММА 3. Е с л и а л г е б р а Ц, , п о р о ж д е н н а я к о ­

н е ч н ы м м н о ж е с т в о м Д э л е м е н т о в т е н з о р н о й 

а л г е б р ы , о д н о р о д н а и з а м к н у т а о т н о с и т е л ь ­

н о д е й с т в и я с и м м е т р и ч е с к и х г р у п п , т о л ю б а я 

б е с к о н е ч н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь б у к в , и м е ю— 

ш и х в х о ж д е н и я B A I с о г л а с о в а н а С А . 

Для доказательства достаточно взять в качестве М множество мономов, ис­

пользуемых в записи А I и воспользоваться предыдущей леммой. 

Будем говорить, что автоморфизм пространства V является полулростым 
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(скалярным), если в некотором базисе ему соответствует диагональная (скаляр­

ная ) матрица. 

ЛЕММА 4. П у с т ь ^ - а в т о м о р ф и з м к о н е ч н о м е р ­

н о г о п р о с т р а н с т в а [ Л н а д а л г е б р а и ч е с к и 

з а м к н у т ы м п о л е м / г . Е с л и g н е с к а л я р н ы й , 

т о н а й д е т с я б а з и с ^ п р о с т р а н с т в а у а б е с ­

к о н е ч н а я п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь б у к в ( i з Д J 

к о т о р а я н е с о г л а с о в а н а с а л г е б р о й н е ­

к о м м у т а т и в н ы х и н в а р и а н т о в э т о г о а в т о ­

м о р ф и з м а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть не лолулростой. Рассмотрим базис 

Х = Ц fcj- в котором X ^ j J ^ f X ^ H X* ^ р Д ^ Т - ^ Ы б о ^ ^ ) , 

а пространство £, F + + £ F инвариантно относительно ft . Рассмотрим 

произвольный инвариант £ автоморфизма ft и представим его в виде 

£ = £ Х ^ + j i X ^ " ^ + ^ . г д е d̂ , jb - из F и в записи ^ не ис­

пользуются -мономы Х,П, Ж.^ Н В . Тогда ^ — J^. j T " ' + • (j5 р^т-

+JwP ) Х Я, "hi • Л Р 1 1 4 6 1 * 1 в записи _̂ не используются мономы X , 

3*,^ Д/̂  . Так как § • ~ , то, сравнивая обе записи элемента £ , 

получаем = 0 , что означает, что последовательность букв . • . , &^, . • • 

не согласована с алгеброй F^V^^ • Пусть теперь ft полупростой, но не 

скалярный автоморфизм, т . е . в некотором баэиое X = ( ftLJпространстваV 

= р̂. (Jj^ б F ) • Д" 1 8 определенности полагаем jD^ ^= 

Рассмотрим последовательность букв ( 1 ^ , . , . , ( ^ . ^ . . . , где ^ — Д],̂  , если 

J " ^ 7 ^ ) и ^ ~ X t - в противном случае; — ft^ , если 1 ^ ' • • • ' t y j . ^ 

не инвариантен относительно ft^ и = ~ в противном случае. По своему 

построению все мономы ' , . ' ( ^ . не инвариантны относительно . Но 

F ^ V ^ есть линейная оболочка мономов (от X ) , инвариантных относи­

тельно . Это означает, что мономы 11^* . , 1 ^ н е и 0 5 1 0 " 1 ^ ? 1 0 ™ Л Р И 

записи инвариантов автоморфизма Q , т. е. построенная последовательность 

не согласована с F^.V)^ • Лемма доказана. 

ЛЕММА 5 . П у с т ь К. - р а с ш и р е н и е п о л я F , 

г р у п п а а в т о м о р ф и з м о в V н а д р , W ^ V ® - ^ • 

Т о г д а а л г е б р а F(.V / к о н е ч н о - п о р о ж д е н а т о г ­

д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а а л г е б р а 

K W > к о ­н е ч н о - п о р о ж д е н а . 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если F ( V ) конечно—порождена и множество У . , . . . 

порождает ее, то это же множество порождает и PCW^^" • Обрат¬ 

но, если множество , порождает K^W^^" • т о > расписывая Ц,. 

в виде [L, = ^^Ub. -и)-! гДе 1 U)-} "" базис поля К как пространства над 
Ь I 'M i G-

р , получим конечное множество 4 Ц/ • • > , порождающее алгебру 

что и доказывает лемму. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы 1, Пусть G" - линейная группа и алгебра 

r"(V)k" конечно-порождена. В силу леммы 5 можно считать, что поле F 
алгебраически замкнуто. Пусть \ J - опорное пространство алгебры F ( V > & . 
В силу леммы 1 пространство \J устойчиво относительно всех автоморфизмов 

из G" • Рассмотрим группу Н всех автоморфизмов, получаемых из элемен­

тов Q- сужением на TJ" . Пусть - произвольный элемент группы Н . 

Если & не скалярный, то в силу леммы 4 найдутся базис пространства у 

и последовательность букв из этого базиса, которая не согласована с F ^ U / • 

Но , поэтому эта последовательность букв не согласо­

вана и с FCN/V*" , И , ПО лемме 3,алгебра FOO^" не может быть конечно-

порождена. Итак, скалярный, следовательно, Н есть группа скаляр­

ных автоморфизмов. Если J-| бесконечна, то как бесконечная группа скалярных 

матриц она не имеет ненулевых инвариантов. В этом случае \J — 0 и Н три -

виальна. Противоречие. Итак, Н конечна. Так как Н вложима в F (каж­

дому скалярному автоморфизму поставим в соответствие его собственное число), 

то она, как конечная подгруппа мультипликативной группы поля, циклическая. 

Теорема доказана. 

СЛЕДСТВИЕ 1. П у с т ь Q- - п о ч т и с п е ц и а л ь н а я 

г р у п п а ( т . е. к о н е ч н о г о и н д е к с а н а д п о д г р у п ¬ 

п о й с п е ц и а л ь н о й г р у п п ы ) . Е с л и а л г е б р а рчУ) 

к о н е ч н о - п о р о ж д е н а , т о Q- - к о н е ч н а я ц и к л и ­

ч е с к а я г р у п п а с к а л я р н ы х м а т р и ц . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По определению, найдется такое число ГП» , что 

(cLC~t (i) e i Для всех (J, из Q- , и поэтому группа Q- имеет инвариант 

С С 3 1 < ^г)' г д е S a ( V *-»*п> 1 ' ' . - ^{суммирование 

ведется по всем подстановкам (J ) - стандартный многочлен. Если опорное 

пространство \J стандартного многочлена имеет размерность "О , меньшую 

CL = di/ITtV , то, выбрав базис \У . . . . . О* в Ц" и пополнив его до бази¬ 

са \У , . . . ЛУ пространства V > а затем воспользовавшись равенством 
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С Fd^, . . . I)"1 ̂  • Э т ° > очевидно, при \,< у\, неверно. Итак, т . е . \J у Ч/ 
совладает с V > и утверждение прямо следует из теоремы 1. Утверждение 

следствия 1 для конечных групп есть теорема Д икс а- Форм а не ка- Харчен ко \1, 2 

СЛЕДСТВИЕ 2. А л г е б р а н е к о м м у т а т и в н ы х и н в а ­

р и а н т о в н е п р и в о д и м о й г р у п п ы м а т р и ц л и б о 

т р и в и а л ь н а , л и б р н е к о н е ч н о - л о р о ж д е н а . 

Для доказательства заметим, что у неприводимой группы матриц нет соб­

ственных инвариантных подпространств, а значит, опорное пространство алгебры 

инвариантов либо 0 и группа не имеет ненулевых инвариантов, либо V • 

Если во втором случае алгебра инвариантов конечно-порождена, то группа сос­

тоит из скалярных матриц и может быть неприводимой только в случае, когда 

V — одномерное пространство, но тогда нет смысла говорить о некоммутатив­

ных инвариантах. 

§ 2. Конечная порожденность алгебры инвариантов редуктивной группы 

с учетом действия симметрических групп 

Пусть X ~ однородный идеал, замкнутый в тензорной алгебре относительно 

действия симметрических групп на однородных компонентах. Алгебру R— F4V)/I 
будем называть S -алгеброй. Она градуирована, и симметрические группы , 

как и в тензорной алгебре, действуют линейными преобразованиями на соответ­

ствующих однородных компонентах алгебры R . Любую ее однородную подал­

гебру (идеал), замкнутую относительно действия симметрических групп, называ­

ем S-подалгеброй ( S-идеалом). Заметим, что S -подалгебра может и не 

быть S-алгеброй, 

ТЕОРЕМА 2. Л ю б а я с т р о г о в о з р а с т а ю щ а я п о с л е ­

д о в а т е л ь н о с т ь S - и д е а л о в S — а л г е б р ы R к о н е ч -

н а . 

Для доказательства воспользуемся следующим утверждением. 

ЛЕММА Хигмана [з, с. 3 3 ^ . Пусть X - конечное множество букв, £ . . . 

. . . , 8 ' бесконечная последовательность слов (от X ) • Тогда найдется пара 

натуральных чисел 0 ,^ таких, что I ^ и £^ есть подпоследователь -

ность последовательности О, . 

i 
Напомним, что слово g, (от X ) называется подпоследовательностью 

слова f (от X ) , если £ может быть получено из ^ вычеркиванием некоторых 

букв. 

Теорему 2 достаточно доказать для тензорной алгебры. Доказательство прове­

дем от противного. Пусть I . . . , , I . , - бесконечная последовательность S — 

идеалов в R V ^ ' Пусть X = {ЗС^,... базис пространства V . И з элемен­

тов множества X ^Х выберем элемент с минимальным старшим моно— 
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> Ю М 2">П.Т4 ^ в л е к с и к о г Р а Ф н ч е с к о м упорядочивании мономов. В сипу 

однородности X ; . элемент %. также однороден. Для последовательности 

старших мономов Й ^ , . . . , ^ , . , . рассмотрим числа \,Л из утверждения леммы 

Хигмана. Пусть 

ч - ^ ; к w - < 4 e i , v l -
Обозначим через rl моном, полученный из 2,- вычеркиванием букв, стоя-

•них на местах \ , , . . . , • Через 1 , . . , PTL обозначим последовательность , 

и которой ^ =? Ч ^ , , , 5' —^5 • а последовательность ( S*rО,... ,1^ получена 

;:з последовательности 1,...ynz вычеркиванием подпоследовател ьности Т^ , , , , , . 

Рассмотрим подстановку |-j j к — » ^ ( К. = • 4,. . . , ГЛ.). Запишем 1^. в виде 

О - р T j Чу t где суммирование ведется по мономам 6- , меньшим 

P. I из р . (Считаем, что при £• коэффициент в записи X' 

равен единице.) Имеем (vlfOH = (t-H/̂ H + S<£ (&ЮН . Покажем , 

что моном (fc-K/̂ H - старший в записи (lrh/")H . Пусть В моно¬ 
мах (,й-тТ_/Н (.Ь'ЮН вычеркиванием букв, стоящих на местах t . , , 1» 

получаем од!ГН и тот же моном К/ . Поэтому первая ненулевая разность индек­

С О В букв достигается на лоследова^льности мест \ ^ . ^ мономе СС-К)Н 

;:оследовате;!!Л!<Ч;Т1, букв, расположенных на местах , совладает с £• , 

в мономе ( & - г И Н - с £• . Но £ < , поэтому (fcrV)H < (.&; ЮН и 
L i t О 

П,̂  Н - старший Б записи (.Х.ЬЗН . К тому же, по построению, (в-ЮН — 

— , поэтому старший моном элемента tj• ~(х• К/)Н меньше . Но 

4.. — ll#.rL)Н 6 X ' Ч 1 ' I ч т о противоречит выбору Т., , Теорема 2 до-
J !• I t * | | 

казана. 

Ь'слн 3-подалгебра S-алгебры R может быть получена замыканием ко­

нечного множества однородных элементов Г Г операциями алгебры и дей¬ 

ствием симметрических групп, то говорим, что она порождена как ^-подалгеб­

ра конечным множеством Г . . . Г ' конечно-порождена ) . Обозначим ее 
т-Г ' т т . v г ' 

^ 
TLiOPRMA а. А л г е б р а и н в а р и а н т о в л и н е й н о й р о ­

д у к т и в к О Й i р у п п ы G" . д е й с т в у ю щ е й н а 5 - а л -

г е б р е R = F ( . V V I ( I ^ - X , U € - G - ^ 1 к о н е ч н о - п о р о 
ж — 
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д е н а к а к i - в о л а л г в б р а . ^ 

Докажем сначала две леммы. Пусть Л - Q -алгебра, D - е е S -подал­

гебра, fff-ifffi - однородные элементы из D , SCct^ (ft f-tfy ~ Me~ 
нимальный по включению однородный идеал алгебры I? , замкнутый о ТВОЕЙ-недь-

но действия симметрических групп. Элементы SlCt- lff7 . ..}£, ) записываем в 
М ' 

виде 

' " V 
^IJ ~ л и ^ ° однородные из J? , либо элементы поля. Через G" обоз­

начаем фиксированную редуктивную группу. Для элемента lb из К ч е р е э / ^ 

обозначим минимальное (по включению) пространство в К , содержащее /ь и 

инвариантное относительно Q , через /г^ - пространство, порожденное эле­

ментами для всех ^ иа (т \ М^ конечномерно, /У^ - его 

подпространство коразмерности не более чем единица, причем на Мfa / 

группа действует тождественно, либо , либо (в силу редуктивности 

группы) существует /l £ такой, что Mi — f[, Р'+• /if . В обоих слу¬ 

чаях 

ЛЕММА 6. П у с т ь R - S-

а л г е б р а , н а к о т о р о й 

г р а д у и р о в а н о д е й с т в у е т р е д у к т и в н а я г р у п п а 

Q , -j- f . . . ,"ffc - о д н о р о д н ы е э л е м е н т ы а л г е б р ы 

ДОКАЗАТЕЛЬСТЮ леммы 6, Достаточно показать включение % П 

^Sld^ifp.-jffJ-Sid^if^...^), (Обратное очевидно. ) Пусть Й ^ Д ^ О 

П SiOf^(^j . , . ,^) , Тогда в силу О ) имеем X — 2 [f'^lJ)^J ' Р а с с м о т Р и м "ко­

нечное множество ft— {(if,J) 7^ • Доказательство того, что Jd.Sud^Q.iff,.). 
. , < j ^ j j } i проведем индукцией по числу К элементов множества А 

1°. При К— 0 доказательство очевидно. 

2° , Пусть для К~1 утверждение верно. Рассмотрим SO , состоящее из А* 

Напомним, что редуктивной называется линейная грузша, все рациональ­

ные представления которой вполне приводимы. 
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слагаемых вида (J?ft)// . Выделим одно из этих слагаемых 

где (1 есть сумма К~{ слагаемых вида 

tfkVt . .... 

где В содержит fC~~/ элементов. Пусть . В силу того, что 

имеем 

0= xf- х = (ht-kM. ( 4 ) 
Рассмотрим для элемента ft разложение по формуле ( 2 ) 4- /ь , где 

fl ~ 2 {ft ~ /ijbCp Для некоторых «>£^€ F . Домножив равенство ( 4 ) 

на сС^ и просамировав их по всем ^ из & , получим 0~(^}ъ ) Н ^~ 

+ S ( / / A / / lHj , где fin: - некоторые элементы из R . Инвари-

.ант X~{ffl )И , в силу ( 2 ) и ( 3 ) , равен } / / + ^ . Расписывая ^ по 

формуле (3*) и заменяя )Н по формуле ( 5 ) , получаем 

Но число элементов множества В равно К~ / , поэтому, по предположению 

индукции, 
. Но тогда и 

jT€.Stc£^£ ( / / » • • • » / ) ' ч т о и тРеоовалось доказать. 

ЛЕММА 7. П у с т ь i ? - 5 — п о д а л г е б р а t J - а л г е б -

Р Ь ' К > ,. •., fft - о д н о р о д н ы е э л е м е н т ы ^ и J)' ~ 

~SUiffl£.JM) • Т о г д а J-M(f„...tfM). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть £ - однородный элемент алгебры $ . По ус­

ловию леммы, ^ " = 2 (/" • fl;: ) / / • , где л и б о / ^ . . ^ / ^ " , либо - од¬ 

нородный элемент ^ . ААожно также считать, что <>С ~ 

4" d^fl^j . Индукцией по X покажем, что X€-SA(fj, > » • 

' • • > / ^ j ) . При К—0 это очевидно. Пусть К>0 и элементы ^ степени , 

меньшей К , лежат в SA f/yia< 'iffy' ' ^ ^ -алгебре, как и в тензорной 
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алгебре, нет элементов ненулевой степени, кроме нуля. Поэтому (Щ^^ >0, 

/С= (1Щ & > &Щ и - п о предположению индукции, /4л- €.SMff, 

...,fm) - Но тогда и элемент X лежит в что и до­

казывает лемму. 
Из доказанных лемм легко вытекает утверждение теоремы 3, 

Действительно, рассмотрим Sudi ) • В силу теоремы 2, существуют 

/ / ' " " ' Т ^ г е 1 1 3 ' к о т ° Р ы е можно считать однородными, такие, что 

ЫЯ(Я&)= SidR(fn--->f^ • Т о г д а ' л о л е м м е 6 - R " 
=f4&^^dR[-f1>..nfin)=^ulR&(f1,-'-Jm) ' С л е Д ° в а т е л ь н о , по лемме 7, 

R , как S -подалгебра, порождается элементами 7 ^ v ) / / 7 Z . ' что и 

требовалось доказать. 

Теперь рассмотрим более подробно вопрос конечной порожденное™ алгебры 

некоммутативных инвариантов редуктивной группы. Пусть (j - линейная груп­

па' вектор 61 из V есть полуинвариант группы G , т. е. для всех ^ 

из (г имеем J^ityjtl, р (ty1^ F • г д е р> G"~~*" F - вес полу­

инварианта ^ . Полуинвариант CL назовем корневым, если найдется натураль­

ное число /71 такое, что CL™- инвариант группы (г , т. е. рГП(^) = i 
для всех (J, из G" ^ 

TEOFEMA 4. ( а ) . Е с л и а л г е б р а F ( W к о н е ч н о -

п о р о ж д е н а , т о в е с а в с е х к о р н е в ы х п о л у и н в а ­

р и а н т о в о д и н а к о в i.i . 
(б) Е с л и в е с а в с е х к о р н е в ы х п о я у и н в а р п 

а н т о в о д и н а к о в ы и С г р е д у к т и в н а , т о а л г е б р . 
г 

к о н е ч н о - п о р о ж д е н а т о г д а и т о л ь к о г о 

д а , к о г д а F (У/^У^— 0 i г д е W - п р о с т р а н с т в о 

к о р н е в ы х п о л у и н в а р и а н т о в . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, (а) - очевидное следствие теоремы i , 

(б) Пусть алгебра F(V)^ конечно—порождена. Предположим, что 

. Рассмотрим 

, а также про­

образ fl элемента X при каноническом гомоморфизме <р'. 

В сипу формулы (2),/ь~1ъ hi , где ft - инвариант, /ь есть линейная 

комбинация элементов вида /if— fl . Значит, (j>(fl ) ~ 0 } и <f{fl )=<f(k)~ 
хфо , то k* i fai (р . В частности, 

но, в силу теоремы 1, прос.ранство У/ совпадает с опорным прос!ранством 

алгебры 

. Противоречие. Обратно, пусть F<V/)tf> = 0 • Так 
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ин­

ое 

как группа Q редуктивна, то найдется (г —инвариантное подпространство II 

такое, что У~Ц(В W • Так как пространства Ц и V / W к а к G~ -моду. 

ли изоморфны, то 

f<lif = 0 . Далее,F<V> есть прямая сумма G 
вариантных подпространств V, V_ , где У," е о ь либо V , ли6 

И . Поэтому и есть прямая сумма ( V ^ . . - ^ ^ ^ ) • Любой 
элемент из ( V ^ ® . . . ® ^ ) можно перестановкой привести к виду 

Рассмотрел ненулевой элемент JTG^W «^C6 J , «2-™ -2y , где 

W.£ \ ^ f %• Ll • Можно считать, что Uff.,.,U-t... , а также 

Zjf,,nZ^.,. линейно независимы. Все как элементы \ ^ - полуинва-

анты одного веса, 11оэтому 2^ - полуинварианты одного веса (обратного к весу 

полуинвариантов ) . Но ^ - корневые полуинварианты, поэтому и ^ » -

рневые полу инварианты, но F<U>-0 
, поэтому < с / = С/ для всех о , 

ко 
т . е . Х~0 • Поэтому S = 0 • F<^yy =F(,\ly^ 11 алгебра инвариан­
тов конечно—порождена. Теорема доказана. 
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